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VORWORT. 


Den Anstofs zur Abfassung des Buches, dessen erster Teil hier 
vorliegt, gab mir im Jahre 1876 ein Antrag aus Süddeutschland, 
einen älteren geodätischen Leitfaden zeitgemäls umzuarbeiten. 
Doch zeigte sich schon beim Beginn des Unternehmens, dafs es 
eher möglich sei, ein neues Buch zu gestalten, als ein Werk, das 
vor 30 oder 40 Jahren allenfalls genügte, den heutigen Bedürf- 
nissen anzupassen. 

In der Reihe der geodätischen Lehrbücher schien mir ein 
Mittelglied erwünscht zwischen jenen Werken, welche sich, bei 
sonst vollkommen streng mathematischer Stoffbehandlung, doch 
nur zögernd und mit ausgesprochenem oder erkennbarem Wider- 
streben auf die strenge Fehlertheorie und Ausgleichunsgsrechnung 
stützten, und dem Taschenbuch der praktischen Geometrie von 
Jordan, 1877 als Handbuch der Vermessungskunde neu auf- 
gelegt, das jenen inneren Zwiespalt kurzer Hand und erfolgreich 
gelöst hat, aber, in seiner Eigenschaft als Lehr- und Nachschlage- 
buch zugleich, seinen vollen Wert erst dem vorgerückten Leser 
entfaltet. 

Mein Lehrbuch ist nur dem Anfänger in der Geodäsie be- 
stimmt. Es soll ihm die gebräuchlichsten geodätischen Instru- 
mente in möglichst einfachen, aber für die Gattung charakteristi- 
schen Typen vorführen und ihn daran gewöhnen, beim Gebrauche 
derselben den regelmäfsigen Messungsfehlern Rechnung zu 
‘tragen, die Genauigkeit seiner Arbeit zu schätzen und die un- 
vermeidlichen Fehler nach strengen, oder wo dies nicht zweck- 
mälsig, nach einfacheren Regeln auszugleichen, die aber mit den 
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strengen Forderungen verglichen > werden. Zu gunsten einer 
genügend breiten Vortragsweise wurde der Stoff beschränkt. 
Wer seinen Leitfaden zu benutzen gelernt hat, wird denselben 
aus umfassenderen Werken einerseits, aus Monographien und 
wissenschaftlichen Zeitschriften andererseits zu ergänzen wissen. 
Obwohl mein Buch an Litteraturangaben nicht reich ist, wird der 
Leser aus ihnen doch den Eindruck gewinnen, dafs der Gegen- 
stand hier nicht erschöpft ist noch werden sollte. 

Zu den mathematischen Vorkenntnissen, deren Voraussetzung 
in geodätischen Lehrbüchern üblich ist, fügte ich die Elemente 
der Lehre von den Determinanten, weil durch sie die Formel- 
übersicht in der Ausgleichungsrechnung gefördert wird und weil 
die Annahme, dafs die Theorie der Determinanten, so weit hier 
nötig, bekannt sei, an unseren höheren Lehranstalten fast durch- 
weg zutrifft. Wo dies nicht der Fall, kann der Leser sein Be- 
dürfnis nach Belehrung in einer der kleinen Schriften über 
Determinanten *) reichlich befriedigen. 

Die Anwendung höherer Rechnungsarten überhaupt ist es, 
welche die Behandlung der Fehlertheorie und Ausgleichungs- 
rechnung im vorliegenden Buche von derjenigen in meinen 
kürzlich erschienenen Grundzügen der Ausgleichungsrechnung **) 
unterscheidet, während im ganzen derselbe Entwickelungsgang 
wie dort gewählt und selbst gleichlautende Beispiele mitunter 
nicht vermieden wurden. 

Ein Lehrbuch für Anfänger kann sich der Aufgabe nicht 
wohl entziehen, die wichtigeren Instrumente in klaren, plastischen 
Zeichnungen vorzuführen. In dieser Absicht sind die römisch 
bezifferten „Tafeln“ eingefügt. Sie stellen fast durchweg Instru- 
mente der geodätischen Sammlung an der technischen Hoch- 


*) J. Diekmann, Einleitung in die Lehre von den Determinanten und 
ihrer Anwendung auf dem Gebiete der niederen Mathematik. Zum Gebrauch 
an Gymnasien, Realschulen ete. Essen 1876. 

P, Mansion, Elemente der Theorie der Determinanten, mit vielen Übungs- 
aufgaben. Leipzig 1878. 

V. Sersawy, Fundamente der Determinantentheorie, zum Gebrauche für 
das erste Studium. Wien 1878. 

**) Grundzüge der Ausgleichungsrechnung, elementar entwickelt. Braun- 
schweig 1883, 


www.rcin.org.pl 


Vorwort. VII 


schule zu Aachen dar und wurden von Studierenden daselbst in 
den Jahren 1876/79 nach der Natur entworfen, jedoch mit Weg- 
lassungen und Zusätzen, wie es dem Lehrzweck zu entsprechen 
schien. Namentlich wurden überflüssige Justiervorrichtungen be- 
seitigt, da solche den Anfänger nur verwirren, auch den Wert 
der Instrumente eher beeinträchtigen als erhöhen. — Zu ein 
Fünftel etwa sind die „Tafeln“ Kopieen von Wandtafeln der 
Aachener geodätischen Sammlung. Ich bin dem Vorstande der- 
selben, Herrn Professor Helmert, für die Freundlichkeit, mit 
welcher er mir alle Hilfsmittel weitherzig zur Verfügung stellte, 
zum wärmsten Danke verpflichtet. f 

Abbildungen von Instrumenten, welche nicht als Tafeln be- 
zeichnet sind, wollen nur als Skizzen gelten, auch wenn sie sich 
ausnahmsweise auf Werkstattzeichnungen gründen, wie z. B. die 
Figuren auf S. 380 und 381. Die meisten dieser Bildchen sollen 
den Zusammenhang und die Bewegung der Instrumententeile 
blofs schematisch versinnlichen und sind von mir zum teil nur 
aus dem Gedächtnis entworfen. Die Stellung der Holzschnitte 
im Text soll es dem Leser möglichst ersparen, Figuren auf der 
Rückseite des Blattes zu suchen, das er liest, ohne dafs durch 
deren Wiederholung der Umfang des Buches über Gebühr ver- 
grössert würde. 

Der zweite Teil der praktischen Geometrie, die Höhen- 
messungen enthaltend, auf dessen Tafeln schon ab und zu ver- 
wiesen wird, kann voraussichtlich im Laufe des kommenden Jahres 
erscheinen. A 

Dafs sich in einem Buche, welches in Jahren langsam reifte, 
der wissenschaftliche Verkehr des Verfassers wiederspiegelt, ist 
begreiflich. Ich darf mit Dank so mancher wertvollen, mündlichen 
oder schriftlichen Mitteilung gedenken, welche meine Arbeit teils 
direkt, teils mittelbar förderte. 


Berlin, im Mai 1885. 


Ch. August Vogler. 
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GABINET u ATEMATYCZNY | 
Towarzystwa Naukowego Warszausklage 


EINLEITUNG. 


I. Aufgabe der Mefskunde. 


Das Wort Geometrie (yewueroi«), welches ursprünglich Feld- 

me/sunst bedeutete, hat seitdem einen allgemeineren Sinn als Lehre 
von den Raumgröfsen angenommen. An seine Stelle ist das Wort 
Geodäsie getreten, welches aber ebenfalls einen erweiterten Gebrauch 
erhalten hat, denn es bedeutete ursprünglich, wenn die Ableitung 
von yn und dai&o richtig ist, soviel als Land- oder Felderteilungs- 
lehre. Gegenwärtig verstehen wir unter Geodäsie das Gesamtgebiet 
der Vermessungskunde oder Me/skunde und betrachten als deren Auf- 
gabe die Ausmessung und Abbildung der Erdoberfläche und ihrer 
Teile, einschliefslich der Umbildungen, welche daran die Kunst 
des Menschen schafft. 
Handelt es sich dabei um die Bestimmung der Grundgestalt 
unseres Erdkörpers, so fällt diese Aufgabe der höheren Geodäsie zu, 
während die niedere Geodäsie oder praktische Geometrie sich mit der 
Ausnessung kleinerer Gebiete der Erdoberfläche beschäftigt. Es 
läfst sich jedoch keine scharfe Grenze zwischen diesen Unter- 
abtelungen der Mefskunde ziehen, und dies spiegelt sich in den 
Namen dafür wieder, wie denn die Worte „praktische Geometrie“ 
auch häufig zur Bezeichnung des Gesamtgebietes der Geodäsie ver- 
wendet werden. 


II. Mathematische Erdoberfläche und Erdsphäroid. 
Geographische Koordinaten. 


Die mathematische Erdoberfläche entsteht, wenn man sich die 
ruherd gedachte Meeresoberfläche unter dem Festlande hin, etwa 
durel Stollen und Kanäle, erweitert vorstellt; diese Erdoberfläche, 
Vogler, Praktische Geometrie. 1 
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das ideale Meeresniveau — denn in Wirklichkeit sind auch die 
sogenannten mittleren Meeresoberflächen keine Niveaus — kommt 


sehr nahe der Oberfläche eines Sphäroids gleich, welches aus der 
Umdrehung einer Ellipse um ihre kleine Achse hervorgeht. Die 
Lotlinie oder die Richtung der Erdschwere steht allenthalben senk- 
recht auf der mathematischen Erdoberfläche und stimmt daher sehr 
nahe mit den Normalen jenes Rotationsellipsoids überein. Der 
Körper, den die mathematische Erdoberfläche begrenzt, heifst nach 
Listing das Geoid. 

Die kleine Achse der erzeugenden Ellipse des Sphäroids fällt 
zugleich mit derjenigen Achse zusammen, um welche der tägliche 
Umschwung des Erdkörpers erfolgt. Ihre Endpunkte heifsen der 
nördliche und südliche Erdpol. Die Ebene, welche die grofse Achse 
der erzeugenden Ellipse beschreibt, schneidet das Erdsphäroid in 
einem Kreise, Aquator oder Gleicher genannt, weil er die Erdober- 
fläche symmetrisch teilt. Meridiane heifsen die elliptischen Schnitte 
des Erdsphäroids durch Ebenen, welche die Erdachse enthalten. 
Ebenen parallel zum Äquator schneiden das Sphäroid in den Pa- 
rallelkreisen. 

Die Koordinaten, durch welche die Lage irgend eines Punktes 
auf dem Sphäroid unzweideutig bestimmt wird, sind die geogra- 
phische Länge und Breite des Ortes. Bezeichnen wir irgend einen 
Meridian, z. B. den von Ferro oder von Greenwich als Anfangs- 
meridian, so ist die geographische Länge eines Ortes der Winkel, 
welchen der Ortsmeridian mit dem Anfangsmeridian bildet. Unter 
der geographischen Breite eines Ortes aber wird der Winkel ver- 
standen, welchen die Lotlinie des Ortes mit der Ebene des Äqua- 
tors einschliefst. 


II. Die Erdoberfläche als Ellipsoid, als Kugel und 
als Ebene aufgefafst. 


Wäre die Erde genau ein Sphäroid und seine Dimensionen be- 
kannt, so liefsen sich aus den geographischen Koordinaten von 
Punkten der Erdoberfläche deren Örter, gegenseitige Abstände etc. 
durch Konstruktion oder Rechnung ebenso genau finden. Nach 
Bessel sind die Dimensionen des Erdsphäroids: 


Länge der halben grofsen Achse. . . a = 6377397 m 
Länge der halben kleinen Achse . . . b = 6 356 079 m 
a—b _ 1 
Be. 
Diese Zahlen sind für sehr viele Fälle genau genug, würden 
aber mit weit gröfserer Sicherheit bestimmt sein, wenn die mathe- 


Gröfse der Abplattung . 
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matische Erdoberfläche in aller Strenge ellipsoidisch wäre In 
Wirklichkeit ist sie an vielen Stellen stärker oder schwächer gewölbt 
als ein Sphäroid es sein könnte, und so lange wir den Betrag dieser 
Abweichungen nicht kennen, können wir aus den geographischen 
Koordinaten von Erdörtern weder durch Konstruktion, noch Rech- 
nung deren Lage genau wiedergeben. Indem wir gleichwohl die 
wahren geographischen Koordinaten auf das Sphäroid übertragen, 
bekommen wir eine Abbildung der mathematischen Erdoberfläche, 
welche zwar übersichtlich, aber nur annähernd richtig ist. 

Noch übersichtlicher, freilich noch weniger ähnlich der wahren 
Erdgestalt, wird die Abbildung auf einer Kugel, an welcher wir 
irgend einen Durchmesser als Achse und den darauf normalen 
gröfsten Kreis als Äquator bezeichnet, und einen der Meridiane, 
welche hier Kreise sind, als Anfangsmeridian gewählt haben. 
Immer unter der Annahme, dafs die Lotlinien durch Normalen zur 
Oberfläche wiederzugeben sind, werden sie nun Kugelradien, und 
die geographischen Koordinaten lassen sich durch Bogen von 
gröfsten Kreisen der Kugel messen. Es entsteht so das Bild der 
Erdoberfläche, welches unsere Erdgloben zeigen. Die Breiten- 
grade auf ihnen sind von gleicher Länge, während sie auf dem 
Sphäroid gegen die Pole hin notwendig wachsen müssen. Wählt 
man den Kugelradius so grofs als den wahren mittleren Krüm- 
mungsradius an irgend einer Stelle der mathematischen Erdober- 
fläche, so weicht das Bild der nächsten Umgebung jener Stelle, 
entworfen auf der Kugel, nur unerheblich von der wahren Gestalt 
ab und man pflegt daher bei kleinen Teilen der Erdoberfläche der 
Darstellung und Berechnung eine Kugelfläche von entsprechend 
gewähltem Radius zu Grunde zu legen. í 
Sehr kleine Teile der mathematischen Erdoberfläche von nur 
wenigen Quadratmeilen Inhalt kann man selbst als eben betrachten, 
obschon es wirkliche Ebenen auf dem Geoid nicht giebt, noch 
geben kann, ebensowenig als, aus physikalischen Gründen, konkave 
Begrenzungsflächen der mathematischen Erdgestalt denkbar sind. 
Die grölsten Kreise der Kugel, Aquator und Meridiane, sowie die 
Parallelkreise, strecken sich nun zu geraden Linien aus, welche auf- 
einander senkrecht stehen. Vorausgesetzt, dafs man das Verhältnis 
der Dimensionen für Breiten- und Längengrade richtig wählt, kann 
durch Auftrag der geographischen Koordinaten ein Bild der mathe- 
matischen Erdoberfläche entstehen, aus welchem die wahren Dimen- 
sionen der Abstände von Punkten etc. sehr nahe richtig entnommen 
werden können. Deshalb erfolgt sowohl die Aufnahme als die Ab- 
bildung kleiner Gebiete so, als ob die Erdlote auf denselben allent- 
halben einander parallel wären. 

Je nachdem man der Aufnahme, Berechnung und Darstellung 
1* 
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von Teilen der mathematischen Erdfläche ein Sphäroid, eine Kugel 
oder eine Ebene zu Grunde legt, kann man (nach Jordan) sphäroi- 
dische, sphärische und ebene Geodäsie unterscheiden, von denen die 
erstere der höheren, die letztere der niederen Geodäsie zufällt, wäh- 
rend der Sprachgebrauch die Zugehörigkeit der sphärischen Geo- 
däsie unentschieden läfst. 


IV. Geodätische Linien. 


Zieht man auf der mathematischen Erdoberfläche die kürzeste 
Verbindungslinie zweier Punkte, so erhält man eine geodätische 
Linie. Je nach der Vorstellung von der Gestalt der Erde, welche 
wir einer Aufnahme zu Grunde legen, ist die geodätische Linie eine 
Gerade auf der Ebene, oder ein gröfster Kreisbogen auf der Kugel, 

Fig. 1. oder eine doppelt gekrümmte 
Kurve auf dem Sphäroid und 
auf der wahren Niveaufläche in 
Meereshöhe. Solange die Ab- 
bildung eines Teiles der Erd- 
oberfläche ohne merkbare Ver- 
zerrung auf einer Ebene oder 
Kugel erfolgen kann, dürfen 
wir auch die Aufnahme der 
geodätischen Linien nach Lage 
und Länge so vornehmen, als 
wenn sie auf einer Ebene oder 
Kugel lägen. 

Geodätische Linien lassen 
sich auf der unregelmäfsigen 
Aufsenfläche des Erdkörpers 
nicht sichtbar machen, wir begnügen uns daher, Punkte derselben 
zu bezeichnen durch die Erdlote, in welchen sie liegen. Die Achsen 
lotrechter Stäbe oder Säulen, die vertikalen Drehachsen von Be- 
leuchtungsspiegeln und dergleichen bezeichnen uns in ihrer Ver- 
längerung Punkte der mathematischen Erdoberfläche. 

Der gewöhnliche Sprachgebrauch überträgt das Wort Punkt 
auch wohl auf das Signal des Punktes, das Wort Linie auf die 
Fläche, welche alle Lote der bezeichneten geodätischen Linie enthält 
und bei Aufnahme der häufigsten Art nahe genug eine Vertikal- 
ebene ist. Einen Punkt in eine Gerade einschalten heifst, solange 
die mathematische Erdoberfläche als Kugelfläche betrachtet werden 
kann, die Achse eines Punktsignals in die Ebene eines gröfsten 
Kreises bringen, welcher durch zwei andere Punktsignale bereits 
festgelegt ist. 
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V. Erde und Himmelskugel. 


Um den Erdmittelpunkt als Centrum können wir uns mit be- 
liebig grofsem Radius eine Kugel beschrieben denken, und die 
scheinbare Bewegung der Gestirne in die Oberfläche dieser Kugel, 
der Himmelskugel, verlegen. Um die Weltachse, die Verlängerung 
der Erdachse, findet die scheinbare tägliche Umwälzung der 
Himmelskugel statt und die Schnittpunkte N und S der Welt- 
achse (Fig. 1) mit derselben heifsen der nördliche und südliche 
Welt- oder Himmelspol. In Europa sehen wir nur den nördlichen N, 
von welchem der letzte helle Stern im Schwanz des kleinen Bären, 
der Polarstern (polaris, œ ursac minoris) um 11/, Grad entfernt ist. 

Der gröfste Kreis 4”A'w der Himmelskugel, dessen Ebene 
senkrecht zur Weltachse steht und den Erdäquator enthält, heifst 
Himmelsäquator. 

Das Erdlot eines Ortes, nach aufsen verlängert, trifft die 
Himmelskugel in einem Punkte, dem Zenith Z des Ortes. Der Nadir 
ist das andere Ende Z’ des zugehörigen Kugeldurchmessers. Der 
grölste ixreis, welcher auf diesem Durchmesser senkrecht steht, ist der 
wahr. astronomische Horizont swne. Der scheinbare Horizont s’w'n’e’ 
eines Punktes auf oder über der mathematischen Erdoberfläche ist 
cine Ebene, welche diesen Punkt enthält und ebenfalls senkrecht 
auf dem Erdlote steht, also parallel zum wahren astronomischen 
Horizont liegt. (In der Geodäsie versteht man unter wahrem Hori- 
- ont eines Punktes zuweilen eine Fläche, welche den Punkt enthält 
und sich nach denselben hydrostatischen Gesetzen bilden würde wie 
die mathematische Erdhülle, also eine Niveaufliche. Man bedient 
sich, um Irrtum zu vermeiden, besser des letzteren Wortes.) 

Der Himmelsmeridian ZAS... ist ein gröfster Kreis, welcher 
den Zenith mit den Polen verbindet. Alle gröfsten Kreise über- 
haupt, welche den Zenith enthalten, heifsen Vertikalkreise, auch 
kürzer Vertikale, ihre Ebenen Vertikalebenen. Davon steht der 
sogenannte erste Vertikal ZeZ'w senkrecht zum Meridian. Sein 
Schnitt mit dem wahren astronomischen Horizont bestimmt den 
Ost- und Westpunkt (e, w), während der wahre Horizont von dem 
Meridian im Nord- und Südpunkt (n, s) geschnitten wird. Die 
Schnitte der entsprechenden Vertikalebenen mit dem scheinbaren 
Horizont bestimmen auf ihm die Nord-Süd- und Ost-W est-Richtung. 
Winkel zwischen zwei Vertikalen, im Horizont gemessen, werden 
Horizontalwinkel genannt. Der Winkel, den irgend ein Vertikal- 
kreis mit dem Meridian bildet, heilst das Azimut des Vertikals; es 
wird jetzt allgemein entweder von Süden über West nach Norden 
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oder von Norden über Ost nach Süden, also in gleichem Drehungs- 
sinne gezählt. 

Unter Zenithdistanz eines Gestirns versteht man dessen Bogen- 
abstand vom Zenith, auf der Himmelskugel gemessen; unter Höhe 
des Gestirns das Komplement seiner Zenithdistanz. Zum Unter- 
schied davon hat man die Winkel, welche eine Gerade vom Orte des 
Beobachters zu dem Gestirn mit dem Erdlot des Ortes einerseits 
und dem scheinbaren Horizont andererseits bildet, als scheinbare 
Zenithdistanz und Höhe zu bezeichnen. Je nachdem die letztere über 
oder unter dem scheinbaren Horizont liegt, wird sie als positiv oder 
negativ gerechnet. Die scheinbare Höhe ist von der wahren um 
die sogenannte Höhenparallaxe verschieden. Die (wahre) Pol- 
höhe Nn eines Ortes ist seiner geographischen Breite AZ gleich. 
Bei irdischen Zielen wird der Winkel, welcher der scheinbaren 
Höhe entspricht, als Höhenwinkel oder Vertikalwinkel, sein Komple- 
ment als Zenithwinkel oder Zenithdistanz schlechtweg bezeichnet. 


VI. Geographische Ortsbestimmung. Orientierung. 


Die scheinbaren Bahnen der Fixsterne am Himmelsgewölbe 
sind Parallelkreise; der Augenblick, wo ein Stern sich im Meridian 
befindet, heifst seine Kulmination. Von den sogenannten Cirküm- 
polarsternen sind täglich zwei Kulminationen sichtbar, eine obere 
und eine untere. Das arithmetische Mittel der Höhen, in welchen 
die obere und die untere Kulmination eines Cirkumpolarsternes 
erfolgen, giebt die Polhöhe des Ortes. 

Die Umwälzung der Erde um ihre Achse erfolgt völlig gleich- 
mälsig, die Zeit von Kulmination zu Kulmination eines Fixsternes 
ist darum konstant. Sie wird in 24 Stunden (Sternzeit) geteilt. 
Während 24 Stunden geht ein Gestirn (zweimal) durch sämtliche 
Meridiane der Erde, und die Zeit, welche nach der Kulmination im 
Anfangsmeridian verrinnt, bis es in einem anderen Meridian kul- 
miniert, ist der geographischen Länge dieses letzteren proportional. 
So beträgt diese Zeit unterm 15. Längengrad eine Stunde und 
ebensoviel Zeit verweilt der Stern zwischen den Meridianen je 
zweier Orte, welche um 15 Längengrade auseinander liegen. | Die 
Zeit zwischen den Durchgängen eines Sternes durch zwei Meridiane 
ist also ein Mafs für die Längendifferenz aller Orte unter diesen 
Meridianen. Stunden, Zeitminuten und Sekunden werden durch 
Multiplikation mit 15 in Längengrade, Minuten und Sekunden ver- 
wandelt (weil 15 x 24* — 360°), Zeitminuten sind mit 4 zu divi- 
dieren, um Bogengrade, oder mit 15 zu multiplizieren, um Bogen- 
minuten der Längendifferenz zu geben. In den meisten Tafelwerken 
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finden sich Tabellen zur Verwandlung von Bogen in Zeit und um- 
gekehrt. Die Längendifferenz von 39° 16’ 27,9’ kann auch ge- 
schrieben werden 2" 37” 5,86%, wobei die Zeichen h (hora), m und s 
Stunden, Zeitminuten und Sekunden bedeuten. 


Die Ortszeit wird von der Kulmination eines Punktes der 
Himmelskugel, des Frühlingspunktes, an gezählt, ist also an zwei 
Oren um deren Längendifferenz verschieden. Aus dem Vergleich 
ritig gehender Uhren beider Orte ist demnach ihre Längendiffe- 
rerz einfach zu entnehmen. Da aber ein unmittelbarer Vergleich 
der Uhren nicht immer zuverlässig ist, so zieht man den mittelbaren 
miitels elektrischer Signale oder gemeinsam beobachteter Himmels- 
erscheinungen vor, z. B. Sternbedeckungen durch den Mond, Ver- 
finsterung der Jupitertrabanten. Der Durchgang des Frühlings- 
purktes durch den Ortsmeridian läfst sich zwar nicht unmittelbar 
beebachten, aber mittelbar bestimmen aus der Kulmination von 
Fissternen, von denen die Rektascension, d. h. die Zeit bekannt ist, 
um welche sie später kulminieren als der Frühlingspunkt. 


Aus dem Vorigen folgt, dafs von einem Orte sowohl die geo- 
grsphische Breite als auch die Länge durch Beobachtung bestimmt 
werden kann, wenn die Länge eines zweiten Ortes bekannt und ein 
Uhrvergleich zwischen beiden möglich ist. Man falst diese beiden 
M&sungen unter dem Namen der geographischen Ortsbestimmung 
zusammen. 


Wenn auf irgend einem Abbilde von einem Teile der Erdober- 
fläche zwei Punkte durch ihre geographischen Koordinaten bestimmt 
sinl, so kann über die geographische Lage des abgebildeten Teiles 
keii Zweifel mehr bestehen. Enthält das Abbild aber nur einen 
Punkt, dessen Koordinaten bekannt sind, so mufs zur unmittelbaren 
Oröntierung des Bildes, d.h. um es in die richtige Lage auf dem 
Glcbus versetzen zu können, für jenen Punkt noch die Mittagslinie 
ode: der Meridianschnitt bekannt sein. Es genügt dazu die Kennt- 
nis des Azimuts für irgend einen Vertikalkreis des gegebenen 
Puiktes, dessen Ebene einen zweiten auf der Bildfläche vorhandenen 
Puikt enthält. Zur geographischen Ortsbestimmung gehören also 
aucı Azimutalmessungen. Man visiert nach einem Cirkumpolarstern 
in lessen beiden gröfsten Entfernungen vom Meridian und mifst 
den Winkel zwischen dem Vertikal, dessen Azimut gesucht wird, 
und den beiden Vertikalen, welche die Visierlinien nach dem Stern 
entlalten. Das arithmetische Mittel der zwei gemessenen Winkel 
gielt die positive oder negative Ergänzung des Azimuts zu 180°, 
wem die Azimute von Süden aus gezählt werden, und das Azimut 
sellst, wenn der Anfangspunkt der Zählung im Norden gewählt 
wurle. 
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VI. Meereshöhe, Höhe über einem Normalniveau. 


Ein Punkt der physischen Erdoberfläche wird durch seine geo- 
graphischen Koordinaten noch nicht vollständig bestimmt. Dieselben 
geographischen Koordinaten kommen noch anderen Punkten zu, 
welche der mathematischen Erdoberfläche (dem Meeresniveau) näher 
oder ferner liegen als jener erste. Die vollständige Angabe der 
Lage eines Punktes enthält Jaher auch dessen Abstand von der 
mathematischen Erdoberlläche, die (positive oder negative) Meeres- 
höhe, auch Seehöhe genannt. Von zwei Punkten aufserhalb des 
Geoids kommt dem die grölsere S»chöhe zu, welcher von dem 
Meeresniveau den gröfseren Abstand hat; die Differenz ihrer See- 
höhen wird kurz als ihr Höhenunterschied bezeichnet. 

Wenn nun auch hiermit der Begriff der Meereshöhe vollkommen 
scharf definiert ist, so fehlt uns doch jede Handhabe, eine solche 
Meereshöhe für irgend einen physischen Punkt der Erde wirklich 
anzugeben. Wohl können wir uns alle Meere ruhend denken und 
ihre Oberfläche, welche dann ein Niveau sein wird, zur mathemati- 
schen Erdoberfläche oder zum Geoid erweitern. Aber noch können 
wir an keiner Stelle der Meeresküste die Lage dieses Niveaus such 
nur entfernt so genau ermitteln, als wir Höhenunterschiede zu messen 
im stande sind. Da es sich für uns hier aber nur um eine Au 
gangsfläche für Höhenangaben handelt, so kann das Meeresnivenu 
durch irgend ein anderes ersetzt werden, für welches ein oder 
mehrere Punkte auf der physischen Erdoberfläche festgelegt werden 
können. So galt vordem in Westdeutschland und gilt noch in 
Holland ein Niveau als Ausgangsfläche für Höhenangaben, welches 
den Nullpunkt des Amsterdamer Pegels enthält, im Osten Deutsch- 
lands ein anderes, in welches der Nullpunkt des Pegels zu Swine- 
münde fällt. Seit 1879 ist für alle Höhenangaben in Deutschland 
ein gemeinsames Ausgangsniveau dadurch festgelegt worden, dafs 
man in einem gemauerten Pfeiler des Passageinstrumentes der Ber- 
liner Sternwarte eine Marke (Normalhöhenpunkt) auf so dauernde 
Art als möglich anbrachte und bestimmte, dieselbe solle von jenem 
Niveau, dem Normal-Nullniveau, einen Abstand von + 37 m haben. 
Andere Höhenmarken, deren Abstand vom Normal-Nullniveau scharf 
gemessen worden ist, finden sich über ganz Deutschland zerstreut 
vor. Durch Anschlufsmessungen können beliebige neue Punkte auf 
der ganzen Oberfläche Deutschlands ihrer Höhenlage nach unter 
sich vergleichbar werden. Abstände vom Normal-Nullniveau sollen 
RN positive 


. Höhen über Normal-Null bezeichnet werden, wenn die 
negative 
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aufserhalb 
innerhalb 
nen Raumes liegen. In abgekürzter Schreibart werden solche Ab- 
stände als 


betreffenden Punkte des von jenem Niveau umschlosse- 


Höhen über N. N. ° 


bezeichnet. Sie sind von den Höhen über dem Niveau des Amster- 
damer Pegels (Höhen über A. P.) nur um wenige Centimeter ver- 
schieden 1). 

Es stände th’ „retisch betrachtet nichts im Wege, ein Ausgangs- 
niveau der Höhenangsben für ganz Europa, ja für alles Land der Erde 
zu wählen; wonn es nicht so schwierig wäre, den Höhenunterschied 
zweier auf getrennten Kontinenten gelegener Punkte mit einiger 
Sicherheit zu bestimmen. Die mittlere Oberfläche des Meeres dient 
für solche Punkte als einzige Grundlage des Vergleichs, und wir 
wissen bestimmt, dafs diese Fläche im allgemeinen kein Niveau 
ist. . Höhen über der mittleren Meeresfläche verschiedener Küsten 
sind daher in Strenge nicht miteinander vergleichbar, obwohl die 
Geographie sich ihrer zum Vergleich der Gebirgserhebungen der 
ganzen Erde bedient und notgedrungen bedienen mufs. 

Reell definiert ist ein Punkt der physischen Erdoberfläche dann, 
uenn aufser seiner geographischen Länge und Breite noch seine 
Höhe und dazu das Ausgangsniveau angegeben ist, auf welches die 
letztere durch Messung bezogen wurde, wobei dasfelbe als wieder 
auffindbar vorausgesetzt wird. Die Definition eines Punktes durch 
Länge, Breite und Meereshöhe ist zwar ebenfalls unzweideutig, aber 
nur für die Vorstellung. 


VIII. Niveauabstände. 


Die Mechanik charakterisiert Niveaus als Flächen, auf welchen 
die Richtung der Schwere allenthalben normal steht, und es ist 
wohl eine der ältesten Erfahrungen, dafs der Faden eines Lotes 
und sein Spiegelbild im stillstehenden Wasser oder Quecksilber 
sich gegenseitig verlängern. Andererseits lehrt die Mechanik, dafs 
Niveaus innerhalb ruhender Flüssigkeiten diejenigen Flächen sind, 
für welche der Druck auf die Flächeneinheit konstant ist. Auch 
hierfür liegen zahlreiche alte Erfahrungen vor, wie die gleichmälsige 
Höhe einer Ölschicht über dem Spiegel ruhenden Wassers; die Rück- 
kehr der Oberflächen kommunizierender Quecksilbersäulen in ihr 
altes Niveau, wenn über denselben andere Flüssigkeiten aufgegossen 


1) Vergl. die Publikation der preufs. Landesaufnahme, „Der Normal- 
höhenpunkt für das Königreich Preufsen“, Berlin 1879, und Jordan’s Bericht 
darüber in der Zeitschrift f. Verm. IX, 1880, S. 1 bis 16, 
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wurden und zwar in solcher Menge, dafs das Produkt aus der Höhe 
der Schicht in das spezifische Gewicht der Aufgufsflüssigkeit überal 
dasfelbe ist. 

Stellen wir uns das Meer in der Gleichgewichtslage vor und 
von einer Ölschicht bedeckt, so wird diese von zwei Niveaus bée- 
grenzt, welche allenthalben gleichen Abstand voneinander hätten, 
wenn die Schwere an der mathematischen Erdoberfläche konstant 
wäre, Bekanntlich nimmt jedoch die Beschleunigung g der Schwere 
vom Äquator nach den Polen zu, und in denselben Verhältnis auch 
der Druck einer Ölschicht von der Höhe k auf die Flächeneinheit 
ihrer Basis. Damit dieser Druck konstant sei, müssen demnach die 
Schichthöhen umgekehrt proportional der Beschleunigung der 
Schwere wachsen, d. h. vom Äquator nach den Polen abnehmen, 
derart dafs das Produkt 


REIHE TER ar, Aut 
konstant wird. 


Diese Betrachtung lehrt, dafs die Niveauflächen der Erde, 
einerlei ob sie Flüssigkeiten begrenzen oder nicht, ungleiche Ab- 
stände voneinander haben, dafs demnach Punkte von gleicher 
Meereshöhe im allgemeinen nicht auch einem und demselben Niveau 
angehören. Übrigens ist die Ungleichheit der Niveauabständ» 
gering genug, um -in der technischen Praxis häufig ohne Nachteil 
vernachlässigt zu werden. Dies läfst sich schon aus der Betrachtung 
zweier Niveaus schätzen, welche in 45° Breite um 10,198 m von- 
einander abstehen und von denen das untere das Meeresniveau sein 
möge. Wir dürfen die Schwere von der Basis bis zur Oberfläche 
der so eingeschlossenen Schichte als unverändert betrachten, sie 
daher nach der Formel berechnen, welche im Meeresniveau (nach 
Beobachtungen der Länge des Sekundenpendels) gilt: 


9 = 9,806 (1 — 0,00257 00529). » » . . (2) 
worin @ die geographische Breite. Hieraus findet sich die Schwere 
unterm Äquator. . . . m» = 9781 
unter Aol . ... 2. wa a 0 
unterm Pol... 4 Si. ee il 


Nun ist, wenn wir die Niveauabstände h entsprechend beziffern: 


Joho = Ahı = gaħa = 100, 
woraus folgt: 
h, = 10,224 m, ha = 10,172 m. 


Die Meereshöhe des oberen Niveaus sinkt hiernach vom Äquator 
bis zum Pol um 5 cm. 
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IX. Abnahme der Schwere mit der Höhe. 


Wäre die Erde eine homogene oder koncentrisch geschichtete 
Kugel, so würde die Anziehung auf aufserhalb gelegene Punkte 
bekanntlich mit dem Quadrat der Entfernung vom Kugelcentrum 
abnehmen. Man hätte 
A ia A 
aak e i. 
wean man unter 9, und rọ Beschleunigung der Schwere und Erd® 
radius an der Erdoberfläche, unter g und r Schwere am äufseren 
Puikte und Entfernung desfelben vom Centrum versteht. Wenn 
r =r + h und k gegen r klein ist, so folgt durch Ausführung 
der angedeuteten Division rf : r? mit geringer Vernachlässigung: 
RE EN 
To 

Mit genügender Annäherung gilt dieser Ausdruck auch für die 
Beshleunigung der Schwere an Punkten über dem Geoid, abge- 
sehn von einer Verbesserung, welche wir später für Punkte auf 
derOberfläche plateauartiger Erhöhungen an ihm anbringen werden. 
Für Punkte im Innern der Erdrinde, in Schachten und Stollen, ist 
der Ausdruck ungültig. 

Setzen wir in (3) für 9, den Wert der Erdschwere im Meeres- 
niveau gemäfs (2) ein, so vereinigen sich beide Formeln zu: 

g = 9,806 (1 — 0,00257 c0s2 p) (1 pi = (4) 
0 
worn wir für r, die Mittelzahl 6370000 m einführen dürfen. 

Nach dem Vorstehenden ist es klar, dafs eine Flüssigkeitssäule 
von der Höhe h, solange h konstant ist, nicht in allen Meereshöhen 
den gleichen Druck ausübt, sondern nur dann, wenn %4 die Gleichung 
(1) erfüllt. Danach mufs h mit wachsender Seehöhe zunehmen. 
Eine Quecksilbersäule von 760 mm übt am Meeresspiegel denselben 
Dru:k auf die Flächeneinheit aus, wie eine andere von 760,48 mm 


in 200 m Höhe über dem Meere. 


X. Arbeitshöhen. 


Auf Flächen von konstanter Seehöhe würde das Wasser, wenn 
auch nur mit sehr geringem Gefälle, von den Polen zum Äquator 
abfliefsen; für technische Anlagen hat also die Kenntnis der See- 
höher irdischer Punkte streng genommen nur geringes Interesse, 
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während man zu wissen wünscht, welche Punkte einem und dem- 
selben Niveau angehören und welche nicht. Ebenso hat der 
Höhenunterschied zweier gegebenen Punkte der physischen Erd- 
oberfläche geringeres Interesse, als eine Zahl, welche dem Druck 
proportional ist, den eine Schicht von gegebener Flüssigkeit 
zwischen den Niveaus beider Punkte auf die Flächeneinheit des 
unteren Niveaus ausüben würde. Denu dieser Druck ist bei tech- 
nischen Anlagen, z. B. von Wasserleitungen, mafsgebend, wäh- 
rend nach dem Unterschied der Seehöhen des Ausgangs- und End- 
punktes nicht gefragt wird. 


ə Wir sahen soeben, dafs Flüssigkeitssüulen, für welche gh = 4’ 
konstant ist, allenthalben denselben Druck auf die Flächeneinheit 
der Unterlage ergeben; eine Säule, für welche gh = A den doppel- 
ten, den nfachen Wert von A’ hat, wird demnach den zwei-, 


den nfachen Druck auf die Flächeneinheit ihres unteren Niveaus 
ausüben, denn sie läfst sich aus zwei, aus n Säulen der ersten Art 
zusammengefügt denken, von denen jede mit demselben Kinheits- 
druck wie jene erste auf ihrer unteren Grenzfläche lastet und zu- 
gleich auf diese den Druck überträgt, den die Quadrateinheit ihrer 
Oberfläche erleidet. Die Zahlen A = gh sind es also, welche die 
gewünschte Eigenschaft haben. Dieselbe Eigenschaft kommt often 
bar auch den Zahlen 


| c = = gi (5) 
Ja Ja 

zu, wenn man unter ga die Beschleunigung der Schwere für einen 

gegebenen Ort, z. B. für den Äquator in Meereshöhe, also jedenfalls 

eine konstante Grölse, versteht. 

Man kann die Zahlen ha, die nur um kleine Beträge von den 
Höhenunterschieden A abweichen, als Arbeitshöhen bezeichnen, im 
übrigen aber mit ihnen wie mit Unterschieden der Seehöhen rech- 
nen. Alle Punkte von der Arbeitshöhe ha über dem Niveau eines 
gegebenen Punktes liegen wieder in einem Niveau. 

Der gewählte Name rechtfertigt sich wie folgt. Da auf einem 
Niveau die Richtungen der Erdschwere normal stehen, so wird bei 
der Bewegung eines materiellen Punktes in dem Niveau weder 
nach oben, noch abwärts auch nur der kleinste Weg zurückgelegt, 
mechanische Arbeit also weder erfordert noch geleistet. Die Arbeit 
beim Übergange des materiellen Punktes von einem Niveau auf ein 
anderes ist unabhängig von dem Orte des Überganges. Denn für 
gleiche Massen ist die mechanische Arbeit proportional dem Pro- 
dukt aus dem Wege, im Sinne der Lotrichtung, in die Beschleuni- 
gung der Schwere, also proportional dem Produkt gh = A, und 
zwischen zwei gegebenen Niveaus bleibt A eine Konstante. Die 
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Zahlen A und gemäfs (5) auch die Gröfsen Ha sind somit direkt pro- 
portional der mechanischen Arbeit, welche von einer gegebenen 
Masse (z. B. der Masseneinheit) erfordert oder geleistet wird, indem 
sie sich von einem Punkte zu einem anderen um h höher gelegenen 
oder umgekehrt bewegt, wenn g auf ihrem Wege die Beschleunigung 
der Schwere ist. 

Kann zwischen den beiden Punkten, zwischen denen h, die 
Arbeitshöhe bezeichnet, die Beschleunigung der Schwere nicht mehr 
als konstant betrachtet werden, so dürfen wir mit genügender An- 
näherung das arithmetische Mittel der Beschleunigungen am unteren 
und oberen Punkte in (5) einführen. Wir greifen zu dieser Aus- 
kunft, wenn es sich darum handelt, Unterschiede von Seehöhen in 
Arbeitsböhen zu verwandeln und umgekehrt. Für ersteren, Fall 
folgt aus (5) und (4), wenn hier die Seehöhen mit H, und H, be- 
zeichnet werden: 


he ana (1 — 0,00257 cos 2 p) (1 —— 


a 


H, + H, 

i ih (6) 
Yo 

und wenn ga die Beschleunigung der Schwere im Meeresniveau unter 

45° Breite bedeuten soll und für rọ sein Wert eingesetzt wird: 


AET ay ; 


= (1 — 0,0025 2 R Laien 
hu (1 — 0,00257 cos 2 p) (1 6370000 


(7) 
Aus (6) folgt durch Umkehrung: 


MF... 2 9 
ki 5.806 (1 + 0,00257 cos 2 g) (1 + (8) 


worein man für H, und H, unbedenklich die entsprechenden Arbeits- 
höhen einführen darf. 

Wenn auch die Differenz h — ha in vielen Fällen, Bei geringen 
Höhenunterschieden ganz und gar, vernachlässigt werden darf, so 
muls sich der Geodät doch des Unterschiedes beider Gröfsen bewulst 
sein und sie nötigenfalls auseinander ableiten können. 


H, + a) h 
To i 


XI. Krümmung der Lotlinien. 


Im Vorstehenden hat sich gezeigt, dafs Niveauflächen nicht 
parallel sind. Daraus folgt unmittelbar, dafs die Lotlinien, als 
normale Trajektorien der Niveaus aufgefafst, Kurven sein müssen. 
Die’ Lote oder Richtungen der Erdschwere sind Tangenten jener 
Kurven. Käme dem Geoid die Gestalt eines Rotationsellipsoids in 
Strenge zu, so würden die Lotlinien unterm Äquator und an den 
Polen Gerade sein, an allen anderen Stellen flache Kurven, welche 
ganz in der Ebene des Meridians liegen und die konkave Seite 
dem Pole zuwenden. Für das Geoid werden alle Lotlinien im 
allgemeinen als Kurven doppelter Krümmung vorauszusetzen sein, 
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Während für höhere und tiefere Punkte einer Lotlinie des Ellip- 
soids nur die geographische Breite wechselt, ist für solche des Geoids 
zugleich eine Veränderung der geographischen Länge zu erwarten, 
Jedoch kommen Neigungen der 
Lotlinie gegen die Tangente 
ihres Fufspunktes im Meeres- 
niveau um mehr als eine Se- 
kunde wohl kaum irgendwo 
auf der physischen Erdober- 
fläche vor. Für das Ellipsoid 
berechnet sich das Wachstum 
œ der geographischen Breite 
mit der Höhe wie folgt. 

Der Winkel œ, den zwei 
Niveaus (Fig. 2) im Meridian- 
schnitt miteinander bilden, ist 
dem Winkel gleich, den zwei 
‘Sehnen zwischen unendlich 
nahen Loten einschliefsen. Sind 
h und k + Ah die Längen der letzteren, ihr Abstand im Meeres- 
spiegel gleich r I, unter r den Erdradius verstanden, so wird, je 
kleiner Sp, um so genauer: 


Fig. 2. 


Ih 

RE 
Nun besteht gemäfs (5) und (2) genau genug für alle A zwischen 
beiden Niveaus die Gleichung: 


A 


tga = 


4 | p y xg 9,806 (1 + 0,00257 cos 2 ọ), 
woraus zum Einführen in (9) hervorgeht: 
dh 0,00514 ,_, Y __ 0,00514 sin2ọ 
m T Amna daher: tga = 9,806 = aa 


Will man « in Sekunden ausdrücken, so gilt für kleine Winkel die 
>. +i . 

Proportion: tga : tgl" =a: 1" 

und da tg 1” = 1 : 206265, so folgt: 


0,00514 sin2 g 

Ba A Sekunden. 

Setzen wir noch für A den mittleren Wert 9,806% ein und für r 
den oben angenommenen Mittelwert, so wird schliefslich (unter 
Weglassung des lege 


œ = — 206265 - 


= sin2@ Sekunden . -. . . . (10) 
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Nach dieser (von Helmert abgeleiteten) Formel kann «& bei 
3000 m Höhe 0,5” noch nicht überschreiten. Wenn wir also an- 
nehmen, dafs die Lotrichtungen, welche an Punkten der physischen 
Erdoberfläche wahrzunehmen sind, auch den Punkten im Meeres- 
spiegel von derselben geographischen Lage angehören, so begehen 
wir damit Fehler, die allem Vermuten nach nur bei den schärfsten 
Arbeiten der höheren Geodäsie von Belang sein können. Wir 
werden also, wo nicht das Gegenteil erwähnt wird, von Erdloten 
wie von Geraden sprechen, vorkommenden Falles aber dennoch 
darauf Rücksicht nehmen, dafs die Niveaus nicht parallel sind oder, 
was dasfelbe ist, dafs Niveauflächen keine konstante Seehöhe haben. 

Der Stoff vorstehender Erörterungen findet sich bearbeitet in ` 
Wand, die Prinzipien der mathematischen Physik und die Potential- 
theorie, Leipzig 1871, S. 130; Helmert, Aufsatz über den 
Schlufsfehler der Nivellementspolygone, Astronomische Nach- 
richten 1873, Nr. 1939; Bruns, Figur der Erde, Berlin 1878; 
Helmert, Theorien der höheren Geodäsie, I, Leipzig 1880, Ka- 
pitel 1 und 2; Jordan, Handbuch der Vermessungskunde, Stutt- 
gart 1877 und 1878; Helmert, Einflufs der Lotablenkung bei 
einem Gebirgsrücken auf die Ergebnisse geometrischer Nivellements, 
Zeitschr. f. Verm. XI, 1882, Heft 9, S. 233; zum Teil auch in des 
Verfassers „Ziele und Hilfsmittel geometrischer Präzisionsnivelle- 
ments“, München 1873, §§. 1 und 4; der Vorschlag, bei barometri- 
schen Nivellements nach „Arbeitshöhen“* zu rechnen, wurde in der 
Erklärung zu des Verfassers graphischen Barometertafeln, entworfen 
von Hugo Feld, Braunschweig 1830, gemacht, und das gewählte 
Wort soll einstweilen hier beibehalten werden, um die definierten 
Begriffe auch äufserlich zu scheiden. 


XI. Das Metermafs. 


Zur Bestimmung der geographischen Koordinaten dient blofse 
Winkel- und Zeitmessung. Zur Messung geodätischer Linien, Höhen 
und anderer terrestrischer Dimensionen bedürfen wir aufser dem 
Winkel- auch ein Längenmafs, und, um die gemessenen Längen mit- 
einander vergleichen zu können, eine gemeinsame Längeneinbheit. 

Eine solche ist der Wissenschaft durch das Meter gegeben. Das 
Verdienst, sie gegenüber der Unzahl früherer Längeneinheiten ge- 
schaffen zu haben, erwarben sich die Franzosen zu Ende des vorigen 
Jahrhunderts. Die französische Nationalversammlung beschlofs 
1794 auf den Antrag der Pariser Akademie, ein neues Mafssystem 
einzuführen, welches sich durch folgende Eigenschaften zum Ge- 
brauche in Wissenschaft und Leben gleichmäfsig empfehlen sollte: 
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a. Anschlufs an ein von der Natur gegebenes, unveränderliches 
Längenmals, wodurch ein Verlust der Mafseinheit unmöglich würde. 

b. Konsequente Unterteilung der Einheiten nach dem Zehner- 
system, wodurch alle Rechnungen mit Malsen auf solche mit deka- 
dischen Zahlen zurückgeführt werden. 

c. Einfache Verbindung der Einheiten für Flächen-, Körper- 
und Kraftmafse mit der Längeneinheit. 

Zur raschen Aufnahme des Malssystems haben wohl am meisten 
die zweite und dritte Eigenschaft beigetragen, denn die erste wurde 
weder vollständig erreicht, noch hat sie besonderen Wert. Es giebt 
einmal in der Natur kein völlig unveränderliches Mafs und das von 

“ der Akademie gewählte, ein Meridianquadrant der Erde, konnte weder 
streng genug definiert noch beobachtet werden, um sich der Natur 
wieder in gleicher Gröfse durch Messung entnehmen zu lassen. 
Man mafs zwar, um zu den Erddimensionen zu gelangen, mit 
grolser Sorgfalt einen über ganz Frankreich ausgedehnten Meridian- 
bogen, aber die neueren Bestimmungen der Erdgröfse haben doch 
zu etwas abweichenden Resultaten und zu der Überzeugung geführt, 
dafs die Länge der Meridiane ungleich und nicht jeder Teil eines 
Meridians geeignet ist, um eine mittlere Länge desfelben zu be- 
stimmen. Die Überlieferung der neuen Längeneinheit, des Meters, 
an die Nachwelt ist darum doch besser gewährleistet durch An- 
fertigung und Aufbewahrung unveränderlicher Metallstäbe, welche 
genau untereinander verglichen sind und bei einer bestimmten 
Temperatur der Meterlänge entsprechen, als durch die Nachricht, 
dafs das Meter der zehnmillionste Teil des Meridianquadranten sein 
sollte. Man hat demnach auch von vornherein einen Platinstab 
konstruiert, welcher bei 0°C. genau ein Meter lang ist (mètre des 
archives) und man ist gegenwärtig beschäftigt, für alle Länder der 
Erde, die zu dem Metermafs übergegangen sind, ebenso genaue 
Kopieen aus einer Legierung von Platina und Iridium anzufertigen, 
welche, nachdem sie aufs schärfste unter sich und mit dem mètre 
des archives in seinem gegenwärtigen Zustande verglichen sein werden, 
zusammen das internationale Metermafs repräsentieren sollen, während 
bereits früher eine Anzalıl Kopieen in Platin, Glas oder Stahl an 
verschiedene Länder abgegeben worden ist. Ein jeder Staat pflegt 
durch Gesetz diejenige Meterkopie zu bezeichnen, welche in seinem 
Gebiete die Grundlage der Mafsstäbe für den bürgerlichen Gebrauch 
bilden soll, aber es ist Sorge getragen, dafs alle gesetzlich anerkann- 
ten Urmafsstäbe von dem in Paris aufbewahrten Original nur um 
Gröfsen abweichen, die selbst für die Wissenschaft ohne Bedeutung 
sind und aufserdem in dem Gesetz angeführt zu werden pflegen. 
Für die gewöhnlichen Bedürfnisse des Verkehrslebens würde auch 
eine Neubestimmung der Meterlänge nach den Dimensionen der 


www.rcin.org.pl 


Einleitung. 17 


Erde keine merkliche Abweichung von den jetzt eingeführten Mafsen 
liefern, und in diesem Sinne verdient das Meter den Namen eines 
Naturmajses. Es ist nämlich, aus den oben angegebenen Bessel- 
schen Dimensionen berechnet, der zehnmillionte Teil des Meridian- 
quadranten um etwa den zehntausendsten Teil kleiner als die all- 
gemein adoptierte Meterlänge, eine Differenz, welche im gewöhnlichen 
Leben immer vernachlässigt werden kann. 

Da die Übertragung der Mafse von dem gesetzlichen Urmals 
auf Gebrauchsmalsstäbe wieder mit unvermeidlichen Fehlern ver- 
knüpft ist, so wird aufserdem gesetzlich festgestellt, welche Ab- 
weichungen zuzulassen sind, ohne dafs der Mafsstab vom öffentlichen 
Gebrauch ausgeschlossen wird. Eine Anzahl von Aöchstellen hat 
hiernach die Verkehrsmafsstäbe zu prüfen und ihnen, wenn sie ent- 
sprechend erfunden worden, den Stempel aufzudrücken, der ihnen 
gesetzliche Geltung verleiht, d. h. sie zu aöchen (wahrscheinlich von 
aequare, vergleichen, abzuleiten). 


XII. Mafse, welche vom Meter abgeleitet werden. 


Bei der Einteilung aller Mafseinheiten und bei Vervielfachung 
derselben wurde aufser dem dekadischen Bau eine bequeme und 
konsequente Nomenklatur zu erreichen gesucht, welche sich auch 
darin zu erkennen giebt, dafs Teile der Einheit durch lateinische, 
Vielfache derselben durch griechische Zahlwörter angedeutet werden. 
So heifsen die aus dem Meter durch Division oder Multiplikation 
abgeleiteten Mafse mit den in Frankreich üblichen Bezeichnungen: 


Ba Maker: a, Ba nee oe ARAT) 

*Das Desimeter. s. + e (kim = Gim) 
Das Centimeter . . . . . (lem = 0,01m) 
Das Millimster s . .“ mm O0 m) 

* Das Dezimillimeter . . . . (1dmm = 0,0001 m) 
Das Dekameter . . . . „. (1Dm = 10m) 

* Das Hektometer . . . . . (!Hm = 100m) 
Das Kilometer. . . . . . ‚(1Km = 1000 m) 


* Das Myriameter . . . . . (1Mm = 10000m) 


Die Flächen- und Körpermafse gründen sich in einfacher Weise auf 
die Längeneinheit. Das Quadratmeter bildet die Flächeneinheit. 
Das Ar (plur. die Are) enthält 100 qm, das Hektar ist gleich 100 Ar, 
gleich 10000 qm. 


* Diese Benennungen kommen in der Mafs- und Gewichtsordnung des 
Deutschen Reiches nicht vor. 
Vogler, Praktische Geometrie, 2 
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Die Einheit des Kubikmafses ist das Kubikmeter (der Name 
stere ist in Deutschland nicht eingeführt) und davon der tausendste 
Teil, das Liter (Kubikdecimeter), bildet die Einheit der Hohlmafse. 
In Deutschland sind aufser dem Hektoliter = 100 Liter noch im 
offiziellen Gebrauche: Der Schoppen für !/, Liter, der Scheffel für 
50 Liter. 

Gewichtseinheit ist das Kilogramm oder das Gewicht von einem 
Liter destillierten Wassers von + 4°C. Das Kilogramm wird in 
1000 Gramme geteilt, ein Gramm ist also das Gewicht von 1 Kubik- 
centimeter Wasser. In Deutschland sind aufser den dezimalen Teilen 
und Vielfachen des Gramms noch gesetzlich anerkannt: Das Pfund 
gleich !/, Kilogramm, der Zentner gleich 50 Kilogramm. Die Tonne 
ist ein Gewicht von 1000 Kilogramm. 

Als Urmafs im Deutschen Reiche gilt für Längen ein Platinstab, 
welchen die preufsische Regierung besitzt und der 1863 durch eine 
französisch-deutsche Kommission mit dem Mètre des Archives zu Paris 
verglichen und bei 0° ©. gleich 1,00000301 m befunden wurde. 
Als Urgewicht gilt ein Platinkilogramm, ebenfalls im Besitz@ der 
preufsischen Regierung, welches die Nummer Eins trägt, von einer 
gemischten Kommission 1860 mit dem Kilogramme prototype im 
Pariser Archive verglichen und gleich 0,999 999 842 Kilogramm be- 
funden ward. 

Gesetzliche Geltung hat das Metersystem in zwölf europäischen 
Staaten, nämlich Frankreich, Deutschland, Österreich-Ungarn, Italien, 
Holland, Belgien, Spanien, Portugal, Schweiz, Norwegen, Serbien, 
Rumänien. Fakultativ zugelassen oder in der Einführung begriffen 


ist es in Schweden und Dänemark, ferner in England, Griechenland 
und der Türkei. 


XIV. Ältere Feld- und Werkmalse. 


Zum Überführen älterer Feld- und Werkmafse in Metermafs 
dienen folgende Angaben, welche auszugsweise dem Anhang des 
Handbuchs der Vermessungskunde, I, von Jordan entnommen sind. 

Die Angabe fünfstelliger Reduktionslogarithmen genügt in den 
meisten Fällen weitaus. Sind besonders feine ältere Messungen mit 
neuen zu verbinden, so mufs eine Vergleichung der zu beiden an- 
gewandten Mafsstäbe die Reduktionszahl erst feststellen. 


Alte französische Maj/se. log. 
Die Toise = 6 Par. Puls 0a nA LM Mn 0,28982 
Der Pariser Fufs . 0,324839m 9,51167 


Der Pariser Zoll . Sy 0,027070m 8,43249 
Die Pariser Linie . . ..... „= 2255835mm 0,5331 


I 
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Preu/fsen. 
log. 
1 Rheinländischer Fuls Le = 0,31385 m 9,49673 
te = 12 Pole 0 = 3,166 24m 0,57591 


(Bei topographischen Aufnahmen 
wurden fünf Schritte auf die Rute 
gerechnet, wonach der Schritt sich 
sehr nahe zu 75 cm ergiebt.) 


1 Meile = 2000 Ruten 7,5325 km 0,87694 


Il 


1 ORute ner AA 14,184 6 qm 1,15182 
1 Morgen = 180 ORuten ar AAA A 1,40709 
Bayern. 
Fuss = 0,1 Rute... a e S A6 9,46517 
1 Tagwerk = 400 ORuten . — 34,072 7a 1,53241 
Hannover. 

1 Fuß ewölftolig) -. . - ». „= 029209m 9,46552 

te = 16 Bu u een 0,66964 

1 Morgen = 120 O Ruten = 26,21009a 1,41847 

Sachsen. 

1 Fufs = 0,5 Elle á —= 028319 m 9,45208 

1. Böldmesserrute s 2. 2... e a e 20m 0,63296 

1 ORute De N — 18,447 4 qm 1,26594 

1 Acker = 300 ORuten nase OR 1,74306 

Württemberg. 
1 Fuß = 0,1 Rute . . . . . . = 028649m 9,5711 
1 Fufs der Landestriangulation . — 0,286 4226m . 9,45700731 
do. auf das Meer reduziert . . 9,45698866 

Kate Re a RL GT A RATE 

1 Morgen == 81517 4a 1,49855 
Baden dab, Schweiz). 

1 Bol = Ol Rate... = 03m 9,47712 

1 Morgen (Juchart) = 400 ORuten = 3% 1,55630 
Hessen-Darmstadt. 

RE ee u a ee MEER 

1 Klafter at 2m 

1 Morgen = 253 


9* 
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Kurhessen. 


En EN A Ne N RN een 
Katasterrute . . . a a il E 
Acker = 150 Alten e TE TEE 


0,287 70 m 
3,988 76 m 
23,87 a 


Sachsen- Weimar. 


Fuls ER I 
Rute = 16 Fuls PER = ar RN T 
Acker = 140 ORuten . — 28,497 a 
Mecklenburg. 
Fuls i Ne NEN He ze AAO 
Rute = 16 Fuls ee BED 
Morgen = 300 O Ruten — 65,036 a 
Oldenburg. 
Bas, ©; he re EEE An 
Rute = 18 Fufs er O 
Jück = 160 DRuten . nah pi = ASSA 
Nassau. 
Werkfuls . ; RR A 
Feldrute = 10 Feldfufs. a = 
Morgen = 100 O Ruten — 258 
Braunschweig. 
Bali IS re OR 
Rute = 16 Fai . „= 456580 m 
Feldmorgen = 120 O Ruten .. —_ 2083 
Waldmorgen = 160 ORuten. . = 33,35 a 
Österreich. 
Wiener Klafter . — 1,896 484 m 
Fuls = !/, Klafter == 0,316081 m 
DFuls. = 0,099 907 qm 
OKlafter . — 3,596 652 qm 
Joch = 1600 OKlafter . .— ONAGA ha 
el A A E a O N E mS 546 42 qkm 
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log. 
9,45894 
0,60084 
1,37777 


9,45022 
0,65434 
1,45480 


9,46390 
0,66802 
1,81315 


9,47112 
0,72639 
1,65690 


9,47712 
0,69897 
1,39794 


9,45540 
0,65952 
1,39822 
1,52315 


0,27795 
9,49980 
8,99960 
0,55590 
9,76002 
1,76002 
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England. 
log. 
0,914 39 m 9,96113 
0,304 80 m 9,48401 
2,539 98 cm 0,40483 
20,116 6 m 1,80355 
40,467 8a 1,60711 
2,589 94qkm — 0,41329 


L Ya Fan na EEA 
meV TE, AEA 
e AR EE EGA N E 
1 Kette (chain) = 22 Yards . 
l Acre = 10 A Ketten. 3 
1 Square Mile = 640 Acres . 
Der englische Fufs ist auch in Rufs- 
land und Nordamerika im Gebrauch. 


E AA 


Meilenmafse 1). 


l geographische Meile — 1/15 Grad 
des Aquators T e T 
1 französische Lieue — N, Grad 
des Aquators Ben 
englische Meile. . . al ... 
österreichische Meile . 
preufsische Meile 
russische Werst. 
bayrische Stunde . . . 
schweizer Stunde . . . . 
geographische O Meile 
1/4 geogr. Meile | 
1 Aquatorminute 


= 7,420 44km 0,87043 


4,452 26 0,64858 
1,60933 „ 0,20664 
7,58794 „ 0,88001 
7,53248 „ 0,87694 
1,06678 „ 0,02807 
3.7075 „  .0,56908 
4,8 O0 RaT24 
55,0629 qkm 1,74086 


1,855 11 km 0,26837 


an 


fe u p j j j j Å- 


Seemeile — | 


1) Die deutsche Sprache verlangt als Regel, dafs die Einheit, in welcher 
ein Mafs oder ein Wert ausgedrückt wird, undekliniert, also im Nominativ 
des Singulars, hinter der entsprechenden Zahl folgt. So sagt man: „10 Fufs 
5 Zoll“ (nicht Fufse und Zolle), „eine Fläche von 2°, Hektar oder von 
2 Hektar 75 Ar“ (micht Hektaren und Aren); „etwa 50 Ar Wiesengrund“ 
(nicht Are); „Winkel unter 45 Grad“ (nicht Graden). Eine Ausnahme machen 
„Elle“, „Linie“, „Rute“, „Meile“, „Stunde“ (sämtlich weiblich), sowie einige 
Wörter, welche nur selten als Mafs- oder Werteinheiten angewandt werden. 
Schwankend ist der Gebrauch bei der blofsen Angabe der Einheit, in oder 
nach welcher Mafse oder Werte ausgedrückt werden; in Wendungen wie „bis 
auf Zehntelgrade genau abgeschätzt“, „in Metern anzugeben“, „auf Are ab- 
gerundet“ ist der Nominativ der Einzahl minder gebräuchlich. 
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XV. Zusammenstellung der abgekürzten Mafls- und 
Gewichtsbezeichnungen. 
Nach dem Beschlusse des Bundesrats vom 8. Oktober 1877. 


(In Preufsen vorgeschrieben mittels Verfügung des Handelsministeriums vom 
13. Dezember 1877.) 


A. Längenmafse: 


Buena ern TE 
Be EE oE a A TNE AA 
ae n. eae a aa Jenae 
Millimeter eraa Arten ve De Vel T an 
B. Flächenmafse: 
Quadratkilometer . . . ». . . qkm 
De ea re TE 
N 250 SOHN E "Sant. VRR ARE S EREE RER. 
Quadratmeter . .. =. 2... 96. /qm 
Quadratcentimeter. . ». » . . gem 
Quadratmillimeter. . . . . . qmm 


C. Körperma/se: 


Buriiasir. er vr sr 
Hektohtere nn sw A 
MEE A MO EA E AED]! 

P EEA A p A ARB iT 
Kubikmillimeterr . . . . . . cmm 
D. Gewichte: 

ODRE a. da al a a a A G 
Kilogramo- s ea a N A are Ro 
Gra inara he. feesie t IR Beet. T 
Milligramm . . . mg 


1. Den Buchstaben werden Kehle nicht beigefügt. 

2. Die Buchstaben werden an das Ende der vollständigen Zahlen- 
ausdrücke — nicht über das Dezimalkomma derselben — ge- 
setzt, also 5,37” m — nicht 5" 37 und nicht 5m 37 cm —. 

3. Zur Trennung der Einerstellen von den Dezimalstellen dient 
das Komma — nicht der Punkt. — Sonst ist das Komma bei 
Mafs- und Gewichtszahlen nicht anzuwenden, insbesondere 
nicht zur Abteilung mehrstelliger Zahlenausdrücke. Solche 
Abteilung ist durch Anordnung der Zahlen in Gruppen zu 
je drei Ziffern, vom Komma aus gerechnet, mit angemesse- 
nem Zwischenraume zwischen den Gruppen zu bewirken. 


www.rcin.org.pl 


Erster Abschnitt. 


Vorstudien aus der angewandten Mathematik 
und Physik. 


Kapitel I. 


Brechung des Lichtes in kugelförmig 
begrenzten Medien. 


$. 1 


Bahn des Lichtes. Die Physik ist gegenwärtig zu der An- 
nahme genötigt, dafs das, was wir Licht nennen, Schwingungen 
‚einer äulserst feinen, den Weltraum und alle Körper durchdringenden, 
für uns unwägbaren elastischen Flüssigkeit, des Äthers, seien. Durch 
Mitteilung des Schwingungsimpulses von Ätherteilchen zu Äther- 
teilchen pflanzt sich das Licht fort, und zwar geradlinig und in der 
Schwingungsrichtung, solange die Bewegung im freien Weltraume 
oder in homogenen Körpern von gleichmäfsiger Dichte erfolgt. Bei 
jedem Ubergange aber von dem leeren Raume in einen Körper, oder 
aus einem Mittel in ein anderes von verschiedenem Stoff’ oder ver- 
schiedener Dichte, erfolgen an der Trennungsfläche Ablenkungen 
von der geradlinigen Bahn des Lichtstrahles, Spiegelung und 
Brechung genannt. Nur der gebrochene, nicht der gespiegelte 
Teil des Lichtes geht in das neue Mittel über. Errichtet man auf 
der Trennungsfläche ein Lot in dem Punkte, wo der Lichtstrahl 
einfällt, so gelten für die Spiegelung die Gesetze: 

1. Der einfallende und der reflektierte Strahl liegen mit dem 
Einfallslot in einer Ebene. 

2. Vor und nach der Reflexion schliefst der Lichtstrahl mit 
dem Einfallslot den gleichen Winkel ein. 

Die Brechung eines Lichtstrahles geht nach folgenden Gesetzen 
vor sich: 
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1. Der einfallende und der gebrochene Strahl liegen mit dem 
Einfallslot in einer Ebene. 

2. Die Sinusse der Winkel n und &, welche der einfallende und 
der gebrochene Strahl mit dem Einfallslot bilden, stehen in kon- 
stantem Verhältnis» zu einander, welches der Brechungsindex heifst; 
sinn = nsine Er ist ein unechter Bruch, wenn der Lichtstrahl 
in ein dichteres Mittel eindringt. 

3. Der Brechungsindex ändert sich mit den sich berührenden 
Mitteln oder mit der Dichte der Teile eines und desfelben Mittels. 
Kennt man den Brechungsindex für zwei Stoffe, einzeln betrachtet, 
z. B. Flintglas und Kronglas, in Beziehung auf einen dritten, z. B. 
Luft, so giebt der Quotient beider Indices den Brechungsindex für 
jene beiden Stoffe. Unter absolutem Brechungsindex versteht man 
das Verhältnis der Sinusse der Einfallswinkel beim Übergange eines 
Strahles aus dem leeren Raume in einen gegebenen Stoff. Kennt 


Fig. 3. Fig. 4. 


man den absoluten Brechungsindex für zwei Stoffe einzeln betrachtet, 
so giebt der Quotient beider Indices den relativen Brechungsindex 
für den Übergang des Lichtes von einem Stoff zum anderen. 

Man leitet dieses dritte Gesetz ohne Mühe daraus ab, dafs Licht- 
strahlen, sei es im leeren Raume, sei es in einem homogenen, gleich- 
artig dichten Stoffe C, deren Weg durch zwei parallel begrenzte 
und sich berührende brechende Mittel A und B gestört wird, 
diese letzteren parallel zu ihrer früheren Richtung verlassen. Der 
Pfeil (Fig. 3) gebe den Weg eines solchen Strahles an, und NN Na 
seien die Brechungsindices beim Übergange des Lake, von C nach 
A, A nach BP, B nach C, so dafs der Reihe nach: 


sinn = n sine 
sine = n, sine, 
sıne —n,sınn 
dann folgt aus der Multiplikation dieser Gleichungen: 
nnn, = 1. 
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Wäre C der leere Raum und v = n, v, = > die absoluten 


Brechungsindices der Stoffe A und B, so ginge die vorstehende 
Gleichung über in: 


entsprechend dem oben ausgesprochenen dritten Brechungsgesetze. 

An jeder Grenze zweier Mittel findet eine Schwächung des 
Lichtes statt, da nur ein Teil der Strahlen sich ins neue Mittel 
fortpflanzt, ein anderer reflektiert wird. Von den Stoffen, aber auch 
von der Form und Stellung der Trennungsflächen hängt es ab, ob 
mehr Licht reflektiert oder gebrochen wird. 

Totalreflexion oder Rücktritt des ganzen Strahles ins alte Mittel 
erfolgt beim Übergange aus einem dichteren in ein dünneres Mittel 
dann, wenn der Sinus des Einfallswinkels gleich dem Brechungs- 
index oder noch gröfser wird. Der Sinus des Brechungswinkels 
wird ersteren Falles der Einheit gleich, der Brechungswinkel 90° 
und kann nicht gröfser werden. 

Beispiel. (Fig. 4.) Für Glas und Luft sei der Brechungsindex 
n= ?/;} Nun ist arc sin ?/; — 41° 48’ der Einfallswinkel, von dem 
an Totalreflexion beginnt. Der Sinus des zugehörigen Brechungs- 
winkels wird 3/3 . sin 41° 48’ — 1 = sin 90%. Beim Austritt aus 
dem Glase müfste der Strahl demnach der Trennungsfläche parallel 
gehen. 

Aufser an den Trennungsflächen geht auch im Innern eines 
homogenen und gleich dichten Mittels an Stärke des Lichtes durch 
die sogenannte Absorption verloren. 

Das in der Natur auftretende Licht ist in der Regel zusammen- 
gesetzt und wird durch Brechung zerlegt in Licht von verschiedener 
Brechbarkeit. So zerlegt sich ein Sonnenstrahl durch Brechung in 
Kronglas in das bekannte Spektrum, dessen Brechungsverhältnisse 
von rot bis violett zwischen 1,50 und 1,53 schwanken. Beim Über- 
gang aus Luft in andere Mittel, z. B. Flintglas, ändert sich nicht 
nur der mittlere Brechungsindex, sondern auch das Verhältnis der 
Brechungsindices farbiger Strahlen zu einander. Flintglas (ein 
Glas, das Blei enthält) hat einen stärkeren Brechungsindex als 
Kronglas, aber auch ein gröfseres Zerstreuungsvermögen, da die 
Brechungsverhältnisse der einzelnen Farbstrahlen des Spektrums 
stärker voneinander verschieden sind. 


RINTT L ATTAN ire 7NY. 
anA Ruil A ‚arszanshlage 
Towarzysina Raul co 
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$. 2. 


Durchgang des Lichtes durch die kugelförmige Trennungs- 
fläche zweier brechenden Mittel. 

‚ Die Kugelfläche, welche in Fig. 5 zwei brechende Mittel von- 
einander trennt, habe in M ihr Centrum und werde von dem Strahle 
AM in S normal geschnitten. Ein anderer Strahl AC bilde mit 
dem Einfallslote MC vor der Bre- 


Fig. 5. . 
er chung den Winkel n, nach derselben 
lee den Winkel &, unter denen nach dem 
IQ zweiten Brechungsgesetze die Bezie- 
BEN hung besteht: 
€ ; : 
A S M B ny = NSN E. 


Jedoch sollen die Winkel, welche der 
Strahl und das Einfallslot mit AM bilden, so klein sein, dafs ihr 
Verhältnis dem ihrer Sinusse gleich gesetzt werden darf, dafs also 
auch gilt: 


HE E Le RR SEN 3) 


Aus dem Abstande «a —= AS des leuchtenden Punktes A von 8 
suchen wir den Abstand b — BS des Punktes B, wo der ge- 
brochene Strahl CB den ungebrochenen AM trifft, zu berechnen. 
Aus den Dreiecken MAC und MCB folgt nach dem Sinussatze: 


a+r sin b—r sin € 
—— = und —— = 
r sin (N — u) r sin (u — &) 
oder wegen Kleinheit der Winkel: 
er n N neh VE AN 
r n— u r u— E 


woraus nach leichter Umformung und mit Rücksicht auf (1) sich 
findet: 


En ul 
a u u b u 
woraus folgt: 
a+r BR b—r 
a b 
Durch andere Gruppierung der Glieder dieser Gleichung erhält man: 
r 1 nr 1 
"Tu ETa E Vie n 


oder in der üblichen kurzen Schreibweise: 
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Fa ei 
a a r RR =) 


worin gesetzt ward: 


h = — 


n 


een EERE C) 


und woraus noch folgt: 


A Me e= A LER E a a AASTA LDE) 


Die Koeffizienten fa und fe hängen allein von dem Kugelradius r 
und dem Brechungsindex n ab, sind also für gegebene Formen und 
Stoffe konstant. Man nennt sie Brennweiten des gegebenen Systems. 

Gleichung (2) lehrt, dafs b sich aus a berechnet, unabhängig 
von dem Abstande s des Punktes C von AM. Sämtliche Strahlen 
also, welche von A aus auf die Kugelfläche OS fallen, vereinigen 
sich im Punkte B, dem Bilde des leuchtenden Punktes A, voraus- 
gesetzt, dafs n, £ u kleine Winkel sind. 

Man könnte die Brennweiten experimentell bestimmen auf 
Grund der Bemerkung, dafs für a = œ gilt: b = fo, und für 
b = œ besteht: a = fa Zur Bestimmung von fe genügte es 
demnach, das Bild B eines unendlich fernen leuchtenden Punktes, 
z. B. eines Fixsternes, hinter der hohlen Seite der Kugelfläche auf- 
zusuchen. Da umgekehrt auch A das Bild eines leuchtenden 
Punktes B sein könnte, so wird fa die Bildweite sein für einen un- 
endlich fernen Lichtpunkt auf der hohlen Seite der Kugel. 

Vom Bilde B gehen Strahlen aus wie vom leuchtenden 
Punkte A, aber blofs in der verlängerten Richtung derjenigen ge- 
brochenen Strahlen, welche sich in B vereinigen. Ein Auge aufser- 
halb des Strahlenkegels, den diese bilden, erhält kein Licht von B. 
Sorgt man aber dafür, dafs die Strahlen gleich nach der Vereinigung 
in B sich wieder zerstreuen, indem man in der Spitze des Strahlen- 
kegels etwa einen Papierschirm oder die mattgeschliffene Fläche 
einer Glasplatte anbringt, so kann der Bildpunkt auch einem Auge 
sichtbar werden, das sich aufserhalb des Strahlenkegels befindet. 

Für den Fall a < fa folgt aus (2), dafs b negativ wird, B also 
in der Richtung SA, nicht SB, zu suchen ist. Die gebrochenen 
Strahlen vereinigen sich dann überhaupt nicht zu einem reellen Bilde 
(Luftbild), aber rückwärts verlängert schneiden sie sich in einem 
imaginären oder Scheinbilde B, welches daher zwar dem Auge 
innerhalb des Kegels der gebrochenen Strahlen sichtbar wird, nicht 
aber mittels eines Papierschirmes nach allen Seiten sichtbar gemacht 
werden kann. 

Ist uns der Bildpunkt B von A bekannt, so läfst sich leicht das 
Bild B’ von A’ finden, wenn A'M = AM vorausgesetzt wird. B’ 
liegt in der Verlängerung von A'M und B'M = BM (Fig. 6). 
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A,S,B, mögen die orthogonalen Projektionen der Punkte A'S'B' 
auf AB sein. Diese Projektionen fallen um so näher mit ASB 
zusammen, je kleiner der Winkel A'M A = «œ. So ist: 


AA, = MA (1 — cos a) 


ein Betrag, welcher bei œ = 1° erst 0,0001 MA erreicht. Für sehr 
kleine Werte von «œ dürfen wir daher annehmen, dafs A” mit A’, 
S” mit S und B” mit B’ nicht nur gleiche Abstände von AB haben, 
sondern überhaupt identisch seien, weil die Abstände dieser Punkt- 
paare unter sich unmelsbar klein werden. Es läfst sich aufserdem 
leicht nachweisen, dafs die Punkte A’S"MB" in einer Geraden 
liegen müssen. Ist daher A” M die Achse eines von A” ausgehenden 
Strahlenkegels, so dürfen wir den Vereinigungspunkt B” der ge- 
brochenen Strahlen in dem Schnittpunkte dieser Achse mit der Nor- 
malen BB" auf AB aufsuchen. Mit gleichem Rechte läfst sich 
aussprechen, dafs zu allen in einer Ebene normal zu AB gelegenen 
leuchtenden Punkten A; Bildpunkte B; gehören, welche wiederum in 
einer Normalebene zu AB liegen und von einem Punkte dieser 
Achse AB, nämlich von M aus, unter denselben Winkelabständen 
von der Achse erscheinen, wie die zugehörigen leuchtenden Punkte. 
Von einer leuchtenden Ebene normal zur Achse in A entsteht daher 
ein Bild in einer Normal- 
ebene zur Achse durch B, 
welches der leuchtenden 
Figur ähnlich und zu ihr 
in bezug auf Punkt M per- 
spektivisch ist. Im Falle 
der Fig. 6 ist dasfelbe reell 
und verkehrt, es kann aber 
auch imaginär und aufrecht 
sein. Ist das Bild B eines 
leuchtenden Punktes A in der Achse und die Lage von M bekannt, 
so lassen sich die Bilder B; aller Punkte A; die in derselben Normal- 
ebene mit A liegen, ohne weiteres konstruieren. 


Fig. 6. 


8.8. 


Aufsuchen der Bilder mittels der Brennpunkte. Eine 
fast ebenso einfache Konstruktion führt zu den Bildern gegebener 
Punkte, wenn auf der Achse Punkt S und die beiden Brennpunkte 
Fa und F, in den Abständen fa und fp von S gegeben sind, wobei 
ganz wie vorhin angenommen wird, dafs leuchtende Punkte in einer 
Normalebene zur Achse Bilder erzeugen, welche wieder in einer 
Normalebene zur Achse liegen, eine Annahme, die in aller Strenge 
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nur für unendlich nahe der Achse liegende Punkte gilt. Ziehen wir 
durch S eine Normale Q, Pı, durch einen gegebenen Punkt P eine 
Parallele PP, = a zur Achse (Fig. 7), sodann durch P und den 
vorderen Brennpunkt F, eine Gerade PQ, und durch Q, eine Pa- 
rallele Qı Q zur Achse, verbinden wir endlich P, geradlinig mit dem 
hinteren Brennpunkt Fp, so schneiden sich die letztgenannten Ge- 
raden in Q, dem Bildpunkte von P. 

Beweis. Aus den ähnlichen Dreiecken Q,F.S und Q, PP, 
einerseits, den ähnlichen Dreiecken PıF,S und P, QQ, anderseits 
folgt. | 

I: HD ia 
h:h+D)= fı:b 
oder nach einer bekannten Umformung der zweiten Proportion: 
l: (k + 1) = (b — A): b. 
Die erste und dritte Proportion ergeben die neue: 
fa 0a S0 
oder die Gleichung 


n Op VA 
a Aal 


welche mit (2) identisch ist und unter der hier geltenden Annahnıe 
auch wirklich nicht blofs für Punkte in der Achse, sondern auch 
aufserhalb derselben zutreffen mufs, wenn unter a und b die Ab- 
stände des Punktes S 
von den Normalebenen 
zur Achse verstanden 
werden, in welchen der 
leuchtende und der 
Bildpunkt liegen. 

Zum vollständigen 
Beweise gehört noch, 
dals die Verbindungs- 
linie PQ die Achse im Centrum derjenigen Kugelfläche schneidet, 
welche beide brechende Mittel trennt. Aus den ähnlichen Drei- 
ecken QMF, und QPP, folgt aber: 


a: (o — SM) = (lh): 
und im Verein mit der ersten der vorigen Proportionen: 
a:(h -— SM) =a:f, 
SU=h—-h=r, 


d.h. mit Rücksicht auf Gleichung (3*), dafs M in der That das 
Kugelcentrum ist. 


Fig. 7. 
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Wir wollen ferner nachweisen, dafs unter der hier geltenden 
Voraussetzung die Brechungspunkte der Lichtstrahlen sämtlich in 
einer Normalebene zur Achse durch $ liegen, was für Parallel- 
strahlen zur Achse schon aus vorstehender Konstruktion geschlossen 
werden kann. 

Da ein Bildpunkt Q sämtliche von P ausgehende Lichtstrahlen 
vereinigt, soweit sie auf die Trennungsfläche der brechenden Mittel 
treffen, so mufs ein Lichtstrahl, welcher durch die leuchtenden 
Punkte P und P, zur Trennungsfläche kommt (Fig. 8), nach der 
Brechung sowohl das Bild Q des ersten als auch dasjenige Q, des 
zweiten Punktes enthalten, also in die Verbindungslinie von Qund Qı 
fallen. Wir haben mithin nur nachzuweisen, dafs die Geraden PP, 
und Q Q, sich in der Normalebene zur Achse durch S schneiden. Es 

Fig. 8. 


Gly) 


genügt indes zu zeigen, wie dieser Nachweis für zwei Punkte P und 
P, und ihre Bilder geführt wird, welche mit der Achse in einer 
Ebene liegen. In anderen Fällen wird der Nachweis in ganz ähn- 
licher Art geliefert, jedoch für die Projektionen der gegebenen Punkte 

Fig. 9. auf zwei Ebenen, welche 
sich in der Achse normal 
schneiden. 

Wir nehmen den An- 
fangspunkt rechtwinkeli- 
ger Koordinatenim Punkte 
S, die optische Achse als 
Abscissenachse an; a u. b, 
a und b, sind die Abscissen der Punkte P und Q, Pı und Qu; h 
und l, h und !, sind die Ordinaten dieser Punkte. Nach Formel 
(2) hat man mit Rücksicht auf das Vorzeichen der Koordinaten : 


afo af 
a SER Er A 
Aus der Figur findet sich unter gleicher Rücksicht: 
ihr) i — m h (b +r) 
o aa i Burn, 
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worin r durch fe — fa ersetzt werden kann, so dafs: 
u RA Ea E 
a = a ' a — Sa 


Die Gleichungen der Geraden durch P und P}, Q und Q, lauten be- 
kanntlich: 
ER a e 
s— a MmW—a 
ATE ROR. Err u 
pop a E (8) 


(«) 


Mit Hilfe der letztentwickelten Ausdrücke für bbıllı geht (ß) über in 
(a — fa) Y + hfa PN (a — fa) — hı (a — fa) 


a= etah haa m 
Für x = 0 wird sowohl aus («) wie aus (y) gefunden: 
ha, — ha 
Ea a A E ., 


was beweist, dafs der einfallende und der gebrochene Strahl einen 
gemeinsamen Punkt in der Normalen zur Achse auf S haben, dafs 
also der Brechungspunkt in dieser Normalen liegt. 

Aus dem Vorstehenden läfst sich noch eine bemerkenswerte 
Beziehung herleiten. Man setze in (0): 2 = fa und in (y): 
æ — — fo, so erhält man Ordinaten, welche mit A, und I, be- 
zeichnet sein mögen und deren Werte sind: 


woraus in Verbindung mit (ô) folgt: 
ho + lo en. eh ae nel u (€) 


d. h. für Strahlen, welche mit der Achse in einer Ebene liegen 
(vergl. Fig. 9), sind die zur Achse normalen Strecken zwischen den 
Brennpunkten und dem einfallenden oder gebrochenen Strahl zu- 
sammengenommen so grols, als der Abstand des Brechungspunktes 
von der Achse, sämtliche Strecken mit Rücksicht auf ihr Vorzeichen 
betrachtet. Für Strahlen, welche nicht mit der Achse in einer 
Ebene liegen, gilt Ähnliches in bezug auf ihre Projektionen auf zwei 
normal zu einander durch die Achse gelegte Ebenen. — Man kann 
diese Eigenschaft zur Konstruktion von Bildern solcher Punkte be- 
nutzen, welche in der Achse selbst liegen, da die vorige Konstruk- 
tion für derartige Punkte den Dienst versagt. 
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Die hier gefundene Beziehung zwischen dem einfallenden und 
gebrochenen Strahl ist offenbar unabhängig von der Lage ces 
leuchtenden und des Bildpunktes und nur für die Richtung der 
Strahlen bestimmend. Für alle Strahlen z. B., welche in $ einfallen, 


gilt yọ = 0 und darum: 
hy = — lo. 


$. 4. 


Gang der Lichtstrahlen durch zwei und mehr brechende 
Flächen. Während wir bei einer brechenden Kugelfläche die- 
jenige Gerade, welche wir als Achse bezeichneten, in willkürlicher 
Richtung durch das Centrum der Kugel legen konnten, müssen 
wir bei zwei brechenden Kugelflächen die Verbindungslinie der 
Centren als optische Achse wählen. Mehr als zwei brechende 
Kugelflächen heifsen centriert, wenn ihre Centren sämtlich auf einer 


Fig. 10. 


Geraden liegen. Wir werden im folgenden annehmen, dafs alle 
brechenden Flächen eines Systems centriert seien. 

Jeder Bildpunkt, den die erste brechende Fläche eines Systems 
entworfen hat, kann, einerlei ob reell oder imaginär, der leuchtende 
Punkt für eine zweite brechende Fläche sein und einen Bildpunkt er- 
zeugen, der seinerseits wieder leuchtender Punkt für eine dritte Fläche 
ist u. s. w. Von den Zwischenbildern abgesehen, wird also jedes 
System brechender Kugelflächen von einem aufserhalb befindlichen 
leuchtenden Punkte ein (letztes) reelles oder imaginäres Bild ent- 
werfen. 

Fassen wir statt eines Punktes eine leuchtende Figur in einer 
Normalebene zur optischen Achse ins Auge, so wird von derselben 
durch die erste brechende Fläche ein Bild, ebenfalls in einer Normal- 
ebene zur optischen Achse, entworfen, welches für einen bestimm- 
ten Punkt der Achse perspektivisch zur ersten Figur ist. Jenes 
Bild, ob reell oder imaginär, ist für eine zweite brechende Fläche 
leuchtende Figur und erzeugt ein zweites Bild in einer Ebene normal 
zur optischen Achse, welches zum ersten in bezug auf einen Punkt 
der optischen Achse perspektivisch ist. Da dasfelbe aber von der 
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ersten leuchtenden Figur und dem ersten Bilde gilt, so läfst sich 
bekanntlich auf der Achse auch ein Punkt angeben, in bezug auf 
welchen das zweite Bild perspektivisch zur ersten leuchtenden Figur 
ist u. s. w. Sehen wir wieder von den Zwischenbildern ab, so wird 
jedes System brechender Kugelflächen von einer aufserhalb befind- 
lichen leuchtenden Figur in einer Normalebene zur optischen Achse 
ein (letztes) reelles oder imaginäres Bild, ebenfalls in einer Normal- 
ebene zur optischen Achse, entwerfen, welches in bezug auf einen 
angebbaren Punkt der letzteren zu der leuchtenden Figur perspek- 
tivisch ist. 

Es lassen sich ferner auf der Achse eines jeden Systems 
brechender Kugelflächen zwei feste Punkte, die Brennpunkte des 
Systems, angeben, in welchen sich diejenigen Strahlen vereinigen, 
welche parallel zur optischen Achse auf die erste oder die letzte 
brechende Fläche treffen und danach alle übrigen durchlaufen. 
Wir werden zunächst die Lage dieser Brennpunkte für ein System 
von zwei brechenden Kugelflächen bestimmen, indem wir den mit 
Pfeilspitze und Feder versehenen Strahl der Fig. 10 auf seinem 
Wege verfolgen. 

Die Punkte F, und ®, sind die Brennpunkte der ersten brechen- 
den Fläche, welche die optische Achse des Systems in S, schneidet. 
F,®,S, haben für die zweite brechende Fläche die gleiche Bedeu- 
tung. Bezeichnungen, die aus Fig. 10 nicht ersichtlich, sind noch 
folgende: 

Fis Sf RS =f 
SP, = 9ı Sı Da = Qa. 

Der Strahl, welcher parallel der optischen Achse im Abstande h, 
auf die erste brechende Fläche trifft, tritt ins zweite Mittel ein mit 
der Richtung nach ®,, wird jedoch, ehe er diesen Punkt erreicht, 
abermals gebrochen und schneidet die optische Achse im Punkte P, 
dem Brennpunkte des Systems. Seinen Abstand x” von S, wollen 
wir berechnen. Wichtiger noch ist für uns sein Abstand P T = ® 
von einer Normalebene zur optischen Achse, in welcher jeder 
Parallelstrahl im ersten Mittel sich mit seiner zweimal gebrochenen 
F'ortsetzung im dritten Mittel schneidet, eine Ebene, welche ge- 
wissermafsen die beiden brechenden Flächen vertritt, wie wir, vor- 
läufig nur für Parallelstrahlen, daraus erkennen, dafs wir für 
T'S, = x’ einen konstanten Wert errechnen. 

Wir legen zur bequemen Ermittelung der genannten Gröfsen 
den Anfangspunkt rechtwinkeliger Koordinaten auf 6, und nehmen 
die optische Achse zur Abseissenachse. Die Figur ergiebt nach (e) 
auf Seite 31 mit Rücksicht auf die Vorzeichen: 


ha + la Zee. E A rasa r la 08 (1) 


Vogler, Praktische Geometrie, 8 
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sodann aus den ähnlichen Dreiecken AF,®, und BS,®, 
h : h = (h + pı — d): Qı 
AOE O 


ferner aus den ähnlichen Dreiecken CS, ®; und B85, ®, 
Y : m = (Pı — d) : Qı 
h ; 
Yo == u (pı Fratii d) . . G . . . . . (3) 
pı 


Die Gleichung des zweimal gebrochenen Lichtstrahls im dritten 
Mittel ergiebt sich leicht aus den Koordinaten der Punkte C und D, 
nämlich; 
%—h hy 
= en in 9. (A 
Ans er Ale = (4) 
wegen (1). Für y = h, geht æ in x’ über, für y = 0 wird x” aus 
x. Man findet mit Rücksicht auf (2) und (3): 


piai ni, di 
ee 6) 
a Aaa (9ı — d) N a Ze. 
N At 9 —d (6) 
RER eaa ee Pı P2 PA E N 
E A m 


Den Gröfsen x’«’® entsprechen andere &'E’F, welche sich auf 

Parallelstrahlen zur optischen Achse beziehen, die aus dem dritten 

Mittel kommen und sich nach zweimaliger Brechung im ersten 

Mittel auf der optischen Achse vereinigen. Die Abseissen £ werden 

dabei vom Anfangspunkte 8, aus und nach entgegengesetzter Rich- 

tung wie die æ gezählt. Durch Vertauschen der Buchstaben und 

Indices findet sich einfach: 

'— PEN Ba STR AE 4, 

: 9 TIa g (69 

"— A E EE © 

ee ES E, n) 

' Nia Pen J 1h PANE OE, "i 

6 £ A aa aA Word e9 

F und ® nennt man die Brennweiten des Systems, die Normalebenen 

zur optischen Achse, welche um die Brennweiten von den Brenn- 

punkten des Systems abstehen, heilsen dessen Hauptebenen. Wir 

werden bald sehen, dafs sie, und zwar nicht nur für Parallelstrahlen 

zur optischen Achse, als Vertreter der brechenden Flächen betrachtet 
werden können. Jhr Abstand Ò voneinander kann aus 
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d — x — E = Ò 
leicht berechnet werden. Ihre Schnittpunkte mit der Achse heilsen 
Hauptpunkte. 
Schon jetzt läfst sich übersehen, dafs zu jedem Systeme brechen- 


der Kugelflächen zwei Brenn- und zwei Hauptpunkte gehören. 
Aus (7) und (7°) folgt die bemerkenswerte Beziehung: 


DD Pip (8) 


8.5. 


Aufsuchen der Bilder mittels der Haupt- und Brenn- 
punkte. Die Knotenpunkte. Aus der Definition der Brenn- 
punkte und Hauptebenen für ein System von zwei brechenden 
Kugelflächen (eine optische Linse) folgt eine einfache Konstruktion 
des Bildes JI von einem leuchtenden Punkte P aufserhalb der opti- 
schen Achse. Sie entspricht vollkommen derjenigen Konstruktion, 
welche bei einer einzigen brechenden Fläche zur Anwendung kam 
und läfst sich auf ein beliebiges System ausdehnen, sobald dessen 
Brenn- und Hauptpunkte bekannt sind. 

Ist FØ (Fig. 11) die optische Achse und sind die Normalen in 
G und I’ die Schnitte der Hauptebenen mit der Bildebene, verstehen 
wir unter f und @ die beiden Brennweiten des Systems und unter 
a und b die Abstände des 
leuchtenden Punktes P 
und seines Bildes JI von 
den zunächst gelegenen 
Hauptebenen, so wird ein 
von P ausgehender Par- 
allelstrahl zur optischen 
Achse von der zweiten 
Hauptebene (T) aus gegen 
den hinteren Brennpunkt ® abgelenkt; ein Strahl aber, der von P 
aus durch den vorderen Brennpunkt F geht, wird von der ersten 
Hauptebene (G) aus parallel zur optischen Achse abgelenkt. Beide 
Strahlen sind naturgemäfs geometrische Orter des Bildpunktes IT, 
der folglich im Schnittpunkte beider Strahlen liegt. 

Die Figur ergiebt, ganz abgesehen von dem Vorzeichen der 
einzelnen Strecken, aus zwei Paaren ähnlicher Dreiecke, nämlich: 


BFG ~ BPA und AOT v AIB 
die folgenden Proportionen: 


f l 
a h+t 


Fig. 11. 


h 


und = +? 


cfs 


3*+ 
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woraus durch Addition folgt: 


SEE PA 
Eee.» (9) 


eine Relation, welche von % und Z unabhängig ist, also auch gilt, 
wenn P (und dann auch IT) in der Achse liegt. Sie ist von ganz 
gleicher Form mit Relation (2) Seite27 und kann ähnlich diskutiert 
werden wie diese. 

Zu jedem System brechender Kugelflächen, von welchem die 
Brennpunkte und Hauptpunkte bekannt sind, lassen sich zwei Punkte 
auf der optischen Achse angeben, von denen aus alle zusammen- 
gehörigen Punkte, einerseits der leuchtenden Figur, andererseits 
ihres Bildes unter gleichen Gesichtswinkeln (gegen die feste Rich- 
tung der Achse) erscheinen, unabhängig von dem Abstande zwischen 
leuchtender Figur und Hauptebene. Man nennt sie Knotenpunkte des 
Systems. (Dafs es für einen gegebenen Abstand der leuchtenden 
Figur von der nächsten Hauptebene unendlich viele Punktpaare von 
der gedachten Eigenschaft gäbe, ist ohne Mühe erkennbar.) 

Es seien (Fig. 12) F und ® die Brennpunkte, @ und I die 
Hauptpunkte, L und A die Knotenpunkte des Systems, II ein Bild 


Fig. 12. 


von P, dann folgt aus der Ähnlichkeit der bei L und 4 gleich-, bei 
A und B rechtwinkeligen Dreiecke LAP ~ ABI: 


ALS h = BASE 


Wir wollen den Abstand der Brennpunkte F und ® von den Haupt- 
punkten @ und I mit f und p, von den Knotenpunkten L und A 
mit fı und 9, bezeichnen. Dann wird nach der Figur aus vor- 
stehender Proportion: 


et hf Br ind 
h Ye l 


oder in anderer Anordnung: 


a A a E a el 32080) 
Nun folgt aus den Dreiecken FAP ~ FGC: 
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Ar Er Rare DR o 
TE ae er To 
und aus den Dreiecken ØBI ~ TD: 
Bo N rọ b—-—p _p 
BT reg 
so dafs (10) übergeht in 
BER | SE AR, A 
a Wa Via A A E 


welche Relation für alle zusammengehörigen Werte a und h einer- 
seits, b und / andererseits bestehen soll, gemäfs der Definition der 
Knotenpunkte. Dals aber (11) von dem mit a variabeln Verhältnis 
h :l unabhängig besteht, ist nur möglich, sobald 


ERTL 
T aE E i a 


e a 7: A E E E Eee ji 33 


Die Gleichungen (12), welche aus der Definition der Knotenpunkte 
hervorgęhen, bestimmen die letzteren derart, dafs der vordere 
Haupt- mit dem hinteren Knotenpunkte, sowie der hintere Haupt- 
mit dem vorderen Knotenpunkte symmetrisch gegen die Brennpunkte 
des Systems liegen. Wenn die Brennweiten f und ọ einander 
gleich sind, so fallen die Knotenpunkte mit den Brennpunkten zu- 
sammen. 

Zieht man vom leuchtenden Punkte P zum vorderen Knoten- 
punkte eine Gerade PL, so ist eine Parallele dazu durch den hinteren 
Knotenpunkt 4 der geometrische Ort für den Bildpunkt I. Wäre 
P ein unendlich ferner Punkt, so dafs die von P auf das System 
fallenden Strahlen einander parallel liefen, so würde die hintere 
Brennebene (normal zur optischen Achse in ®) ein zweiter geome- 
trischer Ort für II sein. D.h. alle parallel zu PL einfallenden Strah- 
len schneiden nach der Brechung die durch A gezogene Parallele 
in ihrem Schnittpunkte mit der hinteren Brennebene. 


d. h. sobald 


§. 6. 


Durchgang beliebiger Strahlen durch ein System bre- 
chender Kugelflächen, dessen Brenn- und Hauptpunkte 
gegeben sind. In Fig. 13 haben FGIrLA®fo die Bedeutung- 
wie in der vorigen. Der Strahl AC kann so aufgefafst ‚werden, 
als komme er von einem in seiner Richtung liegenden unendlich‘ 
fernen Punkte, aufserdem aber von dem Achspunkte A. Nach 
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seiner Brechung mufs er durch die Bilder beider leuchtenden Punkte 
gehen; zunächst also durch den Punkt J, welcher aus dem Durch- 
schnitt einer Parallelen 4J zu AC mit der Brennebene durch ® 
entsteht; sodann durch B, das Bild von A auf der optischen Achse. 


Fig. 13. 


Zwischen den Abständen AG —=a und BI = b besteht die Be- 
ziehung (9) S. 36. Die Gröfsen h,lyy% zeigen sich auf einfache 
Weise voneinander abhängig. Man findet aus A CG ~ AJ®: 


J:h =a: yo 
und au AHF Ê ACG: 
(a — P: mh =a:y. 
Daraus läfst sich bilden: 


I, =f Yo h = p Yo 


Dir eh re. tens) 
Diese Gleichung bleibt bei paralleler Verschiebung von AC unge- 
stört, da A, und yọ sich um gleich viel und im gleichen Sinne ändern. 


Fig. 14. 


Nur müssen h, und yọ entgegengesetzte Vorzeichen von l) annehmen, 
sobald sie auf die entgegengesetzte Seite der Achse zu liegen kom- 
men wie diese Gröfse. 
Von y, läfst sich beweisen, dafs es gleich y wird (Fig. 13). Aus 
BJ® ~ BDT folgt nämlich: 
yı:b = b : (b — o); 
Aus der dioptrischen Hauptformel (9) folgt aber: 


a:f=b:(b— p), 
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also: 1j. $ li = Y. 

Wir können nach dieser Betrachtung für beliebige Strahlen 
die Hauptebenen als brechende Flächen auffassen und annehmen, 
dafs zwischen C und D der Strahl parallel zur optischen Achse ver- 
laufe. Auch besitzen wir jetzt ein bequemes Mittel zur Konstruk- 
tion des Bildes B eines Achspunktes A. 

Wir wollen jetzt unsere Betrachtungen über die Lage der 
Brenn- und Hauptpunkte eines Systems brechender Kugelflächen 
verallgemeinern, indem wir die beiden brechenden Flächen der 
Fig. 10, S. 32, durch je zwei Hauptebenen eines Systems ersetzen. 
Die Brenn- und Hauptpunkte des ersten Systems (Fig. 14) seien 
F, ®, S, S| und diejenigen des zweiten Systems F,®,S,S,. (Man 
denke S, zwischen T und S, eingeschaltet). Wir suchen die Lage 
der Punkte P und T, nämlich des hinteren Brenn- und Hauptpunktes 
für das kombinierte System auf, indem wir ganz wie bei der ein- 
facheren Figur vorgehen und der Reihe nach erhalten: 


ha L lə EE y el, wie aT E er (1) 
ha = Ay (fa = A Man d) Same R Sie (2) 
Pı 


h 
Yo = (pı TT d) . . . . . . . (3) 
91 


und da auch CS, = y, so läfst sich die Gleichung der Geraden CD 
in der Form aufstellen: 


Yo l h 
=- ELLAS A aat Ba E LEN 4 
y Y + % + P: ( ) 


2 
und zwar in bezug auf das in der Figur angedeutete Koordinaten- 
system, dessen Anfangspunkt Sz ist. Man findet die Abscissen von 
T und P für y = h und y = 0 und aus der Differenz der Ab- 
scissen die hintere Brennweite ® des kombinierten Systems. Die 
Ausdrücke lauten ganz wie früher: 


tr d P2 
AE E A ra AA AAE (5) 
he RB en g ONAE 
a oz, er 
a EN N N RR ah 
Fe rg (7) 


Verlegen wir den Koordinatenanfang nach S, und zählen die Ab- 
scissen é nach entgegengesetzter Richtung als x, so finden sich für 
Parallelstrahlen zur optischen Achse, die von der entgegengesetzten 
Seite her auf das System fallen, Gröfsen &'&"F, welche die Lage des 
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vorderen Brenn- und Hauptpunktes des kombinierten Systems fest- 
stellen und durch Vertauschen der Buchstaben und Indices der 
letzten drei Ausdrücke sich ergeben wie folgt: 


Al NLA. an BB N Zee 

~ Pı +hr—d (59) 

VERDERE i I È; amia a EN, R, ne naa a 

9 +fh—d (6%) 

AN- RB EL RA nee (Fra 
£ A ar EEEE. er 


Nur der Abstand ò der beiden Hauptpunkte voneinander wird 
gegen früher ein bifschen verändert erhalten, wie die Figur lehrt, 


nämlich: 
(a + ò + ò) — (x + E) = d. 
Dagegen findet sich ganz wie damals : 


EARME, T 
D Pp (8) 


Gehen wir an der Hand dieser allgemeinen Gleichung, die auch die 
einfachen Fälle einschliefst, diese wieder durch und bezeichnen durch 
einen Index an F und ® die Anzahl der brechenden Kugelflächen, 
zu deren System F und ® als Brennweiten gehören, während wir, 
abweichend von der Bedeutung in (8), unter f und @ die Brenn- 
weiten verstehen, die zu einer einzelnen brechenden Fläche gehören, 
und zwar zu der sovielten des Systems, als ihr Index ausfagt, so 
gilt zunächst als selbstverständlich die Gleichung: 


u, 

Dı pı? 
sodann gemäfs (8), indem wir rechter Hand an Stelle der beiden 
Systeme wieder zwei einzelne brechende Flächen setzen: 


P D d 
®, Pi 9 Pı P2 

Nehmen wir für das erste System rechter Hand in (8) dasjenige mit 

den Brennweiten F, und ®,, für das zweite aber eine dritte bre- 

chende Fläche mit den Brennweiten f3 und 93, so folgt: 


FE RR ER NZ E 

D; D: 9; Pı P2 P3 
So fahren wir fort, indem wir jedesmal an erster Stelle in (8) die 
Brennweiten F;_, und ®;_, des Systems der <—1 ersten Brechungs- 


flächen einführen, an zweiter Stelle aber die Brennweiten f; und p; 
der iten Fläche. Man erhält darum allgemein: 
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FH_Fa h_ Aafa -h SRELI NUAN (9) 
®; Di—ı Pi  P1P2P; +... Pi 
Vermöge früherer Untersuchungen können wir von dem Ver- 
hiltnis der Brennweiten einer brechenden Fläche zu dem Verhältnis 
der absoluten Brechungsindices der von ihr getrennten optischen 
Mittel übergehen. Wir fanden nämlich nach (3) S. 27 in unserer 
gegenwärtigen Bezeichnungsweise allgemein : 
Qi = Mifi, 
wo n; den Brechungsindex beim Übergang des Lichts vom ¿ten zum 
i + lten Mittel bedeutet. Nach Seite 25 ist aber 
u vı Va V3 Vi 


M == Ng = — Na ZZ — ste. Ho Em 
2 v 7 v A V s Vi 


unter v; den absoluten Brechungsindex des Mittels hinter der ¿ten 
Trennungsfläche verstanden. Demnach wird aus (9): 


F; VVVaVa seien RE; 
De ae a OE en 
d. h. für das Verhältnis der Brennweiten eines Systems brechender 
Kugelflächen sind lediglich die absoluten Brechungsindices des ersten 
und letzten Mittels entscheidend. Hat das erste und letzte Mittel 
denselben absoluten Brechungsindex, sind z.B. die äufsersten Mittel 
beide atmosphärische Luft von gleicher Dichtigkeit, so wird: 
F,=9,. 
Wir haben schon gesehen (S. 37), dafs in solchem Falle die Haupt- 
und Knotenpunkte identisch sind. Eine einfache oder zusammen- 
gesetzte Glaslinse z. B., welche auf der vorderen und Hinterseite von 
Luft umgeben ist, besitzt zwei Hauptpunkte, welche zugleich ihre 
Knotenpunkte sind. Das menschliche Auge dagegen stellt ein 
System brechender Kugelflächen dar, dessen vorderstes Mittel die 
atmofphärische Luft, dessen letztes Mittel aber die sogenannte Glas- 
feuchtigkeit des Augapfels bildet. Beim Auge also fallen die Haupt- 
und Knotenpunkte nicht zusammen. 


8. 7. 


Die einfache Linse und ihr optischer Mittelpunkt. Wie 
bekannt, ist die einfache Linse ein System von zwei brechenden 
Kugelflächen. Das Mittel, welches dieselben einschliefsen, ist in der 
Regel Glas oder Krystall. Der Form nach unterscheidet man Kon- 
vex- oder Konkavlinsen, je nachdem die am stärksten gewölbte von 
beiden Kugelflächen ihre Wölbung nach aufsen oder innen kehrt. 
Zu der ersten Art gehören die Bikonvex-, Plankonvex- und Konkav- 
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konvexlinsen, zur zweiten die Bikonkav-, Plankonkav- und Konvex- 
konkavlinsen, deren Name zugleich auch Auskunft über die Form 
der schwächer gewölbten Linsenseite giebt. Konvexlinsen werden 
auch Sammellinsen genannt, weil parallele Lichtstrahlen, welche auf 
die Vorderseite einer solchen treffen, sich in der hinteren Brenn- 
ebene in einem Punkte sammeln (Brenngläser). Demgemäfs könnten 
Konkavlinsen auch Zerstreuungslinsen heifsen, weil die Strahlen, 
welche unter sich parallel auf ihre Vorderseite fallen, hinter der 
Linse divergieren, und zwar so, als ob sie von einem Punkte der 
vorderen Brennebene kämen, 

Von den Parallelstrahlen eines Lichteylinders, der auf die 
Vorderseite der Linse fällt, durchdringt einer, der Hauptstrahl, die- 
selbe, ohne seine Richtung zu ändern, indem er durch die zweimalige 
Brechung nur eine kleine Parallelver- 
schiebung erleidet. Aus dem Bisherigen 
wissen wir, dafs es derjenige Strahl ist, 
welcher bei gehöriger Verlängerung den 
vorderen Knotenpunkt trifft und dessen 
austretender Teil ebenso durch den hin- 
teren Knotenpunkt geht. Aufser den 
Knotenpunkten läfst sich aber noch ein 
Punkt der Achse, der optische Mittel- 
punkt, angeben, durch welchen alle 
Hauptstrahlen dringen müssen. 

Strahlen, welche durch die Linse 
nicht von ihrer Richtung abgelenkt 
werden sollen, müssen beim Ein- und Austritt gleiche Winkel mit 
den Einfallsloten bilden, was nur möglich, wenn letztere parallel 
sind. Zieht man also in Fig. 15 zwei parallele Radien r und r’ der 
Linsenoberfläche und verbindet die zugehörigen Oberflächenpunkte, 
so erhält man den Weg NN’ eines Hauptstrahles im Innern der 
Linse. Ein zweiter Hauptstrahl ist die optische Achse. Nun findet 
sich die Lage des Schnittpunktes O dieser beiden Strahlen zu den 
Kugelcentren M und M’ aus OMN ~ OM'N' gemäls der Pro- 


am DB: 0M er: yi 
aus welcher eine neue folgt: 
(r — 0M): — OM) =r:r 
oder kürzer, wenn 0S=E£und OS’ —= | gesetzt wird: 


Fig. 15. 


Bey: a 
Setzen wir aufserdem & + &' = d, so berechnet sich: 
Er sie 
Bee und & Eiern 
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Wir sehen zunächst, dafs die Lage des Punktes O unabhängig ist 
von dem Winkel, den die gezogenen Radien mit der optischen Achse 
einschlie[sen, sodann, dafs für die symmetrische Linse, bei welcher 
r— r', der optische Mittelpunkt die Linsendicke d halbiert. Bei ° 
einer Linse, welche einerseits plan geschliffen ist, mufs einer der 
Radien, z. B. r =» gesetzt werden. Man findet: 


d. h. der optische Mittelpunkt fällt mit S’ zusammen. 

Die Knotenpunkte P und P’ lassen sich ihrer Lage gegen O 
nach feststellen als die Schnittpunkte der verlängerten äulseren 
Hauptstrahlen mit der optischen Achse, für den Fall, dafs die Winkel 
der Hauptstrahlen mit der optischen Achse unendlich klein werden 
(vergl. S. 28). Aus Dreieck ONP folgt: 

era, 
sin & sin (y + 1) 
während zugleich nach dem Brechungsgesetz gilt: 
sinn = N sin £. 
Da wir beim Übergang zur Grenze (œ — 0) mit lauter sehr kleinen 
Winkeln zu thun haben, so dürfen wir das Verhältnis der Winkel 
gleich dem ihrer Sinus setzen, wonach: 
n — € (n—1)s 
OP =" 0N = 0N =. 
PFA y Hne 
Ferner findet sich mittels des Sinussatzes, ebenfalls mit Rücksicht 
auf die Kleinheit der Winkel, aus Dreieck O MN: 
ON 


p= OM €, 


also nach Substitution dieses Wertes in den letzten Ausdruck: 


OP = hi la aE. ON. 
ON 
omt” 
Im Grenzfalle, wo & und y verschwinden, wird ON = OS = E und 
es ist OM = r — é Benennen wir den Grenzwert von OP mit &, 
so haben wir: 
n — 1 


A 
er... 
r— é ani 
Genau nach dieser Form läfst sich ein & = OP' aus &’' bilden, und 
in beiden die Brüche im Nenner umformen in: 
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a ANa d 

r—E r-—-! r+r—d 
» so dafs schliefslich die Proportion bestehen mufs: 
eier. 

Der ungefähre Betrag des Koeffizienten von é und &’ in der Formel 
für & und & ist für Glaslinsen !/;, weil n für Luft und Glas bei allen 
Glassorten nahe 3/, beträgt und der Bruch im Nenner gegen n meist 
vernachlässigt werden kann. 

Da die é und é von der Linsendicke abhängen, so werden die 
Punkte SS’PP’ sämtlich mit dem optischen Mittelpunkte O zu- 
sammenfallen, wenn die Linse unendlich dünn wird. Man bedient 
sich dieser Fiktion häufig, um die Betrachtungen von Linsensyste- 
men zu vereinfachen. Da mit den Knotenpunkten auch die beiden 
Hauptebenen der Linse zusammenfallen, so hat die unendlich dünne 
Linse nur eine brechende Ebene, welche normal zur optischen Achse 
durch den optischen Mittelpunkt geht. Die beiden Brennweiten 
sind, wie bei allen Glaslinsen, einander gleich und werden vom 
optischen Mittelpunkte aus gemessen. Die Hauptstrahlen gehen un- 
gebrochen durch letzteren hindurch. 

Ist f die (vordere und hintere) Brennweite einer Linse, @ und b 
die Abstände eines leuchtenden Punktes und seines Bildes von den 
Hauptebenen, so folgt aus (9) §.5 die dioptrische Hauptformel in der 
Form: 


1 1 1 
‚tı Try 


welche selbstverständlich auch für die unendlich dünne Linse gilt. 


8. 8. 


Lage und Gröfse der Bilder an Konvexlinsen. Da die 
Beziehungen, welche an unendlich dünnen Linsen aufgefunden 


Fig. 16. 


werden, sich mittels der Kenntnis von den Haupt- und Knoten- 
punkten sehr. leicht auf Linsen von endlicher Dicke übertragen 
lassen, so wollen wir der Einfachheit wegen von nun an, wo nicht 
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ausdrücklich etwas anderes bestimmt wird, nur Linsen der ersteren 
Art in Betracht ziehen. 

Zur Bestimmung der Lage des Bildes P’ eines leuchtenden 
Punktes P vor der Linse (Fig. 16) bedienen wir uns der Konstruk- 
tion mittels eines Hauptstrahles und eines anderen, welcher der 
optischen Achse parallel läuft, nach der Brechung aber durch den 
hinteren Brennpunkt F’ geht. Es sei AO=a und OB =b. So lange 


a>f 
mufs jenseits der Linse Schnitt von PO und NF’ erfolgen, wie aus 
Paralleltrapez OPNF' hervorgeht und die dioptrische Hauptformel 
bestätigt; denn 
a > f entspricht b > J. 
Zugleich wird durch die Lage des Hauptstrahles entschieden, dafs 
das Bild BP’ einer Linie AP die entgegengesetzte Lage annimmt, 
überhaupt das Bild eines Gegenstandes bei A völlig umgekehrt, oben 
und unten, rechts und links vertauscht erscheint. Es ist ein reelles 
oder Luftbild (S. 27, §. 2). Gegenstand und Bild können ihre Plätze 
vertauschen. 
Sobald, wie für den Lichtpunkt P9, 


Gh 
so zeigt das Parallelogramm P,NF’O, dafs die vom Gegenstande 
ausgehenden Strahlen sich nach der Brechung nicht mehr schneiden, 


Fig. 17. 


vielmehr einander parallel werden, womit b = œ nach der Haupt- 
formel übereinstimmt. Denken wir uns die Richtung dieser Strahlen 
etwa durch Spiegelung in die entgegengesetzte verwandelt, so folgt, 
dafs die Bilder unendlich ferner Gegenstände in der Brennebene 
entstehen. 

Wird endlich, wie in Fig. 17, 


u, 


so können sich PO und N F’ nicht mehr jenseits der Linse zu einem 
reellen Bilde vereinigen, sondern sie werden für ein Auge, das 
Strahlen hinter der Linse empfängt, von einem Punkte P’ vor der 
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Linse her zu kommen scheinen, in welchem die Rückwärtsverlänge- 
rungen der Strahlen zusammentreffen. Von einem Gegenstande 
sieht das Auge in diesem Falle ein aufrechtes imaginäres oder Schein- 
bild. Dieser Lage entspricht das Resultat der dioptrischen Haupt- 
formel, welche für æa < f einen negativen Wert von b ergiebt, 
nämlich 


CRA. "i 
b = A 
n EA PO r 
dessen absoluter Betrag < f sein wird, je nachdem 
Bi 
a = a f 
ausfällt. Für a = f wird b = — œ und, wieder absolut genommen, 


allgemein b > a, weshalb ein Tausch der Örter von Objekt und 
Bild nicht möglich ist. 

Die lineare Gröfse sowohl der reellen als der imaginären Bilder 
ist proportional ihrem Abstande von der Linse, wie unmittelbar 
daraus hervorgeht, dafs das Bild irgend eines Gegenstandes immer 
von den äufseren Hauptstrahlen begrenzt bleibt. 

Bild und Gegenstand sind gleich grofs für 


abe: 2f. 


8.9. 


Camera obscura und Auge. Ein Bild der Sonne kann auf einem 
Schirme aufgefangen werden, wenn die Sonnenstrahlen nur durch 
ein feines Loch (von beliebiger Form) auf die Fläche des Schirmes 
fallen können. Auch jeder andere 
helle Körper, ein Fenster oder eine 
Lampe, entwirft auf solche Weise 
sein eigenes Bild, das jedoch wegen 
der geringen Dicke der eindrin- 
genden Strahlenbüschel sehr licht- 
schwach wird und um so mehr, je 
weiter der Schirm sich von der 
Lichtöffnung entfernt. Übrigens 
bestehen keine Beziehungen zwi- 

` schen dem Abstande der letzteren 
von Objekt und Bild. 

Erweitert man die Lichtöffnung, um eine Konvexlinse darin 
einzusetzen, hält man aufserdem das seitliche zerstreute Licht durch 
Wände ab, so entsteht die Dunkelkammer, welche uns ebenfalls 
gestattet, die Bilder von Gegenständen aufzufangen, die vor der 


Fig. 18. 
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Linse sich befinden. Hier aber werden die Bildpunkte lichtstärker, 
weil von Lichtkegeln erzeugt, welche den Linsenquerschnitt zur 
Basis haben; der Abstand des auffangenden Schirmes (z. B. der 
lichtempfindlichen Platte beim Photographieren) von der Linse mufs 
ein ganz bestimmter sein, da der Schirm nur von den Spitzen der 
Strahlenkegel getroffen werden darf, wenn das Bild klar erscheinen 
soll, weil sonst die Punktbilder, zu kleinen Kreisen erweitert, in ein- 
ander übergreifen. Endlich geht aus unseren früheren Betrachtungen 
hervor, dafs die Bildweite von der Entfernung des Objektes abhängig 
ist und um so gröfser werden mufs, je näher dieses rückt; denn in 
Fig. 16 erfolgt der Schnitt der Strahlen PO und NF’ um so früher, 
je grölser a gegenüber f. Darum wird die Linse der Dunkelkammer 
in eine Röhre gefafst und läfst sich in dieser vor- und rückwärts 
schieben, dem Schirm nähern und entfernen. 

Die Dunkelkammer ist gewissermafsen ein Modell des mensch- 
lichen Auges, das hier kurz beschrieben werden soll. Der fast kuge- 
lige Augapfel (Fig. 18) wird zum gröfseren Teil von einer weisen 
Haut, die man harte Haut nennt, umgeben und ist in der Augen- 
höhle durch Muskeln beweglich, so dafs seine lichtdurchlassende 
Seite A nach verschiedenen Gegenständen gerichtet werden kann. 
Dieser Teil des Augapfels ist etwas erhaben und von der durch- 
sichtigen Hornhaut (cornea) verschlossen. Durch die Hornhaut 
hindurch wird die farbige Regenbogenhaut (Iris) nach aufsen sicht- 
bar, welche den Augapfel in zwei Kammern B und D scheidet, die 
nur durch ein kreisrundes Lichtloch (pupilla) von veränderlichem 
Durchmesser miteinander in Verbindung stehen. In jeder der 
Kammern befindet sich ein lichtbrechendes Mittel, vor der Iris bei B 
die wässerige Feuchtigkeit, hinter derselben, in der inneren Kam- 
mer D, der gallertartige Glaskörper, auch Glasfeuchtigkeit genannt. 
Hinter der Pupille ruht, und trennt beide Feuchtigkeiten vonein- 
ander, die bikonvexe Kristalllinse C, in welcher zarte Platten einen 
dichteren Kern umschliefsen. Der Pupille gegenüber ist die innere 
Haut EE der hinteren Kammer des Augapfels, die sogenannte 
Netzhaut (retina), von fein verzweigten Ausläufern des Sehnervs 
durchzogen; ein stärkerer Nervenstrang F verbindet sie, die Augen- 
höhle durchdringend, mit dem Gehirn und übermittelt dem Bewulst- 
sein die Eindrücke, welche die Netzhaut empfängt. Von den vier 
auf der Achse der Kristalllinse markierten Punkten bei B und C 
treffen zwei in die letztere selbst und deuten die Lage der Knoten- 
punkte eines gesunden Auges, zwei in die wässerige Feuchtigkeit 
und deuten die Hauptpunkte ungefähr an. 

Fällt von einem entfernten leuchtenden Punkte ein Strahlen- 
kegel auf das Auge, so wird er, soviel von ihm die Pupille durch- 
dringt, durch die beiden Feuchtigkeiten und vornehmlich durch die 
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Kristalllinse stark gebrochen; es entsteht ein sehr verkürzter Strahlen- 
kegel von entgegengesetzter Lage, dessen Spitze auf die Netzhaut 
trifft und hier einen Lichtreiz von verschiedener Stärke bewirkt, je 
nach der Helligkeit des Objektes und der Öffnung der Pupille. Un- 
willkürlich verengt sich die letztere bei zu starkem Lichtzutritt und 
erweitert sich bei schwacher Objektbeleuchtung. 

Unser Vorstellungsvermögen konstruiert, auf Erfahrung gestützt, 
sofort aus dem empfangenen Nervenreiz die Ursache desfelben und 
versetzt den leuchtenden Punkt in die Richtung des Hauptstrahles, 
d. h. in die Verbindungslinie des Punktes mit dem vorderen Kno- 
tenpunkte des Auges. Ja es beurteilt auch die Entfernung des 
Lichtpunktes nach der Divergenz der auf die Pupille fallenden 
Strahlen, obwohl dieselben bei einem gesunden unbewaffneten Auge 
nicht mehr als 33 Minuten betragen kann. So erklärt es sich, dafs 
das Bild eines äufseren Gegenstandes, welches in umgekehrter Lage, 
ganz wie in der Dunkelkammer, auf der Netzhaut entworfen wird, 
bei uns die Vorstellung des Gegenstandes selbst, und zwar in auf- 
rechter Lage und am richtigen Orte hervorruft. 


$. 10. 


Günstigste Sehweite. Gegenstände von verschiedener Ent- 
fernung entwerfen ihr Bild in verschiedenem Abstande von der 
Netzhaut, aber das Auge vermag, sobald sich unsere Aufmerksam- 
keit auf einen bestimmten Gegenstand richtet, dessen Bild genau 
auf die Netzhaut zu bringen. Man weifs nicht, ob dies ausschliefs- 
lich, wie bei der Dunkelkammer, durch Vor- und Rückwärtsschieben 
der Kristalllinse geschieht, oder zugleich durch eine Formverände- 
rung derselben, welche eine Veränderung ihrer Brennweite nach 
sich zöge. Diese Fähigkeit des Auges nennt man das Akkommo- 
dationsvermögen. Dasfelbe findet seine Grenze bei sehr nahe ge- 
legenen Objekten, von deren Lichtpunkten stark divergierende 
Strahlenbüschel auf die Pupille fallen. Solche vereinigen sich erst 
hinter der Netzhaut wieder zu Punkten, auf der Netzhaut selbst 
aber bilden sie kleine Lichtkreise, welche ineinander übergreifend 
verworrene Flächenbilder liefern. Löst man jedoch durch ein Karten- 
blatt, das einen feinen Nadelstich erhält und vor das Auge gehalten 
wird, von den Lichtkegeln, welche auf die Pupille eindringen, ein- 
zelne schmale Lichtbüschel ab, so geben diese auf der Netzhaut 
wieder Punktbilder, also auch klare Flächenbilder eines Gegen- 
standes. Macht man innerhalb Pupillenbreite einen zweiten Nadel- 
stich auf das Kartenblatt, so dringen jetzt zwei Lichtbüschel von 
jedem Punkte ins Auge, welche sich wegen zu grofser Nähe des 
Gegenstandes auf der Netzhaut nicht vereinigen, also auch je zwei 
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Punktbilder erzeugen. Man glaubt nun das Objekt doppelt zu sehen 
und erst bei weiterer Entfernung des Objektes fallen beide Bilder 
wieder zusammen. Der Abstand, bei welchem dies geschieht, heifst 
die günstigste Sehweite und beträgt bei gesunden Augen 25 bis 30 cm. 
Merkwürdig ist, dafs jenseits der günstigsten Sehweite die Punkt- 
bilder wieder sich trennen, das Auge also, während es durch die 
Nadelstiche blickt, sich den gröfseren Abständen nicht akkommodiert, 
sondern starr auf günstigste Sehweite eingestellt bleibt. Die beiden 
Lichtbüschel eines Punktes treffen sich dann vor der Netzhaut und 
divergieren wieder, ehe sie diese erreichen. 

Etwas Ähnliches ist bei Aurzsichtigen Augen immer der Fall. 
Auch wenn sie nicht durch Löcher oder Spalten blicken, vereinigen 
sich in ihnen die Lichtkegel entfernterer Punkte vor der Netzhaut, 
während nur die stark divergierenden Lichtkegel von nahen Punkten 
Bilder auf die Netzhaut senden. Man hilft dem UÜbelstande durch 
konkav geschliffene Brillengläser ab, welche die Brennweite des 
Auges vergröfsern. Weitsichtige Augen vereinigen nur die Strahlen 
fernliegender Punkte, während die Bilder der näheren sehr bald 
hinter das Auge projiziert werden. Man vermindert die Brenn- 
weiten solcher Augen durch Vorsetzen konvex geschliffener Brillen- 
gläser. Weitsichtige Augen haben grolse günstigste Sehweiten, 
kurzsichtige zuweilen erstaunlich kleine. 


$. 11. 


Sehwinkel, Lupe. Um an einem Gegenstande mehr als 
einen leuchtenden Punkt zu unterscheiden, mufs das Objekt dem 
Auge eine gewisse scheinbare Gröfse darbieten. Als Mafs der schein- 
baren Grölse dient der Winkel, welchen die äufsersten Haupt- 
strahlen des Objektes im vorderen Knotenpunkte des Auges ein- 
schliefsen und welcher Sehwinkel heifst. Sinkt dieser unter einen 
bestimmten Betrag, der übrigens von der Form und der Leucht- 
kraft des Objektes abhängt, herab, so verschwindet das letztere dem 
Auge ganz, oder reduziert sich ihm auf einen Punkt ohne merkbare 
Ausdehnung. Will man kleine Gegenstände oder kleinere Teile 
eines gröfseren noch deutlich erkennen, so nähert man ihnen das 
Auge und vergröfsert dadurch den Sehwinkel, unter welchem sie 
erscheinen. Für diese Annäherung bildet aber die günstigste Seh- 
weite eine Grenze, welche sich nur unter schmerzhafter Anstrengung 
des Auges, oder schmerzlos durch Anwendung künstlicher Mittel 
überschreiten läfst. Wie schon erwähnt, können wir durch einen 
Nadelstich in Kartenpapier Gegenstände noch in sehr geringem Ab- 
stande vom Auge deutlich erkennen, dieselben müssen aber gut be- 
leuchtet sein, weil durch die feine Öffnung nur äufserst wenig Licht 

Vogler, Praktische Geometrie. 4 
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ins Auge fällt. Das Auge (Fig. 19) versetzt alle so gesehenen 
Objekte in günstigste Sehweite w und schätzt dort ihre Gröfse. Die 
Fig. 19. Vergröfserung v ist das Verhältnis 
eines scheinbaren Durchmessers D 
des Bildes zum wahren d des Ob- 
jektes, so dafs 
A Re 
il A 
wird. Für ein und dasfelbe Auge 
ist daher die Vergröfserung um- 
gekehrt proportional dem Abstande des Objektes vom Auge. Unter 
diesem Abstande wird hier wie auch später der Abstand vom vór- 
deren Knotenpunkte des Auges verstanden, und aufserdem ange- 


Fig. 20. 


nommen, dals letzterer Punkt bis an das Kartenblatt herangebracht 
werden könne. 

Ein besseres Mittel um zur Vergrölserung des Sehwinkels die 
Annäherung des Auges an das Objekt zu ermöglichen, bildet die 
Konvexlinse, welche, zu diesem Zwecke zwischen Objekt und Auge 


Fig. 21. 


eingeschaltet, Lupe genannt wird. Von einem Gegenstande A, der wie in 
Fig. 20 innerhalb der Brennweite vor die Linse O gehalten wird, entsteht 
nach dem Früheren ein noch weiter vorwärts gelegenes aufrechtes 
Scheinbild B. Ein Auge dicht bei der Lupe, das nicht eben in der 
Linsenachse zu sein braucht, verlangt das Bild in günstigster Seh- 
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weite w, und sieht es daselbst, obwohl der Gegenstand näher steht. 
Da das Bild zwischen den äufsersten Hauptstrahlen OA und OC des 
Objektes entstehen muls, so schliefsen diese für ein Auge in O den 
Sehwinkel BOD ein, welcher gröfser ist als der natürliche Sehwinkel 
BOE, unter dem das Objekt in günstigster Sehweite erschiene. 
(CE|| OB). Unter der Vergröfserung v verstehen wir das Ver- 
hältnis des vergröfserten Sehwinkels zum natürlichen, oder, da wir 
das Maís der Tangente BD und ihres Bogens als gleich betrachten 
dürfen, das Verhältnis H : h eines Bilddurchmessers und des zuge- 
hörigen am Objekte. 

Geht das Auge (Fig. 21) etwas zurück, so mufs ihm das Bild 
im Abstande w folgen. Auch das Objekt nähert sich der Linse; sein 
Ort wird leicht mittels des unveränderlichen Strahles @F’, der 
Parallelen GE’ zur optischen Achse und des Hauptstrahles D'O in 
C’ festgelegt. Denkt man sich D’ mit dem vorderen Knotenpunkte O' 
des Auges verbunden, so ist B'O'D' der Gesichtswinkel für den 
vergrölserten Gegenstand, und die Vergröfserung v wird das Ver- 
hältnis des Gesichtswinkels, unter welchem AC dem bewaffneten 
Auge erscheint, zu dem Sehwinkel für das unbewaffnete Auge, der 
in Fig. 20 durch BOE und demgemäls durch B'O'E' in Fig. 21 
dargestellt ist. Mit gleichem Rechte wie zuvor gilt: 
PRO:S AREE A, 
AF a e aht Eea oA 
da. sich die Höhen des Bildes und Objektes zwischen zwei Haupt- 
strahlen verhalten, wie die absoluten Werte ihrer Abstände B'O und 
A'O vom optischen Mittelpunkte der Linse. Nach der dioptrischen 
Hauptformel (S. 44) wird zunächst: 


® 


ER Er 
al E 
darin aber b negativ, wenn « < f. Also hat man: 
a=40;b=—-P0=-00" —- BO =00 — w, 
ferner: 
B'O b f— 


I 


AOSE g F IF 
daher allgemein, nach Einsetzen des letzten Wertes von b: 
VE 
y 
Für 00' = f wird v = w : f und für O 0' = 0 hat man: 
w 
4* 
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Man sieht daher, dafs die Vergröfserung für das Auge einnal 
von dessen Stellung (in 0’), dann aber von seiner günstigsten Seh- 
weite w, endlich von der Brennweite f der Lupe abhängt. Weit- 
sichtigen Augen dicht hinter der Linse leistet sie die stärkstmögliche 
relative Ver gröfserung. 

Fig. 22, welche nach dem Vorhergegangenen leicht verständlich 
ist, zeigt übrigens, dafs die Sehwinkel BOD und BOD', unter deren 
zwei Augen von den Sehweiten w und w' in O den Gegenstand er- 
blicken, nur unwesentlich voneinander abweichen, und für jedes 
Auge in F’ sogar genau von einerlei Gröfse sein müssen. 

Es ist ferner ersichtlich, dafs Konvexlinsen von gleicher oder 
gröfserer Brennweite als w für ein Auge in F’ nicht vergröfsern 


Fig. 22. 


können. Man nimmt zu Lupen daher nur solche von wenigen 
Centimetern Brennweite. Je mehr f gegen b verschwindet, um so 
näher wird a = f in der Formel: 


=, = sQ ma). 


in welcher b negativ, f — b = f + w — 00’ also jedenfalls positiv 
ist. Ebendaher mufs, je näher das Auge der Lupe kommt, um so mehr 
der Gegenstand zum Brennpunkte hinrücken. Bei kräftigen Lupen 
nimmt die Rechnung zuweilen an, dafs er sich daselbst befinde, die 
Lichtbüschel, welche in die Pupille gelangen, also aus parallelen 
Strahlen beständen. In Wirklichkeit ist dies nicht der Fall und das 
hinter F’ zurücktretende Auge empfindet sehr bald die Divergenz 
der Lichtstrahlen in einer Schwächung der Helligkeit des Bildes 
vereinzelter leuchtender Punkte. Da sich hierbei aufserdem das 
Gesichtsfeld, nämlich der Winkel, den der vordere Knotenpunkt des 
Auges mit den Rändern der Lupe bildet, beträchtlich vermindert, so 
wird das Auge sich stets der Lupe zu nähern suchen. 

Es könnte nun scheinbar durch weiteres Annähern des Objektes 
an den vorderen Brennpunkt der Linse das Bild in jeder beliebigen 
Entfernung vom Auge gesehen werden. Jedoch werden die Bilder 
sehr undeutlich, sobald wir sie etwas über günstigste Sehweite ent- 
| fernen, ganz ebenso, wie wenn wir darunter gehen. Also scheint 


www.rcin.org.pl 


$. 11 und 12. Lupe. Kugelabweichung. 53 


auch beim Sehen durch die Lupe ein nahes Auge sich starr auf 
günstigste Sehweite einzustellen und sein Akkommodationsvermögen 
zeitweilig ganz oder teilweise zu verlieren. 

Es giebt allerdings Beobachter, welche versichern, ihr Auge 
durch Übung daran gewöhnt zu haben, dafs es auch durch Lupen 
die Bilder in grofser (unendlicher) Entfernung erblickt, wozu das 
Objekt in die Brennebene der Lupe rücken mufs. Diese Gewöh- 
nung soll viel zur Schonung des Auges beitragen. 


Lichtstrahlen, welche in der Nähe des optischen Mittelpunktes ein- 
fallen, nach der Brechung durch eine Konvexlinse sich in einem 
Punkte vereinigen. Dafs dies aber nicht für alle Strahlen gelten 
kann, zeigt eine Betrachtung der Linsenform. Nehmen wir als 
Beispiel die plankonvexe Linse der Fig. 23 vor und lassen auf die 
ebene Seite, parallel 
der optischen Achse, 
u Lichtstrahlen fallen, so 
; werden diese auf der 
Vorderfläche nicht, auf 
der krummen Hinter- 
fläche aber um so stär- 
ker vom Einfallslot ge- 
brochen, je weiter sie 
von der Linsenachse 
entfernt liegen. Eben 
dieser Umstand ver- 
einigt die mittleren Strahlen nahezu in einem Punkte, sammelt die 
äufsern dagegen näher der Linse und erzeugt so als Bild des fernen 
Objektpunktes ein Kreischen vom Durchmesser AB, durch welches 
sämtliche Lichtstrahlen gehen. Ähnliche Kreischen entsprechen 
auch den übrigen Objektpunkten. Sie übergreifen sich gegenseitig 
und liefern darum kein scharfes Flächenbild. Dasfelbe erscheint 
vielmehr wie von einem Nebel leicht bedeckt. In gleicher Weise 
verzerren sich auch die Bilder von Objekten, welche nicht so 
weit entfernt sind, dafs ihre Punkte parallele Lichtstrahlen ver- 
senden. 

Wir suchen jetzt für den vorerwähnten Fall den Abstand FF’ 
oder die sphärische Abweichung auf der Achse zu berechnen. Sei 
p = CF der Abstand vom Kugelmittelpunkte C (Radius = r), in 
welchem ein Strahl nach der Brechung die Achse schneidet, sei 5 


$. 12. 
Kugelabweichung. Bisher galt uns als bewiesen, dafs parallele 
N 


Fig. 23. 
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ferner f die Brennweite und n der Brechungsindex für Luft und 
Glas, so giebt das Dreieck CFE nach dem Sinussatze und dem 
Brechungsgesetze: 


RR sinß _ „, sin & 

En ai P Sijes sin (B — «) 

Daraus wird nach Entwickelung des Nenners und indem man ihn 
nur durch sin & ausdrückt, sodann aber rational macht: 


p = = 1 (n V1 — sinta + V1 — n?sin?a) . . (1) 
Fig. 23. Für &=0 erhält man: 


nr 
á — 
4 Po n b2 


und weil nach der Figur 


und 8.7” f=m —r, 
auch: 


re 


ry 
n — 1 


Durch Entwickelung 

der Wurzelausdrücke 

unter (1) in Reihen, von denen nur je zwei Glieder beibehalten 
werden, erhält man: 

nr 

n—1 


(1 — Yan sin? a), 
demnach: 


Mr sina _ n?r? sinta 
ATE A A E T T, 


Setzt man « für « ein, so wird 2r sina’ die Öffnung der Linse ge- 
nannt und es ergiebt sich die Kugelabweichung FF' auf der Achse, 
oder p — p' wie folgt: 


ADANTA n? Quadrat der Öffnung 
PATT 8 u er Brennweite (2) 


Unter Abänderung des vorderen Koeffizienten gilt diese Gleichung 
auch für Bikonvexlinsen. Ubrigens ändert sich der Koeffizient, je 
nachdem man dem Objekte die stärker gewölbte oder die flachere 
Linsenfläche zukehrt, in welchem ersteren Falle er am kleinsten 
wird. In dem oben behandelten Falle würde nach Umkehrung der 
Linse die Kugelabweichung beträchtlich kleiner ausgefallen sein, 
und es läfst sich sogar eine Linse von der besten Form in Hinsicht 
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der Kugelabweichung angeben, deren Radien sich verhalten wie 

(4 +n—2n?) : (2n? +n) Statt ihrer wendet man häufiger 

die plankonvexe Linse an; ihre Kugelabweichung (in günstiger 

Lage zum Objekt) verhält sich zu jener für die beste Form wie: 
1,08 : 1,00. 

Hier wird gleiche Öffnung und Brennweite vorausgesetzt. 

Doppellupen. Will man, wie bei Lupen, kleine Brennweiten 
erzielen, so mufs auch die Öffnung entsprechend herabgesetzt werden, 
denn man wendet, aus Gründen, welche Formel (2) andeutet, bei 
Plankonvexlinsen kein gröfseres Verhältnis von Öffnung und Brenn- 
weite an als 1:2, höchstens 3:5. Kleiner als die Pupille darf 
aber die Linse füglich nicht werden, man mufs daher, um kleine 
Brennweiten zu erzielen, zwei Linsen miteinander vereinigen. Eine 
Doppellinse bietet dabei den Vorteil kleinstmöglicher Kugelab- 
weichung, insofern diese auf zwei Linsen von grölserer Brennweite 
und verhältnismäfsig kleiner Öffnung verteilt wird. Wegen gröfserer 
Klarheit ihrer Bilder strengt die Doppellupe das Auge bei weitem 
weniger an als eine einfache, und sollte daher beim Ablesen von 
Nonien etc. immer zur Anwendung kommen. Gewöhnlich wird 
sie aus Plankonvexgläsern zusammengesetzt, welche die erhabenen 
Seiten einander zukehren. 

Die gemeinsame Brennweite f zweier Konvexlinsen berechnet 
sich leicht nach $. 6, Formel (7°). Sind f und f, ihre Brennweiten, 
d ihr Abstand, so geht, da für jede Linse nur eine Gröfse der 
Brennweite besteht, (7) und (7°) über in 


a E 


Man nennt f die Brennweite der äqwivalenten Linse, d. h. derjenigen, 
welche die beiden gegebenen Linsen in ihrer Gesamtwirkung zu 
vertreten vermöchte. Leicht liefse sich noch nach (5) und (5°) des 
$. 6 die Lage der Hauptpunkte des Systems berechnen, ebenso der 
Abstand Ò derselben voneinander. Man erkennt aus (7**), dafs 


A 4 
solange KDU SA 


dafs somit der Zweck erreicht wurde, eine Lupe von kurzer Brenn- 
weite, aber nur geringer Kugelabweichung zu erhalten. 


8. 18. 


Farbenabweichung bei Lupen. Aufser in der sphärischen, 
tritt in der chromatischen oder Farbenabweichung der Linsen ein 
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Übelstand auf, welcher die Deutlichkeit der Linsenbilder beein- 
trächtigt. Nehmen wir wieder den Fall vor, wo Lichtstrahlen parallel 
zur optischen Achse einer Plankonvexlinse eintreten, so werden sie, 
nachdem sie die ebene Seite durchdrungen, an der gekrümmten 
Fläche gebrochen und nach $. 1 in ihre Farben zerlegt, so dafs die 
violetten Strahlen am stärksten, die roten am wenigsten gebrochen 
erscheinen, erstere sich also der Linse zunächst vereinigen. Folge 


Fig. 24. 


davon ist wieder die Verzerrung von Bildpunkten zu Kreisen, den 
Farbenabweichungskreisen vom Durchmesser MN (Fig. 24), woraus 
Unklarheit der Bilder und Farbenränder hervorgehen. Gelänge es 
jedoch, durch eine zweite Brechung, und ehe sich die Farbstrahlen 
merklich voneinander entfernt haben, diese wieder parallel zu ein- 
ander zu machen, so würde sich das Bild aller um AO von der 
Achse abstehenden Strahlen wieder nahezu in einem Punkte der 
Achse erzeugen, wie früher angenommen. Durch Einschalten der 
Linse o zwischen O und die Vereinigungspunkte der farbigen 
Strahlen werden diese in r und v abermals abgelenkt, der rote 
Strahl in r unter grölserem Einfallswinkel als der violette inv. Und 
es kommt nur auf die Wahl des Abstandes beider Linsen von ein- 
ander an, dafs der Unterschied des Einfallswinkels in r und v grofs 
genug wird, um den roten Strahl, trotz seiner geringeren Brech- 
barkeit, stärker von seiner Richtung Ar abzulenken als den violetten 
von Av. Unter allen Linsenabständen wird es einen geben, bei 
welchem die Farbstrahlen durch die zweite Ablenkung einander 
parallel werden und so auch zum Auge gelangen, welches nunmehr 
in der Richtung des roten Strahls auch sämtliche übrigen erhält, aus 
dieser Richtung daher farbloses Licht zu empfangen meint. Damit 
aber alle Strahlen, welche auf O fallen, durch die zweite Linse o 
farblos entweichen, mufs nicht nur der Abstand, sondern es müssen 
auch die Brennweiten beider entsprechend gewählt sein. 
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$. 14. 


Fassung der Lupen. Um das Auge an schiefem Durchblick 
durch die Linse zu hindern, werden selbst einfache Lupen in 
Röhrchen wie in Fig. 25 gefafst, deren hintere (obere) Öffnung 
(Diopter, Schauloch) nicht viel gröfser ist als die Pupille und etwa 
in Brennweite von der Linse absteht. Für Doppellupen ist eine 
Röhrenfassung selbstverständlich. 

Wird die Lupe nicht in der freien Hand gehalten, so mufs 
ihr Röhrchen gegen das Objekt, z. B. die Fläche einer Kreisteilung, 
verschieblich sein, um für 
Augenvon verschiedener Seh- 
weite brauchbar zu werden. 
Nach der Figur wird die 
Fassung der Lupe in einem 
federnden Ringe verschoben. 
Damit der Beleuchtungs- 
schirm seinen Zweck erfüllen 
kann, zerstreutes Licht auf 
das Objekt zu werfen, dasfelbe 
aber vor Glanzlichtern zu 
schützen, ist er entweder zu- 
gleich mit der Lupe oder für 
sich'drehbar. Er besteht aus einem Stückchen weilser Seide, auf einem 
Messingrahmen aufgespannt, oder besser, wie in der Figur, aus 
einer drehbaren Elfenbeinscheibe. KEbensogut sorgt für die Be- 
leuchtung des Objektes eine nach Everest eingerichtete Lupe, 
deren weilslackierter Lichtspiegel wie bei Mikroskopen durch ein 
seitliches Fensterchen beleuchtet wird, und mit seinem geschwärzten 
Rücken zugleich als Blende für die Randstrahlen der vorderen 
Linse dient. Die Annäherung an das Objekt, eine vertikale Fläche, 
erfolgt mittels einer Schlittenbewegung des Tragarmes, da die 
Drehung im Ringe nur dazu dient, das Fenster einer Lichtquelle 
zuzukehren. 


Fig. 25. 


ILL 
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Das Fernrohr. 


8. 18. 


Keplers Fernrohr. Ganz wie die Linse der Dunkel- 
kammer entwirft auch die vordere Konvexlinse I, das Objektiv des 
Kepler’schen Fernrohrs, Fig. 26, Bilder B in verkehrter Lage von 
den Gegenständen A, welche sich vor ihr und zugleich in der Nähe 


Fig. 26. 


ihrer optischen Achse befinden.. Diese Bilder sind dem freien Auge 
sichtbar, sobald dasfelbe innerhalb der von der Bildebene ausgehen- 


Fig. 27. 
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den Strahlenkegel und mindestens um günstigste Sehweite hinter 
der Bildebene steht. Durch Einschalten einer Lupe II zwischen 
Bildebene und Auge können jedoch beide einander sehr genähert 
und dadurch der Sehwinkel, unter welchem das Bild erscheint, stark 
vergröfsert werden. 

In seiner einfachsten Gestalt vereinigt das Kepler’sche Fern- 
rohr blofs die erwähnten beiden Konvexlinsen, Objektiv und Okular, 
in einer Röhre, die nach entfernten Objekten gerichtet wird. Was 
das Auge hinter dem Okular sieht, ist das vergrösserte Scheinbild B’ 
eines reellen Bildes B. Damit jenes Scheinbild stets gleich deutlich 
gesehen werde, muss, wie wir bei Lupen als notwendig erkannten, 
Auge und Augenglas eine bestimmte Stellung gegen das reelle Bild 
annehmen, und zwar nach dem Früheren das Okular um etwas we- 
niger als ‘seine Brennweite vom reellen Bilde abstehen. Dieses 
wechselt jedoch seine Lage gegen das Objektiv je nach der Entfernung 
des Gegenstandes. (Vergl. $. 8 und die Lage der Bilder in Bezug 
auf die Brennpunkte F,F’ des Objektivs und ®,®’ des Okulars.) 
Somit mufs auch der Abstand beider Linsen des Fernrohrs vonein- 
ander veränderlich sein und mit der Annäherung des Objektes 
wachsen. Ist der Gegenstand soweit entfernt, dafs alle seine Punkte 
nur parallele Lichtstrahlen auf das Objektiv senden, so stellt man 
die optischen Mittelpunkte beider Linsen um etwas weniger als 
die Summe ihrer Brennweiten auseinander, andernfalls setzt sich ihr 
Abstand nahezu aus der Bildweite des Objektivs und der Brenn- 
weite des Okulars zusammen. Man fafst darum Objektiv und Okular 
in zwei verschiedene Röhren, welche ineinander gesteckt und ent- 
weder mit freier Hand verschoben oder durch ein Getriebe mit 
Zahnstange (Fig. 27) verstellt werden können. Englische und 
französische Werkstätten pflegen die hier angedeutete Einrichtung 
zu treffen, bei Fernrohren deutscher Fabrik dagegen bewegt das 
ÖOkularrohr sich in der Objektivröhre. 


$. 16. 


Fernrohrvergröfserung. Da ein Gegenstand und sein reelles 
Bild immer zwischen denselben Hauptstrahlen des Objektivs liegen, 
so ist das lineare Gröfsenverhältnis von Bild und Objekt gleich dem 
Verhältnis von Bildweite b und Objektweite a. Ist f die Objektiv- 
brennweite, so folgt, wie schon erwähnt, aus der dioptrischen Haupt- 
formel 


a 
} 


1l 1 
= u 
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dafs die linearen Gröfsen von Bild und Objekt erst dann gleich 
werden, wenn & = b = 2 f. Eine so starke Annäherung des Gegen- 
standes gestatten Fernrohre aus Konstruktionsgründen in der Regel 
nicht, in fast allen Fällen wird daher das reelle Bild kleiner als 
sein Objekt. Dennoch kann selbst dem freien Auge, nach Ent- 
fernung der Okularlinse, dies kleine Bild vergrölsert erscheinen, 
falls es nämlich unter einem gröfseren Sehwinkel betrachtet wird 
als der Gegenstand selbst. Ein Auge in @ (Fig. 28) wird das Bild 
mn aus günstigster Sehweite w betrachten und zwar unter dem 


Fig. 28. 


Schwinkel v, als dessen Mals mn gelten darf, wenn wir es als 
Bogen vom Radius w ansehen. Ein Auge im vorderen Brennpunkt F 


Fig. 29. 


erblickt das Objekt unter dem Sehwinkel u, dessen Mafs ebenso 
M'N' im Abstande w von F ist. Es berechnet sich daher das Ver- 
hältnis v = v : u aus 


KREIS... 
CMAN" 
Aus den ähnlichen Dreiecken FM'N’' und Fm'n' folgt: 


mn = m'n' = M'N' Mi 
w 
woraus in Verbindung mit dem Vorigen gewonnen wird: 


v = — 


w 


Hiernach sieht ein Auge in @ das Bild B gröfser als ein Auge in F 
den Gegenstand A, sobald f > w. Umsomehr erscheint in diesem 
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Falle dem Auge in @ das Bild B gröfser als das Objekt A von 
G aus gesehen. Wir können v als Mafs der Vergröfserung eines 
Objektivs von der Brennweite f für ein Auge von der Sehweite w 
festsetzen. v = 1 würde z. B. aussprechen, dafs wegen f = w die 
Sehwinkel für das bewaffnete Auge in G und das freie in F gleiche 
Gröfse haben. Ein Objektiv von der Vergröfserung 1 vergröfsert 
demnach nicht. 

In einem früheren Stadium der praktischen Optik benutzte man 
wirklich Objektive von grolser Brennweite, welche auf Türmen 
drehbar aufgestellt und gegen Gestirne gerichtet wurden, deren 
reelle Bilder man von dem Erdboden aus mit freiem Auge betrachtete. 
Mit einem solchen Objektiv soll Huygens den Saturnsring ent- 
deckt haben. 

Als Vergrösserung eines Kepler’schen Fernrohrs definieren wir 
(Fig. 29) den (der Regel nach unächten) Bruch 

v 


v= — 
u 

oder das Verhältnis der Sehwinkel, unter welchen ein Auge im 
hinteren Brennpunkte ®’ des Okulars das Bild des anvisierten Ge- 
genstandes, und ein Auge im vorderen Brennpunkte F des Objektivs 
den Gegenstand selbst erblicken würde. Als Mafse der Winkel 
u und v dienen wegen ihrer Kleinheit wie zuvor die zur optischen 
Achse normalen Strecken M’N’ und m”n” im Abstande w von F 
und ®’, indem wir dieselben als Bogen vom Radius w auffassen. 
Demnach: 


mn!" 


M'N" 
Aus Omn ~ Om"n” und Fm'n’ ~ FM'N' folgen für Zähler und 
Nenner die Gröfsen: 


SE 


w w 
m'n" = mn — M'N' =mn +, 
p F 
woraus man durch Einsetzen in vorige Gleichung erhält: 
2 en | L 
P 


d. h. die Vergröfserung eines Fernrohrs ist dem Verhältnis der 
Brennweiten von Objektiv und Okular gleich. Bei zusammengesetzten 
Objektiven und Okularen sind f und ọ als die Brennweiten der 
äquivalenten Linsen einzuführen. 

Kennt man die Brennweiten nicht, so mache man den Abstand 
zwischen Okular und Objektiv gleich der Summe f + œ ihrer Brenn- 
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weiten, wasin hinreichender Schärfe dadurch erreicht wird, dafs man das 
Fernrohr auf einen sehr weit entfernten Gegenstand einstellt. Nun 
wird das Objektiv gegen das Tageslicht gerichtet und die durch- 
tretenden Lichtstrahlen hinter dem Okular auf einem durchscheinenden 
Plättchen aufgefangen und zwar da, wo sie einen scharf begrenzten 
Kreis als kleinsten Querschnitt auszufüllen scheinen. Dieser Kreis 
ist das Bild des Objektivs, erzeugt vom Okular (Fig. 30), und sein 
Durchmesser ou==d, dividiert in den Objektivdurchmesser OU = D, 


Fig. 30. 


giebt die Vergröfserung v. Denn wegen Fo’u’ ~ FOU hat man: 


04 = 0 M: =% OU, 
also: 
J OU D 
v = = = — = — 
p ou d 


Um den Durchmesser d des Objektivbildchens scharf zu messen, 
dient Ramsdens Dynamometer, ein fein geteiltes Hornplättchen 
in einer Röhre, welches hinter dem Okular aufgesetzt und durch 
eine Lupe betrachtet wird, Man kann aber auch schon mit einem 
Schirme von Pauspapier oder einem Gelatineplättchen in einfachem 
Drahtgestell zum Ziele kommen, indem man das Objektivbildchen 
zwischen zwei konvergente Linien auf dem Schirme einstellt und 
aus seiner Lage und den bekannten Endabständen der Linien den 
Durchmesser d bestimmt. 

Auch durch gleichzeitiges Beobachten einer eingeteilten Skala, 
indem ein Auge frei, das andere durchs Fernrohr blickt, läfst die 
Fernrohrvergröfserung sich schätzen. Die scheinbare Vergrölserung 
eines Skalenteiles im Fernrohr ist nicht ganz dasfelbe wie v, viel- 
mehr ist der Abstand FP’ (Fig. 29) von um so grölserem Einflufs 
auf den Sehwinkel des freien Auges in ®’, je näher die anvisierte 
Skala steht, 
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8. 17. 


Augenpunkt. Soll die Pupille alles Licht empfangen, welches 
durch das Fernrohr dringt, so mufs sie sich eben dort befinden, wo 
hinter dem Okular das Bild des Objektivs entsteht. Daselbst 
schneiden sich alle Hauptstrahlen des Objektivs, also die Achsen 
aller Strahlenkegel, welche das Fernrohr empfängt, in einem Punkte 
(im Centrum des Objektivbildchens), dem Augenpunkte, und von 
hier aus erblickt das Auge alle Punkte. des reellen Bildes, welche 
überhaupt noch Strahlen durch das Okular senden, auch wenn die 
Achsen der zugehörigen Strahlenkegel selbst schon durch die Fassung 
des Okulars abgeblendet wären. 

Aus der vorigen Fig. 30 folgt leicht 

wu = p: eu 
aa A 
oder, weil die letzteren Strecken sich verhalten wie ihre Projektionen 
auf die optische Achse: 
Ne 
T ’ 
worin der zweite Faktor wenig von eins verschieden ist; w'w ist 
der günstigste Abstand des Auges vom optischen Mittelpunkte des 
Okulars beim Anvisieren sehr weit entfernter Objekte. Werden 
nähere Objekte anvisiert, so ist in der Figur und in vorstehender 
Formel f durch b, den Abstand des reellen Bildes vom Objektiv, zu 
ersetzen, und da b > f, so nähert sich der zweite Faktor noch 
mehr der Einheit. Der hintere Brennpunkt ®’ des Okulars ist 
daher unter allen Umständen dem günstigsten Augenpunkte sehr 
nahe gelegen. Wie frühere Figuren (26 und 29) zeigen, empfängt 
®' alle Strahlen, welche vom Objekt aus durch den vorderen Brenn- 
punkt des Objektivs gehen und in keinem Falle von der Achse der 
auf das letztere treffenden Strahlenkegel weit verschieden sind. 

In manchen Fällen, namentlich bei einfachen Okularen, veranlalst 
der Mechaniker das Auge des Beobachters zur Annahme der 
günstigsten Lage dadurch, dafs er dem Okular noch ein Röhrchen 
aufsetzt mit einem Sehloche für die Pupille, genau im Abstande ® 
vom Okular. Vergl. Fig. 35, S. 70. 


wu=9- 


$. 18. 


Gesichtsfeld, Diaphragma. Diejenigen Strahlenkegel, von 
welchen nicht wenigstens noch die Achse in den Augenpunkt, also 
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etwa die Hälfte ihrer Strahlen -in die Pupille gelangt, geben nur 
schwache und undeutliche Bilder und werden besser ganz abge- 
blendet. Das läfst sich aber nur dort erreichen, wo die Strahlen- 
kegel zu Punkten zusammengezogen erscheinen, nämlich in der 
Ebene des reellen Bildes der Objekte. Eine geschwärzte Blende 
mit kreisrunder Offnung, das sogenannte Diaphragma, begrenzt an 
dieser Stelle das Gesichtsfeld und hält alle Strahlenkegel vollständig 
auf, deren Achse (Hauptstrahl des Objektivs) über den Rand des 
Okulars hinausträfe. Die Bildebene soll stets in die Ebene des 
Diaphragmas gebracht werden, wodurch der Abstand des letzteren 
vom Okular, für ein und dasselbe Auge wenigstens, ein festbestimmter 
und der Okularbrennweite nahezu gleich wird. In diesem Abstande 
mufs das Diaphragma zugleich mit dem Okular sich gegen das 
Objektiv vor- und zurückbewegen lassen. 

Der Winkel &, unter welchem in Fig. 31 das freie Auge im 
vorderen Brennpunkte F des Objektivs denjenigen Teil MN des 


Fig. 31. 


Objektes erblicken würde, welcher im Fernrohr sichtbar wird, heifst 
das Gesichtsfeld. Er wird bestimmt durch die Brennweite OF des 
Objektivs und die Öffnung mn = m'n’ des Diaphragmas. Dieses 
erhält in der Regel die Weite des Okulars, wodurch nahezu erreicht 
wird, was im Eingange des Paragraphen gefordert ward, dafs nämlich 
solche Bildpunkte abgeblendet werden, von welchen erheblich 
weniger als die Hälfte der Lichtstrahlen in das Okular gelangen 
würde. 

Das Auge im Augenpunkte empfängt also nicht alles Licht, 
welches durch das Objektiv dringt, aber von allen Punkten des 
Objektivs Licht. Auch ersieht man, dafs das Gesichtsfeld (der 
Name wird auch auf die im Okular sichtbare Bildfläche übertragen) 
am Rande weniger hell erscheint als in der Mitte. Dafs wir nicht 
überall das ganze Gesichtsfeld überblicken können, wird aus dem 
- Gange des Lichtes in den gezeichneten Strahlenkegeln, deren einer 
schraffiert ist, deutlich. Auch in dieser Hinsicht ist die Stellung 
des Auges im Augenpunkte die günstigste. 

Zur Bestimmung von œ kann man eine Skala in A aufstellen 
. und den Teil MN ablesen, dessen Bild mit einem Durchmesser mn 
des Diaphragmas zusammenfällt. AO läfst sich direkt messen und 
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FO, die Brennweite des Objektivs, dadurch, dafs man den Abstand 
des Diaphragmas vom Objektiv abmifst, nachdem im Fernrohr ein 
sehr entferntes Objekt eingestellt wurde. Man bildet sodann 
AF = 40 — FO und tg! = YMN : AF. 


$. 19. 


Helligkeit des Fernrohrs. Man versteht darunter das Ver- 
hältnis U : u der Lichtmengen, welche von dem fernen Objekt auf 
die Flächeneinheit (etwa ein Quadratmillimeter) der Netzhaut, einer- 
seits des bewaffneten, andererseits des unbewaffneten Auges gesandt 
werden. 

Wir nehmen für das Auge einen konstanten Pupillendurchmesser 
von der Gröfse der Okularöffnung am Fernrohr an. Jeder leuchtende 
Punkt des fernen Objekts entsendet einen Lichteylinder, sei es auf 
die Pupille des freien Auges oder auf das Fernrohrobjektiv. Vom 
letzteren wird das Licht nach Mafsgabe der punktierten Strahlen 
der Fig. 32 zum Brennpunkt F’ des Objektivs zusammengedrängt, 


Fig. 32. 


durch das Okular aber wieder als Lichteylinder, nur mit kleinerem 
Durchmesser, entlassen, dann von der Pupille voll aufgenommen 
und auf der Netzhaut zu einem Punkte von der Lichtstärke L 
vereinigt. Die Querschnitte S und s der Lichteylinder des Objektivs 
und Okulars verhalten sich wie die Quadrate ihrer Durchmesser 
und diese nach der Figur wie f: @ = v (Vergröfserung des Fern- 
rohrs). Daher: 
Bere Pr ee, 
Auf die Pupille des freien Auges, das wir uns in F denken wollen, 
fällt von jedem leuchtenden Punkte des Objekts ein Lichteylinder 
vom Querschnitt s. Auf der Netzhaut entsteht durch jeden solchen 
Lichteylinder ein Punkt von der Lichtstärke I. Da bei der voraus- 
gesetzten Entfernung des Objekts vom Fernrohr der Abstand des 
Punktes F vom Fernrohrobjektiv vernachlässigt werden kann, so 
erhält die Quadrateinheit des Objektivs und der freien Pupille von 
jedem Punkte des Objekts gleichviel Licht. Aber die Licht- 
‚stärken L und ! der Bildpunkte auf der Netzhaut des bewaffneten 
Vogler, Praktische Geometrie, 5 
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und des freien Auges verhalten sich wie die Querschnitte der Licht- 
cylinder, deren Lichtstrahlen in jenen Bildpunkten vereinigt wurden, 
also wie S : s. Darum gilt: 
A Ei 
a 1 a a RER E) 
Da jeder Punkt der Fläche q des Objekts Licht aussendet, so ist die 
ins freie Auge eindringende Lichtmenge ql, die Summe aller vom 


bewaffneten Auge aufgenommenen Strahlen q L = qv?l. Seien n 
und N die beleuchteten Flächen der Netzhaut im freien und bewafl- 
neten Auge, so sind die Lichtmengen u und U, welche auf die 
Flächeneinheit der Netzhaut treffen: 


re ORERE E E EE 
Wir wollen annehmen, dafs es am Objekt nur ein Kreis von dem 
beliebig kleinen Durchmesser AB sei, welcher leuchte, Die Winkel 
u und v mögen demgemäls so klein sein, dafs ihr Verhältnis mit 
dem der Sinus ihrer Hälften vertauscht werden kann. Die be- 
leuchteten Netzhautflächen n und N, als Abschnitte von Kugeltlächen 
von gleichem Radius aufgefafst, verhalten sich alsdann wie u? : v2, 
Früher fanden wir, dafs v : u = v sei. Daher gilt: 
ni Neue 
eh a KEI Y CCS) 
Dies oben eingesetzt, giebt 
u E a TR re) 
Heller als mit freiem Auge kann daher auch im Fernrohr das Objekt 
nicht gesehen werden. Eine Ausnahme machen einzelne leuchtende 
Punkte, wie die Fixsterne, deren Bild auf der Netzhaut des freien 
und bewaffneten Auges gleich grofs und nicht gröfser ist, als dafs 
immer nur je eines jener sogenannten Stäbchen gereizt wird, welche 
nebeneinanderliegend die Netzhaut durchsetzen und die Lichtaffekte 
dem Sehnery übermitteln. Die gröfsere Lichtmenge hinter dem 
Fernrohr mufs hier notwendig den stärkeren Reiz ausüben, wodurch 


man z. B. erklärt, dafs Fixsterne auch bei Tage durch Fernrohre 
mit grofsen Objektiven sichtbar bleiben. 


www.rcin.org.pl 


isi 


$. 19 und 20. Helligkeit und Deutlichkeit der Fernrohrbilder. 67 


Von der theoretischen Helligkeit eines Fernrohrs wird durch 
die Lichtabsorption und die Spiegelung der Linsen etwa bis zu 1/5 
eingebüfst. Sie wird aufserdem verringert, wenn der Pupillendurch- 
messer zu klein ist, um die austretenden Lichteylinder ganz aufzu- 
nehmen, ebenso aber auch, wenn letztere die Pupille nicht ausfüllen. 
Die punktierten Linien der Fig. 32 zeigen, um wie viel schmäler 
die austretenden Lichteylinder würden, wenn ein Okular von kleinerer 
Brennweite als @ zur Anwendung käme. 


$. 20. 


Deutlichkeit der Fernrohrbilder, achromatisches Objektiv. 
Die Deutlichkeit der Bilder im Kepler’schen Fernrohr ist unmittel- 
bar bedingt durch seine Vergröfserung und seine Helligkeit. Man 
kann aber jene nicht durch Verminderung der Okularbrennweite 
allein ins Ungemessene vermehren, weil zugleich die Helligkeit in 
einem Mafse abnähme, dafs das Bild zuletzt unsichtbar würde. 
Unter halbe Helligkeit pflegt man nicht zu gehen. Soll nun bei 
gleicher Helligkeit die Vergröfserung zunehmen, so mufs die 
Objektivbrennweite vergröfsert und die Öffnung des Objektivs ent- 
sprechend erweitert werden. Andererseits wächst mit Zunahme der 
Objektivöffnung sehr schnell auch die Undeutlichkeit der Bilder in- 
folge der Kugel- und Farbenabweichung, und es blieb daher das 


Fig. 33. 


Kepler’sche Fernrohr, dessen Objektiv aus nur einer Linse bestand, 
bei verhältnismäfsig grofsen Dimensionen auf geringe Vergröfse- 
rungen beschränkt, ehe es Dollond und namentlich Fraunhofer 
gelang, achromatische Objektive aus zwei Linsen herzustellen. Es 
leuchtet ein, dafs hierbei nicht die achromatische Lupe als Muster 
dienen konnte, weil durch Verbindung zweier plankonvexen Linsen 
zu einem Objektiv nur kleine Brennweiten gewonnen werden. 

Das achromatische Objektiv Fraunhofers besteht aus einer 
Bikonvexlinse von Spiegel- oder Kronglas, und einer Plankonkavlinse 
von (bleihaltigem) Flintglas, welche sich in der Mitte dicht berühren 
und, in gemeinsamer Fassung, wie eine einzige Plankonvexlinse 
erscheinen, deren gewölbte Seite gegen das Objekt gerichtet wird 
(Fig. 33). Nehmen wir an, die beiden Glassorten hätten (in der 


5* 
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oberen Hälfte der Figur) dasfelbe Brechungs- und Farbenzerstreuungs- 
vermögen und die sich berührenden Flächen seien nach demselben 
Radius geschliffen, so sind die beiden Linsen zusammen von gleicher 
Wirkung wie eine einzige plankonvexe. Parallelstrahlen, welche 
normal zur Planfläche eindringen, würden, wenn sie durch die Kon- 
kavfläche ins Freie träten, so vom (radialen) Einfallslote gebrochen, 
als ob sie von einem gemeinsamen Divergenzpunkte vor der Linse 
herkämen. Treten sie aber, wie in der Figur, sofort in die berüh- 
rende Fläche der Konvexlinse ein, so wird jene Brechung durch 
eine gleiche und entgegengesetzte wieder aufgehoben und erst an 


Fig. 33. 


der zweiten Hälfte der Konvexlinse eine Konvergenz der Licht- 
strahlen gegen die Linsenachse bewirkt, welche in F geschnitten 
wird. Ist aber der Brechungsindex der Konvexlinse kleiner als 
jener der Konkavlinse, so kann die Divergenz der Strahlen, welche 
von letzterer bewirkt ward, durch den Eintritt in die Kronglaslinse 
nur teilweise wieder aufgehoben werden und die Folge davon ist 
(in der unteren Hälfte der Figur) eine schwächere Konvergenz gegen 
die Achse beim Austritt, also zunächst eine Vergrölserung der 
Brennweite OF auf OF’. Diese Vergröfserung ist um so bedeu- 
tender, je mehr der Brechungsindex für Flintglas jenen für Kron- 
glas übertrifft. Das ist nun, infolge des starken Zerstreuungsver- 
mögens von Flintglas, bei violetten Strahlen weit mehr der Fall als 
bei roten und es wird sonach möglich, durch richtige Wahl der 
Linsenradien die Brennweite der violetten Strahlen, welche bei einer 
homogenen Linse die kleinere ist, soweit zu verlängern, dafs sie der 
Brennweite der roten Strahlen gleich wird, wodurch das Bild in der 
Brennebene (sowie in jeder anderen Bildebene), auch durch eine 
à stark vergröfsernde Lupe betrachtet, farblos erscheint *). 
Derselbe Bau des Objektivs, welcher die Farbenabweichung 
beseitigt, kann auch die Kugelabweichung unschädlich machen. Wie 
bekannt, ist bei einer homogenen Plankonvexlinse die Brennweite 


*) Die Brechungsindices für Flint- und Kronglas sind etwa folgende : 


Luft- und Kronglas, rote Strahlen . . . .. . 1,58 
| violette Strahlen. . . . . 1,55 
| Luft- und Flintglas, rote Strahlen . . . . . . 1,63 


| violette Strahlen. . . . . 1,67. 
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der Randstrahlen kürzer als jene der mittleren. Ebenso ist bei einer 
plankonkaven Linse der Divergenzpunkt der gebrochenen Rand- 
strahlen näher der Linse gelegen als der Divergenzpunkt der mitt- 
leren Strahlen. Durch den Eintritt derselben in die Kronglaslinse 
bleibt dies Verhältnis, wenn auch in schwächerem Grade, bestehen, 
und es stände nun eine Wiedervereinigung der Randstrahlen in 
gröfserem Abstande von der Linse zu erwarten, wenn nicht die 
Brechung beim Austritt aus der Kronglaslinse auf eine Verkürzung 
der Vereinigungsweite hinwirkte (s. oben $. 12). Da nun, wie 
die nähere Untersuchung zeigt, für den Achromatismus des Ob- 
jektivs lediglich das Verhältnis der Brennweiten der Flint- und 
Kronglaslinse mafsgebend ist, dasfelbe aber durch sehr verschiedene 
Krümmungsradien erzeugt werden mag, so kann durch Auswahl 
der letzteren auch erzielt werden, dafs Rand- und mittlere Strah- 
len denselben Bildpunkt treffen. Objektive, bei welchen auf diese 
Art sowohl die Farben- als die Kugelabweichung beseitigt ist, 
heilsen aplanatisch. 

Wesentlich für die richtige Wirkung des Objektivs ist dessen 
Zusammensetzung so, dafs die optischen Achsen beider Linsen 
aufeinanderfallen. Darum werden die Linsenwände genau centrisch 
zu den optischen Mittelpunkten abgedreht und die Linsen mit 
Vorsicht in den zur Aufnahme bestimmten Objektivring eingesetzt, 
wobei man sich hüten mufs, die Vorder- und Hinterfläche der 
Bikonvexlinse zu verwechseln. Bei Fraunhofers Objektiven be- 
rühren sich beide Linsen nur in der Mitte, am Rande bleibt ein 
kleiner Zwischenraum. Damit er allenthalben gleich weit sei, 
werden daselbst drei gleich dicke Stanniolblättchen in gleichen 
Abständen eingelegt und endlich der Schlufsring aufgeschraubt. 
Neuerdings füllt man diesen Zwischenraum zuweilen mit Kanada- 
balsam, dessen Einlage bei der Berechnung der Linsen berück- 
sichtigt wird. Man will damit das Eindringen von Staub zwischen 
die Objektivlinsen verhüten; in dem Balsam aber entstehen zu- 
weilen graue Flecken, welche störender und schwieriger zu be- 
seitigen sind als Staub. 


$. 21. 


Fadenkreuz, Visierachse, Visieren, Bei Mefsinstrumenten 
reicht es nicht aus, dafs man entfernte Objekte im Gesichtsfelde 
des Fernrohrs deutlich wahrnimmt, es mufs auch eine Marke im 
Gesichtsfelde geben, mit deren Hilfe man einen bestimmten Punkt 
des Fernrohrbildes bezeichnen kann. Zu diesem Zweck spannt man 
auf der Okularblende (dem Diaphragma) zwei Spinnfäden kreuz- 
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weise auf, oder man befestigt daselbst eine Glasplatte mit fein 
eingeritzten Kreuzstrichen. 

Derjenige Hauptstrahl des Objektivs, welcher den Kreuzpunkt 
der Fäden trifft, heifst die Visierachse des Fernrohrs. Ihre Lage im 
Fernrohr bestimmt sich also einzig und allein durch den optischen 
Mittelpunkt des Objektivs und den Fadenkreuzpunkt, Auf ein 
Objekt einstellen, nach einem Objekte visieren oder zielen heifst, das 
Fernrohr so richten, dafs seine verlängerte Visierachse jenen Gegen- 
stand trifft. Wenn dies der Fall, so wird das Bild des Zielpunktes 
durch den Fadenkreuzpunkt gedeckt. 

Statt nur zwei Fäden spannt man deren oft drei oder vier auf 
(zu besonderen Zwecken wohl auch noch mehr) und giebt ihnen 
die Anordnung wie in den Fällen der Fig. 34. Dann dient die 
Mitte des Quadrats oder Dreieckes als 
Marke des Gesichtsfeldes. Sehr kleine 
Objekte lassen sich leichter zwischen den 
Fäden einstellen als durch einen Faden- 
kreuzpunkt decken, weil sie hinter der 
Fadenbreite fast verschwinden. 

Parallaxe. Durch eine Lupe erkennt 
man Gegenstände nur dann gleich deutlich, wenn sie sich in 
gleichem Abstande von der Linse befinden. Darum war es not- 


Fig. 34. 


Fig. 35. Keplers Okular. 


wendig, das Fadenkreuz eben da anzubringen, wo sich das Luftbild 
im Fernrohr erzeugt, nämlich an der Hinterfläche des Diaphragmas. 
Für das vollständige Zusammenfallen von Fernrohrbild und Faden- 
kreuz giebt es einen noch dringenderen Grund. Das Auge kann sich 
hinter dem Okular „wie hinter einem Fenster etwas hin- und herbe- 
wegen. Nur dann, wenn Bild und Fadenkreuz genau in eine Ebene 
fallen, wird man bei jeder Stellung des Auges immer denselben Bild- 
punkt vom Fadenkreuz gedeckt sehen, nur dann also sicher sein, dafs 
das Fernrohr auf das Objekt jenes Bildpunktes eingestellt ist. Fallen 
Bild und Fadenkreuz nicht zusammen, so ergiebt sich dieselbe Er- 
scheinung, wie wenn man ein Gemälde oder eine Schrift durch ein 
Drahtgitter betrachtet. Die Bewegung des Auges bewirkt eine 
scheinbare Bewegung der Fäden vor oder hinter dem Fernrohr- 
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bilde. Der Abstand der Fäden vom Bilde, die sogenannte Paral- 
laxe *) des Fadenkreuzes, wird beseitigt: 

a) bei Fernrohren mit Objektivauszug: mittels des Objektiv- 
triebes durch Verschieben des Objektivs und damit auch des Fern- 
rohrbildes, bis dieses in die Ebene des Fadenkreuzes trifft; 

b) bei Fernrohren mit Okularauszug: mittels des Okulartriebes 
durch Verschieben des Okulars und damit auch des Fadenkreuzes, 
bis dasfelbe in die Ebene des Objektivbildes trifft. 


$. 22. 


Deutliche Sichtbarkeit der Fäden, Parallaxe des Faden- 
kreuzes läfst sich erkennen und beseitigen, auch wenn die Fäden 
durch das Okular nicht recht deutlich erscheinen. Ist sie entfernt, 
so wird dann Bild und Fadenkreuz gleich undeutlich und ver- 
schwommen aussehen. Wir erinnern uns nun, dafs das Scheinbild, 
welches eine Lupe für das Auge entwirft, um deutlich sichtbar zu 
sein, in dessen günstigster Sehweite entstehen mufs, dafs aber sein 
Entstehungsort abhängt von der Nähe der Lupe an dem betrachteten 
Gegenstande, hier also von der Nähe des Okulars an dem Faden- 
kreuze (und dem Luftbilde, welches vom Fadenkreuze gedeckt wird). 
Um also das letztere deutlich zu sehen, hat man ihm die Okularlinse 
nur anzunähern oder zu entfernen, und zwar für verschiedene Augen 
um ein verschiedenes Mafs (s. $. 11). Deshalb ist die Okular- 
linse besonders gefalst und läfst sich in dem Auszugrohre des 
Okulars (s. Fig. 27 und 35) vor- und rückwärts verschieben 
oder verschrauben, wodurch der Abstand von Linse und Fadenkreuz 
verändert wird. Bei der Einrichtung zum Verschieben pflegt ein 
Stellschräubehen im Auszugrohre, bei der zum Verschrauben die 
Federkraft des mehrfach eingeschnittenen Rohres hemmend auf die 
Fassung der Okularlinse zu wirken. Fig. 35 zeigt zugleich die 
Konstruktion, durch welche bei Keplers einfachem Okular das 
Auge genötigt wird, den Augenpunkt aufzusuchen. 

Anfänger werden zuweilen verwirrt durch die zweierlei Ur- 
sachen, welche das Einstellen des Fernrohrs erschweren, Parallaxe 
und Undeutlichkeit der Fäden. Deshalb seien hier folgende Punkte 
nochmals zur Erwägung empfohlen. 

1) Das Fadenkreuz kann ganz unsichtbar werden, wenn sein 
Scheinbild nicht wenigstens nahezu in der Sehweite des Auges ent- 
steht. Man richte dann das Fernrohr auf eine helle Fläche (den 
Himmel) und verschiebe die Okularlinse für sich vor- und rückwärts, 


*) nwgädkafıgs — Verschiebung, von dAAdtrw; parallattischer Winkel 
oder Strecke bedeutet Winkel oder Strecke der Verschiebung. 
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bis man die Fäden wieder sieht. Sie müssen als reine schwarze 
Linien erscheinen. 

2) Beim Einstellen des Fernrohrs erstrebe man zuerst die 
vollkommene Deckung von Bild und Fadenkreuz. Als Kennzeichen 
dafür nehme man nicht etwa die Deutlichkeit des Fernrohrbildes, 
sondern das Verschwinden der scheinbaren Fadenbewegung. 

3) Hat man die Parallaxe beseitigt, glaubt aber Bild oder Faden- 
kreuz nicht ganz deutlich zu erkennen, so kann man versichert sein, 
dafs man sie beide gleich undeutlich sieht, also die Okularlinse für 
sich allein etwas verstellen muls. 

4) Für dasfelbe Auge und Fernrohr ist die gegenseitige 
Stellung von Fadenkreuz und Okularlinse konstant, und bleibt 
dieselbe für Augen von gleicher günstigster Sehweite, auch wenn 

Fig. 36. diese Gleichheit künst- 
lich durch eine Brille 
erzeugt wurde. Hat 
ein Kurzsichtiger mit 
freiem Auge das Fern- 
rohr richtig eingestellt, 
so wird er nach dem 
Aufsetzen der Brille 
die Okularlinse für sich 
etwas herausziehen müssen; der Abstand zwischen Objektiv und 
Fadenkreuz bleibt unverändert, denn Bild und Fadenkreuz müssen 
sich nach wie vor decken. 

5) Zeigt das Fadenkreuz Parallaxe, so ist diese für Kurz- und 
Weitsichtige offenbar dieselbe und an der scheinbaren Bewegung 
der Fäden in gleichem Mafse erkennbar. Das Mafs der Parall- 
axe, also des Abstandes von Bild- und Fadenkreuzebene, hängt 
nicht von der Beschaffenheit des Auges, sondern einzig von der 
Stellung der Fäden gegen das Objektiv ab. 

6) Bei Annäherung des Zieles wächst die Bildweite, also mufs 
auch der Abstand des Fadenkreuzes vom Objektiv zunehmen, Um- 
gekehrt kann aus diesem Abstande die Zielweite (aber nicht sehr 
genau) berechnet werden, wenn die Brennweite des Objektivs bekannt 
ist. Gleiche Zielweiten müssen, sich dadurch zu erkennen geben, 
dafs beim Ubergang von einen Objekt zum anderen das Okular 
dieselbe Stellung beibehalten kann, ohne dafs eine Spur von 
Parallaxe entsteht. 


$. 28. 


Vorrichtungen, um die Lage der Visierachse im Fernrohr 
etwas zu ändern. Bei Mefsinstrumenten wird es zuweilen nötig, die 
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Visierachse des Fernrohrs gegen die Fassung desfelben etwas 
zu verstellen. Dies geschieht durch Verlegen des Kreuzpunktes 
der Okularfäden normal zur Fernrohrachse, aber immer nur um 
kleine Beträge. Dafs hiernach die optische Achse des Objektivs 
und die Visierachse des Fernrohrs nicht immer zusammenfallen, 
ist solange unschädlich, als Verzerrungen und Farbensäume am 
Fadenkreuz nicht auftreten. 

Fig. 35 giebt die Vorrichtung an, durch welche man das Dia- 
phragma nach zwei aufeinander senkrechten Richtungen verschieblich 
zu machen pflegt. Das innen konische Röhrchen des Diaphragmas 
hat äufserlich die Gestalt einer vierseitigen Pyramide, auf deren 
Wände vier Stellschräubehen drücken. Der Seitendruck, den sie 
ausüben, prefst die Fadenscheibe des Diaphragmas fest gegen 
den Ring, durch welchen die Schräubchen greifen. Durch Drehen 
je zweier Gegenschräubchen in gleichem Sinne läfst sich dem Faden- 
kreuzpunkte jede gewünschte Lage im Gesichtsfelde geben. 

Ist die Verstellung nur nach einer Richtung erforderlich, so 
empfiehlt es sich, das Diaphragma nach Fig. 36 als schwalben- 
schwanzförmig eingelassene Scheibe zu konstruieren. Darin ist (œ) 
ein vertikaler, (ß) ein horizontaler Längenschnitt durch die Achse 
des Auszugrohrs, (y) ein Vertikalschnitt quer zu dieser Achse und 
vom Augenglas aus gesehen. Der Ring r wird im Okularrohr 
durch das Klemmschräubchen % festgestellt, so dafs er sich, nachdem 
der Horizontalfaden wagrecht gestellt worden, weder drehen noch 
verschieben läfst. Danach vermögen die Justierschräubchen s das 
Diaphragma d noch auf- und niederzuschieben. Die hier vorgesehene 
Drehbarkeit des Diaphragmas um die Achse des Auszugrohrs ist 
in solchen Fällen am Platze, wo sich das letztere oder das Fern- 
rohr selbst nicht um seine Achse drehen läfst und man Wert 
darauf legt, die Fäden des Fadenkreuzes so scharf als möglich 
wagrecht und lotrecht zu bringen. 

Es sei hier die rein technische Bemerkung beigefügt, dafs an 
empfindlichen Instrumententeilen, wie Okulare es sind, Justier- 
schrauben mit durchlochten Köpfen denen mit Einschnitten im 
allgemeinen vorgezogen werden, weil ein Schraubenstift nicht so 
leicht ausgleitet und das Instrument verletzt als ein Schraubenzieher. 
Es liegt ferner nahe, dafs die flach aufsitzenden Köpfe der Justier- 
schräubchen in Fig. 36 nicht so leicht von zufälligen schädlichen 
Berührungen betroffen werden, als diejenigen in Fig. 35. 


$. 24. 


Zusammengesetzte Okulare, Ramsdens Okular. Diesel- 
ben Gründe, welche statt der einfachen Lupen Doppellupen em- 
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pfehlen, sprechen für Ersatz des einfachen Kepler’schen Okulars 
durch andere, aus zwei Linsen zusammengesetzte. Selbst ein 
aplanatisches Objektivbild wird, durch ein einfaches Okular be- 
sehen, von dessen Kugel- und Farbenabweichung wieder entstellt. 
Bei den Instrumenten der praktischen Geometrie werden darum 
einfache Okulare nur noch ausnahmsweise angewandt. 
Okulare müssen kurze Brennweiten haben, darum setzt man 
sie nicht nach Art der Objektive blofs aus einer Flint- und einer 
Fig. 37. Ramsdens Okular. Kronglaslinse PRAN 
men. Eine Zusammen- 
stellung zweier Kron- 
glaslinsen in gewissem 
Abstande voneinander 
bietet aufserdem den 
Vorteil, das Gesichts- 
feld des Fernrohrs we- 
sentlich zu vergröfsern. 
So leistet Rams- 
dens Doppellupe (s. §. 
12) als Okular (Fig. 37) 
vorzügliche Dienste. 
Durch dieKollektivlinse 
A werden parallele Strahlen, also auch die schwach divergierenden 
Hauptstrahlen des Objektivs gegen die optische Achse gebrochen und 
würden sich etwas hinter dem Brennpunkte F in einem Augen- 
punkte schneiden, wenn sie nicht zuvor durch das Augenglas B 


Fig. 38. Huygens Okular. 


aufgefangen würden, wodurch der Augenpunkt näher an dieses 
heranrückt. Da die Achsen der Strahlenkegel diesen Gang nehmen, 
so wäre es unzweckmäfsig, beiden Linsen gleiche Öffnung und 
Brennweite zu geben. Ist œ die Brennweite der Kollektivlinse, 
so erhält das Augenglas die Brennweite f = °/; und beide 
Linsen die Hälfte ihrer Brennweite als Öffnung und %, p als 
Abstand. Demnach fallen die hinteren Brennpunkte in F zusammen 
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und, wie sich leicht berechnet (s.$. 6), der vordere Brennpunkt P 
der äquivalenten Linse um 0,1 vor den optischen Mittelpunkt 
der Kollektivlinse, der hintere oder Augenpunkt R um !/, f hinter 
den optischen Mittelpunkt des Augenglases. Das Diaphragma 
bekommt beinahe dieselbe Öffnung wie die Kollektivlinse, wodurch 
sich das Gesichtsfeld auf etwa ?/4 desjenigen erhöht, welches das 
Augenglas allein vertragen hätte. Die Brennweite der äquivalenten 
Linse (s.$. 12) findet sich zu 0,5 9 = 0,9 f, die Vergröfserung also 
zu 1%/, derjenigen bei Anwendung des Augenglases allein. Da 
bei einfachen Linsen die Öffnungen die Hälfte der Brennweiten 
in der Regel nicht überschreiten sollen, so würde eine einfache 
Linse von der Brennweite der äquivalenten nur die halbe Offnung 
der Kollektivlinse zulassen, das Gesichtsfeld daher auch nur halb 
so grofs ausfallen als bei Ramsdens Okular. — Die Kugel- 
abweichung ist durch dasfelbe völlig, die chromatische bis auf geringe 
Reste beseitigt. 

Die beiden Okularlinsen werden in ein Röhrchen so gefalst, 
dafs ihr gegenseitiger Abstand sich nicht ändern kann. Dies 
Röhrchen wird sodann in das Auszugrohr des Okulars eingeschraubt 
oder eingeschoben und durch beide Gläser das Fernrohrbild und 
Fadenkreuz ganz wie durch eine einfache Lupe betrachtet. Alles 
was in bezug darauf von dem Kepler’schen Okular gilt, läfst 
sich ohne weiteres auch auf das Ramsden’sche übertragen. 
Namentlich geht auch hier die Visierachse durch den optischen 
Mittelpunkt des Objektivs und den Kreuzpunkt der Fäden. Fig. 37 
sieht auch für Ramsdens Okular ein Aufsatzröhrchen vor, durch 
welches das Auge verhindert wird, zwischen die Linse B und den 
Augenpunkt R zu kommen. Je kleiner aber die Brennweite des 
Okulars, desto eher kann man jenes Röhrchen entbehren. 


$. 25. 


Okular nach Huygens. Vollständiger nochals durch Rams- 
dens Okular wird die chromatische Abweichung für das Fern- 
rohrbild vermieden durch das Okular von Huygens. (Fig. 38). 
Hier stehen beide Linsen mit der gewölbten Seite nach vorn und 
wieder so, dafs ihre hinteren Brennpunkte F zusammenfallen. Ihre 
Brennweiten verhalten sich wie 3 : 1, so dafs der vordere Brenn- 
punkt des Augenglases mitten zwischen beide Linsen fällt. Ganz 
nahe hinter diesem Punkte muls das Fernrohrbild entstehen, 
woraus folgt, dafs die Strahlen, um es zu bilden, durch das Kollektiv- 
glas dringen müssen, wobei sie eine Brechung erleiden. Strahlen, 
welche des Objektiv parallel zu seiner optischen Achse verliefsen, 
werden nach dem Passieren der Kollektivlinse A nach F konver- 
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gieren und einen Strahlenkegel bilden, dessen Durchmesser in der 
Bildebene ?/; der Öffnung der Kollektivlinse beträgt. Die Öffnung 
des Diaphragmas, das an dieser Stelle anzubringen ist, mufs eben 
so weit sein. Durch die Kontraktion des Fernrohrbildes ergiebt 
sich für das Auge hinter dem Okular eine Verminderung der 
Fernrohrvergröfserung in gleichem Verhältnis gegenüber derjenigen, 
welche ohne Kollektivglas erreicht würde; dagegen wird das Ge- 
sichtsfeld verdreifacht, wie man aus dem Verhältnis der Linsen- 
öffnungen und dem Durchmesser der sie durchdringenden Strahlen- 
cylinder entnimmt. Dies Verhältnis ist nämlich dem der Linsen- 

Fig. 39. brennweiten gleich, da die Öff- 
nungen beider Linsen 0,6 ihrer 
Brennweite betragen. Einem 
Kepler’schen. Fernrohr von 
gleicher Vergröfserung gegenüber 
ist das Gesichtsfeld nur verdop- 
pelt. Der Augenpunkt R liegt 
wie bei Ramsdens’ Okular 
hinter dem Augenglas B um die Hälfte der Brennweite des letz- 
teren. Ein Aufsatzröhrchen, den Augenpunkt zu markieren, ist 
hier völlig überflüssig. 

Fig. 24 in $. 13 lehrt, dafs auch bei Huygens’ Okular 
‘der Abstand beider Linsen nur ein ganz bestimmter sein kann, 
wenn die chromatische Abweichung völlig aufgehoben sein soll. 
Bei geringerem oder gröfserem Abstande liegen die Strahlen v 
und r einander zu nahe oder zu weit auseinander, um nach 

Fig. 40. 


M 


dem Austritt aus der zweiten Linse parallel zu werden. Bringt 
man nun zwischen Kollektiv- und Augenglas ein Fadenkreuz 
auf dem Diaphragma D an, so mufs dasfelbe in der Längsrichtung 
des Okularröhrchens verschieblich sein, um für jedes Auge die 
richtige Stellung zum Augenglas zu gewinnen. Darum ist in 
Fig. 38 jenes Röhrchen von einem verschieblichen Ring C um- 
schlossen, durch welchen hindurch die Stellschräubehen ins Innere 
reichen, wo ein zweiter Ring E sie aufnimmt, der zugleich das 
Diaphragma trägt. Ein fünftes Schräubehen @ zum Festklemmen 
der Ringe hat sein Muttergewinde nur im Innern und drückt mit 
dem Kopfe auf den äulseren Ring. Den Schräubehen entsprechend 
enthält die Okularröhre fünf ovale Ausschnitte. 
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Wie das punktierte Diaphragma D’ Fig. 39 andeutet, ist mit 


_ dieser Einrichtung ein Wechsel des Gesichtsfeldes für verschiedene 


Augen notwendig verbunden, ebenso wird der Winkelabstand von 
Parallelfäden (gemessen durch den Winkel der zugehörigen Strahlen, 
welche sich im vorderen Brennpunkte des Objektivs schneiden) 
mit der Diaphragmastellung wechseln, was für den Gebrauch bei 
astronomischen Mikrometer - Messungen, sodann bei Fadendistanz- 
messern sehr nachteilig is. Will man dem entgehen und bei 
festem Abstande zwischen Fadenkreuz und Kollektivlinse das 
Augenglas verschieblich machen, so verzichtet man entweder auf 
völlige Farblosigkeit der Bildränder, oder man mufs zu einer 
Vermehrung der Linsen schreiten, gewöhnlich in der Weise, dafs 
man das Augenglas nach Art der Objektive zusammensetzt. 
Hierdurch wird auch in etwas der Nachteil abgeschwächt, dafs 
das Fadenkreuz nicht, wie das Fernrohrbild, durch ein Doppel- 
okular, sondern nur durch eine einfache Linse angesehen wird. 


$. 26. 


Hauptvisierachse. Unsere Definition der Visierachse muls 
bei Fernrohren mit Huygens’ Okular hier ergänzt werden, da 
derjenige Hauptstrahl des Objektivs, welcher den Fadenkreuzpunkt 
enthält, denselben erst nach dem Durchgange durch das Kollektiv- 
glas trifft. Man sieht sogleich, dafs das Okular sich beim Ver- 
stellen parallel zur Visierachse bewegen mufs, wenn die letztere 
unverändert beibehalten werden soll, eine Forderung, welche auch 
an das Auszugrohr des Kepler’schen und Ramsden’schen 
Okulars zu stellen ist. Definieren wir aber als Hauptvisierachse 
die äufsere Richtung desjenigen Lichtstrahls, welcher Zielpunkt 
und Fadenkreuzpunkt verbindet und, ohne Rücksicht auf die 
Entfernung des Zieles, stets dieselbe Lage gegen die feste Fern- 
rohrfassung einnimmt, so kann jene Forderung darauf beschränkt 
werden, dafs die Bewegung des Auszugrohrs eine geradlinige sei. 
Denn alsdann läfst sich immer eine Hauptvisierachse angeben. 
Bewegt sich der Fadenkreuzpunkt in der Richtung MF (Fig. 40), 
so brauchen wir diese Richtung nur zu verlängern und als einen 
von der Bildebene ausgehenden Lichtstrahl durch das Objektiv 
zu verfolgen, um die Lage der Hauptvisierachse vor dem Fernrohr 
zu finden. Sie ist parallel der Visierachse FO bei der Einstellung 
des Okulars auf unendlich ferne Punkte, wie aus $. 4 hervorgeht. 
Diese letztere Visierachse braucht nicht notwendig, wie in der 
Figur, mit der optischen Achse des Objektivs zusammenzufallen. 

Auch bei Fernrohren mit Huygens’schem Okular giebt es, 
unter obiger Bedingung, eine Hauptvisierachse, die man leicht kon- 
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struieren kann. Denken wir uns nämlich den Fadenkreuzpunkt F 
(Fig. 41) leuchtend, so dringen seine Strahlen durch die Kollek- 
tivlinse C so, als kämen sie von einem weiter zurückliegenden 
Punkte F’, dessen Abstand b vom optischen Mittelpunkte jener 
Linse, wenn ® ihre Brennweite und a = 1/,p der Abstand des 
Fadenkreuzpunktes, sich nach der dioptrischen Hauptformel be- 
rechnet aus: 


p—a 
F' bewegt sich parallel mit F, also ebenfalls geradlinig. Zieht 
man durch F’ einen Strahl F'G in der Richtung der Okular- 
bewegung, so verändert dieser seine Lage gegen die Objektiv- 
fassung nie, wo immer das Okular eingestellt werde. Verfolgt man 
ihn durch das Objektiv, so ergiebt sich die Lage der Hauptvisier- 


Fig. 41. 


Hauptvisierachse. 


achse, welche, wie man leicht einsieht, auch hier parallel ist der 
Visierachse bei der Einstellung auf unendlich ferne Objekte. Denn 
alsdann befindet sich F’ in der Brennebene des Objektivs, nach 
unserer Figur im Punkt D, jedoch nicht unter allen Umständen 
in der optischen Achse, (Vergl. Zeitschr. des Architekten- und 
Ingenieurvereins zu Hannover, 1876; Untersuchung über den 
Einflufs eines regelmäfsigen Fehlers im Gange der Okularröhre, 
von Helmert, veranlafst durch eine Bemerkung von Cohen- 
Stuart.) 


8. 27. 


Orthoskopische Okulare. Streng genommen kann das Auge 
nur an bestimmten günstigen Stellen hinter einem. einfachen Oku- 
lar, auch wenn dieses nur geringe Öffnung hat, das ebene Fern- 
rohrbild wieder als Ebene erblicken. In anderen Lagen, und 
namentlich beim schiefen Durchblick durch die Linse erscheint 
das Fernrohrbild gekrümmt. Sehr gemildert, aber nicht völlig 
beseitigt, wird dieser Übelstand (S. Engel und Schellbach, Dar- 
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stellende Optik, Tafel X) durch die bisher beschriebenen zusammen- 
gesetzten Okulare. Solche Linsenkombinationen, welche das Fern- 
rohrbild auch dem schiefen Durchblick als Ebene darstellen, werden 
orthoskopische Okulare genannt. Dasjenige von Kellner, dem 
Erfinder, bildete eine Doppellupe, deren Kollektivglas nahezu eine 
Linse von der besten Form, und deren Augenglas nach Art der 
achromatischen Objektive aus einer Flint- und Kronglaslinse zu- 
sammengesetzt war. Die vollkommene Ruhe und Klarheit der 
Bilder, auch wenn das Auge sich bewegt, bilden einen grofsen 
Vorzug dieser Okulare. (Kellner, Das orthoskopische Okular, 
eine neuerfundene achromatische Linsenkombination. Braunschweig 
1849.) 


$. 28. 


Terrestrische Okulare. Dagegen ist der Vorteil nur un- 
bedeutend, den terrestrische Okulare gewähren. Sie sind Fernrohre 
im Kleinen, welche nicht auf äufsere Gegenstände direkt, sondern 
auf deren (verkehrte) Objektivbilder gerichtet werden. Es erfolgt 
eine zweite Umkehrung dieser Bilder, welche infolge davon dem 
Auge hinter dem Okular aufrecht erscheinen. Terrestrische Oku- 
lare müssen mindestens aus drei, am besten aus vier Linsen zu- 
sammengesetzt werden, wenn die Bilder frei von Farben- und 
Kugelabweichung sein sollen. 


$. 29. 


Mikroskope bestehen in ihrer einfachsten Gestalt, wie das 
Kepler’sche Fernrohr, aus Objektiv und Okular. Das Objektiv 
entwirft von dem Gegenstande, dem es zugekehrt ist, ein (verkehr- 
tes) Luftbild, welches sodann durch eine Lupe, das Okular, be- 
trachtet wird. Nach dem Früheren können Luftbilder nur entstehen, 
solange sich das Objekt aufserhalb der Brennweite des Objektivs 
befindet. Das (lineare) Gröfsenverhältnis von Bild und Objekt 
ist gleich dem Verhältnis der Bild- und Objektweite, also, wenn 
wir die dioptrische Hauptformel beachten, S 1, je nachdem der 
Gegenstand um mehr oder weniger als die doppelte Brennweite 
vom Objektiv absteht. Letzteres ist der Fall bei den Mikroskopen, 
und da man zudem den Objektiven derselben sehr kleine Brenn- 
weiten giebt, so braucht der Abstand von Objektiv und Okular 
eben nicht grofs zu sein, um dennoch eine beträchtliche Ver- 
gröfserung des Bildes zuzulassen, das aufserdem noch durch die 
Lupe vergröfsert gesehen wird. Sowohl Objektiv als Okular der 
Mikroskope werden nach gleichen Grundsätzen wie die Fernrohre 
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achromatisch gemacht. Weiteres über Messung mittels Mikro- 
skopen s. $. 63 und ferner. 


$. 30. 


Prüfungen des Fernrohrs. Optische Kraft. Die Prüfungen, 
welchen Fernrohre zu unterwerfen sind, erstrecken sich auf zwei 
Hauptpunkte: 

a) die optische Kraft des Linsensystems; 

b) die richtige Fassung der Linsen. 

a) Vergröfserung, Helligkeit, Deutlichkeit und Farbenreinheit der 
Bilder bedingen wesentlich die Wirkung eines Fernrohrs. Wie 
die Vergröfserung gefunden wird, sahen wir in §. 16. Ob die 
Helligkeit Æ 1 ist, findet man durch Betrachten einer gleichmälsig 
beleuchteten Fläche im Fernrohr und zugleich mit freiem Auge. 
Die Deutlichkeit der Bilder erkennt man beim Anvisieren regel- 
mäfsig begrenzter schwarzer Flächen (Kreise oder Quadrate) auf 
weilsem Grunde. Es darf nicht die mindeste Verzerrung der 
Umrisse wahrgenommen werden. Ebensowenig dürfen sich stö- 
rende Farbenränder zeigen, vorausgesetzt, dafs das Okular so ein- 
gestellt ist, wie das Bild am deutlichsten erscheint. Für andere 
Einstellungen ist kein Fernrohr achromatisch. 

Bei guten achromatischen Fernrohren ist, wie Stampfer 
durch Versuche gefunden hat, der Irrtum im Einstellen auf nahe, 
gut beleuchtete und scharf markierte Ziele umgekehrt proportiönal 
der Vergröfserung. Nennt man ò den Winkel, um welchen ein 
Fernrohr im Durchschnitt falsch eingestellt wird, so ist der Durch- 
schniltsfehler einer Visur nach Stampfer in Sekunden: 


O REGA u 


also bei zwanzigfacher Vergröfserung etwa 1/ Sekunde, nämlich 
wenn die zwischen Ziel und Fernrohr liegende Luft keine Störung 
üben würde. Bei geodätischen Messungen aber sind es gerade 
diese Störungen, welche den Visurfehler vergröfsern, und weil die 
Luftschwankungen von unten nach oben die stärksten sind, so 
werden Einstellungen des Horizontalfadens ungenauer als solche 
des Vertikalfadens. Aufserdem kommt noch Gestalt, Gröfse und 
Beleuchtung des Zieles in betracht. Soll der Faden das Ziel 
symmetrisch teilen, so darf er es weder ganz bedecken noch zu 
weit von den Rändern desfelben abstehen. Während der Durch- 
schnittsfehler der Visur gleich grofs nach entgegengesetzten Rich- 
tungen anzunehmen ist, treten gerade bei der symmetrischen 
Teilung des Zieles konstante einseitige Schätzungsfehler auf, welche 
persönliche heifsen, weil ihre Gröfse mit dem Individuum wechselt, 
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Alle diese Fehlerquellen waren bei den Stampfer’schen Versuchen 
eliminiert, ihre Resultate sind darum als die Grenze anzusehen, 
„welcher sich die Genauigkeit des Zielens umsomehr nähern wird, 
je günstiger die Umstände sind“. (Prechtls Jahrb. des Wiener 
polyt. Inst., Bd. 18.) Bei den Umständen, unter welchen die 
meisten geodätischen Messungen erfolgen, darf man als Durch- 
schnittsfehler der Visur den drei- bis fünffachen Betrag des 
Stampfer’schen erwarten *). 


$. 31. 


b) Prüfung auf richtige Fassung der Linsen. Nur wenn 
die optischen Achsen des Objektivs und Okulars zusammenfallen 
oder wenigstens in geringem Abstande einander parallel laufen, 
ist die günstigste Wirkung des Fernrohrs gesichert. Die Optiker 
haben Mittel, um den Rand der Linsen genau centrisch zu dem 
optischen Mittelpunkte abzudrehen und Objektive so in ihre Ringe 
(Fig. 27) zu fassen, dafs die Ringachse mit der Linsenachse jedenfalls 
parallel wird und fast genau zusammenfällt. Ist nun die Messing- 
röhre des Fernrohrs vorn senkrecht zu ihrer Achse abgeschnitten, 
so ist nach dem Aufschrauben des Objektivs auch der Parallelis- 
mus dieser Achse mit den vorgenannten verbürgt. Zu allem dem 
reicht die Genauigkeit der Arbeit, wie sie eine gute Drehbank 
liefert, völlig aus. Ebenso können die Okularlinsen in das Aus- 
zugrohr richtig eingesetzt und dieses so gerichtet werden, dafs 
seine Achse derjenigen der Objektivröhre parallel läuft. Begreif- 
licherweise ist eine etwas schiefe Stellung der Okularlinsen weniger 
schädlich als eine solche des Objektivs, dessen optische Achse 
dadurch, wegen der grölseren Brennweite, vielmehr aus der Mitte 
des Gesichtsfeldes herausrücken würde, so dafs dieses nur teilweise 
farbenfrei erschiene. Legt man ein Fernrohr in cylindrische oder 
gabelförmige Lager, so etwa wie die Fernrohre der Tafeln XII und XV 
mit ihren Ringen aufliegen, so ist es möglich, die Objektivröhre 
um ihre mechanische Achse zu drehen. Man stelle nun dem Ob- 
Jektiv gegenüber ein Kerzenlicht in ziemlicher Entfernung auf, so 
werden davon zwei Spiegelbilder entworfen, je eines von jeder 
Fläche des Objektivs.. Hält man das Auge so, dafs beide Bilder 
sich decken und dreht dabei das Fernrohr in den Lagern, so ist 


*) Eine Formel, welche die Genauigkeitsleistung einer grofsen Anzahl 
guter Fernrohre darstellt, unter Verhältnissen, welche in der geodätischen 
Praxis im Freien als günstige gelten, lautet: 


u = 50 : v Sekunden, 


unter u den mittleren Visurfehler ($. 78) verstanden. 
Vogler, Praktische Geometrie. 6 
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die unveränderliche Deckung der Bilder ein Zeichen, dafs die op- 
tische Achse des Objektivs parallel der Röhren- oder Ringachse 
liegt, und dafs der Abstand beider unmerklich klein ist. Die 
Richtigkeit folgt aus der Art, wie Plan-, Hohl- und Konvexspiegel 
ihre Bilder entwerfen. (Vergl. Engel und Schellbach, Darst, 
Optik, Prechtl, Prakt. Diopt., S. 260.) 

Kleine, Abstände der beiden parallelen Achsen sind zwar 
optisch unschädlich, machen sich aber bemerklich, wenn man das 
Fernrohr auf einen leuchtenden Punkt richtet und nun um seine 
mechanische Achse dreht. Der Hauptstrahl des Punktes beschreibt um 
die letztere einen Kegel, sein Bild also einen Kreis, dessen Durch- 
messer mit der Nähe des Objektes wächst. Man wähle einen 
festen Zielpunkt etwa in Objektivbrennweite, entferne das Okular 
und ersetze es durch ein kleines Fernrohr mit Fadenkreuz, in fester 
Aufstellung hinter der Bildebene des ersten Fernrohrs. Von dem 
Zielpunkte P, der in Fig. 42 in der ersten Lage der optischen 


Fig. 42. 


Achse gewählt wurde, dringt ein Strahlenkegel durch das erste 
Objektiv, sendet Parallelstrahlen auf das zweite und erzeugt im 
zweiten Fernrohr ein Bild so, als läge das Ziel in unendlicher Ent- 
fernung. Stellt man das Fadenkreuz darauf ein und dreht nun 
die Röhre des ersten Objektivs in ihren Lagern, so giebt sich eine 
Excentrizität des Objektivmittelpunktes sofort zu erkennen. Wird 
jene Röhre um 180° gedreht und das Fadenkreuz von neuem ein- 
gestellt, so hat, wie Fig. 42 leicht darthut, das Mefsfernrohr den 
Winkel 2% beschrieben, den in P die Hauptstrahlen der ersten 
und der zweiten Lage unter sich einschliefsen. Aus dem Abstande 
f des Zieles vom optischen Mittelpunkte des Objektivs läfst sich 
sonach die Excentrizität e berechnen. Man hat, wenn man unter 
œ das analytische Winkelmafs versteht: 
e == nf 

Bei Fernrohren, welche sich nicht um ihre Achse drehen lassen, 
genügt in vielen Fällen eine halbe Umdrehung des Objektivs oder 
Okulars in den Gewinden, um die Beweglichkeit der Bilder zu 
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erkennen, wobei jedoch ein Schlottern in den Schraubengängen 
nicht stattfinden darf. Das Hilfsfernrohr fällt dann weg. 

Eine ähnliche Erscheinung, wie die geschilderte, bringt nämlich 
die Excentrizität des Okulars hervor. Das Fernrohrbild scheint vor 
dem Auge zu rotieren, wenn man das Fernrohr um seine mecha- 
nische Achse dreht. Dies ergiebt sich sofort, wenn man einen Bild- 
punkt mit dem excentrischen optischen Mittelpunkte des Okulars 
verbunden denkt und sich erinnert, dafs Hauptstrahlen stets aufser 
dem reellen auch den scheinbaren Bildpunkt enthalten, den das Auge 
hinter der Lupe zu sehen glaubt. ` 


$. 32. 


Centrieren des Fadenkreuzes. Wenn Instrumentenfernrohre 
mit Ringen auf gabelförmigen Lagern ruhen, so wird verlangt, dafs 
sie, einmal eingestellt, bei jeder Wendung um die Ringachse aufs 
Ziel gerichtet bleiben. Dies trifft ein, wenn Visierachse und Ring- 
achse zusammenfallen. Man sucht darum den Fadenkreuzpunkt in 
die Ringachse dadurch zu bringen, dafs man nach dem Anvisieren 
eines Zielpunktes (z. B. auf einer hellen Wand) das Fernrohr um 
180° dreht und den Punkt bezeichnet, wohin die Visierachse nun- 
mehr weist. Beide Zielpunkte stehen gleichweit von der ver- 
längerten Ringachse ab. Bezeichnet man also auch den Halbierungs- 
punkt ihres gegenseitigen Abstandes und stellt das Fadenkreuz 
mit Hilfe seiner Stellschräubcehen darauf ein, so liegt nun auch 
der Fadenkreuzpunkt in der Ringachse. (Man kann Zielpunkte und 
Halbierungspunkt auch an einer geteilten Skala ablesen und thut 
gut, einen Faden nach dem anderen in die Ringachse einzustellen, 
wobei von den beiden zugehörigen Stellschräubehen abwechselnd 
das eine zu lüften und das andere um ebensoviel nachzudrehen 
ist, damit die beiderseitige Berührung nicht verloren werde.) 

Liegt aber der optische Mittelpunkt des Objektivs excentrisch, 
so ist ein Zusammenfallen der Visier- und der Ringachse nicht 
möglich. Ist das Fadenkreuz eines solchen Fernrohrs auf unend- 
lich ferne Ziele centriert, so liegen die genannten beiden Achsen 
parallel, sie divergieren jedoch, wenn beim Centrieren auf nähere 
Ziele eingestellt ward. x 

Auch beim centrischen Objektiv wird das Fadenkreuz nur auf 
eine Zielweite centriert sein, falls die Okularröhre sich nicht parallel 
zur Ringachse aus- und einschieben läfst. Solange jedoch der 
Auszug des Fadenkreuzes geradlinig erfolgt, giebt es eine Haupt- 
visierachse (siehe $.26), welche der Visierachse für unendlich ferne 
Punkte parallel läuft; soll die Hauptvisierachse der Ringachse 
parallel sein, so centriere man das Fadenkreuz auf sehr entfernte 


6* 
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Zielpunkte und modifiziere das angegebene Verfahren dem ent- 
sprechend. 

Die eben ausgesprochenen Sätze zu beweisen wird der Leser 
selbst im stande sein. 


Weiter ausgeführt findet der Leser den Stoff der beiden ersten 
Kapitel unter anderem in folgenden Werken, welche auch hier 
zum Teil benutzt und von denen einige schon erwähnt wurden. 

Prechtl, Praktische Dioptrik, Wien 1817. 

Engel und Schellbach, Darstellende Optik, Halle 1856. 

Neumann, Die Haupt- und Brennpunkte eines Linsensystems, 
Leipzig 1866. 

Reusch, Konstruktionen zur Lehre von den Haupt- und 
Brennpunkten eines Linsensystems, Leipzig 1870. 

Gaufs, Dioptrische Untersuchungen, im V. Bande von Gauls’ 
Werken, herausgegeben von der Königl. Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Göttingen, Göttingen und Gotha 1866 
bis 1876. 
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Kapitel II. 


LEE LTR 


A. Libellenformen. 


Zur Herstellung wagrechter Linien und Ebenen bediente 
man sich schon von alters her der Oberflächen  stillstehenden 
Wassers in offenen und geschlossenen Gefäfsen, Alle Linien und 
Eberien der Gefäfse, welche von der ruhenden ebenen Oberfläche 
ode‘ deren Verlängerung gleichweit abstehen, sind wagrecht. Ist 
der zugehörige Wasserstand an den Gefülswänden durch Marken 
bezeichnet, so läfst sich die wagrechte Lage bestimmter Gefäls- 
teile, auch wenn sie verloren war, wieder erlangen. Solcher Art 
war die Wasserwage des Altertums (libella, von libra, Wage), 
und unsere heutige (vermutlich von dem Pariser Mechaniker 
Chapotot um das Jahr 1666 erfundene) Libelle unterscheidet 
sich im Prinzip nicht davon. Nur ist bei ihr das Gefäls stets 
ganz abgeschlossen und der Stand der Flüssigkeit wird an der 
oberen, gewölbten Gefäfswand markiert, wo er sich weit schärfer 
beobachten läfst, als an lotrechten Seitenwänden. 


$. 33. 


Die Dosenlibelle besteht aus einem flachen cylindrischen 
Gefäfs von Messing mit eben abgeschliffener Grundfläche (DB, 
Fig. 43, a. f. S.) und einem Glasdeckel, welcher innen nach einer 
Kugelfläche von 0,5 bis 2m Radius ausgeschliffen ist. Dies Gefäfs 
wird fast ganz mit Alkohol gefüllt, so dafs, wenn die Grundfläche 
nahe wagrecht .steht, unter dem Deckel nur ein kleiner Kugel- 
abschnitt, die Luftblase, von Flüssigkeit frei bleibt. Die freie 
Oberfläche des Weingeistes ist nur in der Mitte eben und hori- 
zontal, an den Rändern infolge der Adhäsion am Glase aufge- 
bogen. \ 
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Die lotrechte Linie AC, welche durch die Mitte der Laft- 
blase geht, ist ein Radius der Kugelschale des Libellendeckels. 
Steht derselbe zugleich normal auf der Gefäfsbasis BD und der 
Ebene der Unterlage, so läfst sich das Gefäfs auf seiner Unter- 
lage um AC oder eine Parallele zu AC als Achse drehen, ohne 
dafs die Luftblase ihre Stelle am Glasdeckel verändert. Umgekehrt 
dient dies Verhalten 
der Luftblase als Zei- 
chen, dafs die Gefäfs- ` 
basis und ihre Unter- 
lage wagrecht liegen, 
oder, wenn die Libelle 
mit einer aufrechten 
Umdrehungsachse ver- 
bunden ist und um 
diese gedreht ward, 
(siehe Fig. 48), zum 
Zeichen, dafs -diese 
Achse parallel AC, also 
lotrecht stehe. 

Um leichter zu- er- 

kennen, ob die Luft- 

c blaşe ihre Lage am 

Glasdeckel beibehält, 

kata: man den Ort des Deckels, dessen Radius normal auf dem 

Gefäfsboden steht, als Centrum M eines farbigen Kreises rt 
Mittelmarke genannt. 

Weicht die Luftblase von diesem A seitlich ab; so ist 
der Bogen AM auf der Kugelfläche, welcher: ihre Mitte mit dem 
Kreiscentrum verbindet, das Mafs des Neigungswinkels, den die 
entsprechenden Kugelradien miteinander bilden, und da der eine 
derselben (AC) lotrecht steht, für den anderen (MC) zugleich das 
Mafs der Neigung gegen das Lot. Dreht man die Gefälsbasis 
in ihrer eigenen Ebene um 180°, so bleibt die Neigung des Kugel- 
radius CM ungeändert, die Mitte der Luftblase steht darum eben- 
soweit von der Mitte: der Kreismarke ab als zuvor, während 
Punkt A des Glasdeckels nach A’ gerückt ist. MA = MA’. Die 
stets gleichen Bogenabstände der- Luftblase von dem Radius, 
welcher zur Gefäfsbasis normal steht, bieten ein Mittel, den richtigen 
Ort für das Centrum der Kreismarke zu finden. Man nennt 
diesen Ort den Spielpunkt der Libelle und bestimmt ihn, indem 
man vor und nach der Umdrehung um 180° die Luftblasen- 
mitte bezeichnet und die kürzeste Verbindungslinie beider Punkte 
halbiert. 
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Für den Fall, dafs infolge mangelhafter Anfertigung oder 
längeren Gebrauchs Spielpunkt und Mittelmarke nicht mehr zu- 
sammenfallen, bringt man an manchen Dosenlibellen eine Korrektur- 
vorrichtung an. Die einfachste besteht aus drei Stellschräubchen 
am Rande der Basis (s. Tafel XI), welche in eine zweite 
Bodenplatte greifen und die Dosenlibelle an drei Punkten nieder- 
ziehen, während eine Feder ihre Mitte aufwärts drückt. Hat'man 
durch das angegebene Verfahren den Spielpunkt bestimmt, so 
stelle man zuerst die Unterlage so, ‘dafs die Mitte der Luftblase 
bei jeder Drehung um die Basis oder um eine lotrechte Achse 
im Spielpunkte bleibt, und bringe dann mit Hilfe der Justier- 
schräubchen die Mittelmarke in den Spielpunkt. 

Der Spielpunkt einer Dosenlibelle, welche sich um eine auf- 
rechtstehende Achse drehen läfst (s. Tafel XI etc), ist der 
Endpunkt desjenigen Radius, welcher der Drehachse parallel läuft. 
Er läfst sich ganz wie zuvor angegeben bestimmen, indem man 
die Drehachse zunächst so stellt, dafs die Luftblase einspielt, 
dann aber die Dosenlibelle um jene Achse um 180° herumführt 
und den Ausschlag halbiert. Nachdem mit Hilfe des Spielpunktes 
die Drehachse lotrecht gestellt worden, läfst sich mittels etwa 
vorhandener Justierschräubehen die Mittelmarke zum Spielpunkt 
machen. 


$. 34. 


Die Röhrenlibelle entsteht aus einem Glasrohr, dessen innerer 
Raum durch Biegen oder Ausschleifen, wenigstens auf einer Seite, 
ein Stück eines Ringes von kreisförmigem Querschnitt darstellt, oder 
durch gleichmäfsiges  Ausschleifen nach allen Seiten hin tonnen- 
förmige Gestalt annimmt, hervorgegangen aus einem Kreisabschnitt, 
welcher um seine Sehne, die Längsachse der Röhre, rotiert und des- 
sen Radius kleiner sein mufs als derjenige der Erde. Das Rohr 
wird mit Weingeist oder Äther gefüllt und seine Enden zuge- 
schmolzen oder durch , verkittete Glasstöpsel geschlossen. Dies 
Verschliefsen geschieht bei der Siedetemperatur der Füllung, so dafs 
die entwickelten Dämpfe die atmosphärische Luft verdrängen und 
der innere Raum infolge der Ausdehnung der Flüssigkeit mit 
dieser ganz angefüllt ist. Nach dem Erkalten enthält die Röhre 
aufser der Flüssigkeit einen Raum, welcher nur mit Dämpfen 
von geringer Spannung gefüllt ist und Luftblase genannt wird. 
Dehnt sieh aber beim Wiedererwärmen die Füllung über den 
Punkt aus, wo die Luftblase verschwindet, so wird die Libelle 
zersprengt. Da von Äther diese Temperatur schon bei 35°C. 
erreicht wird, so macht man wohl auch die Luftblase von vorn- 
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herein gröfser, mischt ihr etwas atmosphärische Luft bei und giebt 
den Libellen eine kommunizierende Kammer am einen Röhrenende, 
zum Regeln des Flüssigkeitsstandes in der Hauptröhre und damit ` 
zugleich der Luftblasen- 
länge (Fig. 44). Der 
Verschlufs auch dieser 
Libellen erfolgt durch 
genau  eingeschliffene 
Glasstöpsel und 
Schweinsblasen, welche 
zu grölserer Sicherheit 
gegen das Verdampfen 
der Füllung über die 
Röhrenenden gezogen 
werden; oder noch 
besser durch Zuschmel- 
zen der ausgezogenen 
Röhrenenden. 

Die Libellenrö 
wird auf der obere: 
Seite graduiert und 
dazu diejenige Seite 
gewählt, deren Schiifl 
sich am genauesten der 
Kreisform anschliefst. 
Den mittleren Teil- 
strich O der Skala, 
oder, wenn die Skala in der Mitte unterbrochen ist, die Mitte 
zwischen den beiden innersten Teilstrichen, nennen wir die Mittel- 
marke der Libelle. Beim Ablesen der Skala pflegt man sie mit 
Null zu bezeichnen und die Ziffern der rechten und linken Skalen- 
seite durch + zu unterscheiden. Für manche Zwecke ist durch- 
laufende Bezifferung von einem zum anderen Ende vorzuziehen. 

Liegt die Röhre nahezu wagrecht, so stellt sich die Luftblase 
so, dafs sie von einem Vertikalschnitt durch die Röhrenachse der 
Länge nach symmetrisch geteilt wird. Lassen wir die Kreisspur 
dieses Vertikalschnittes an der oberen Röhrenwand um einen ihrer 
Radien rotieren, so entsteht eine Kugelschale und man erkennt 
sogleich, dafs der Achsenschnitt durch die Röhrenlibelle betrachtet 
werden kann, wie ein Vertikalschnitt durch den Kugelmittel- 
punkt einer Dosenlibelle von gleichem Radius. Daraus folgt 
unmittelbar: 

1) Der Libellenradius CD, welcher den Längsschnitt der Luft- 
blase symmetrisch teilt, steht lotrecht. 
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2) Dreht man die Libelle um ihn oder eine Parallele zu 
ihm als Achse, so bleibt die Lage der Luftblase in der Röhre 
unverändert. 

3) Der Abstand der Luftblasenmitte von der Nullmarke, 
welcher der Ausschlag heifst, ist der Bogen des Winkels œ, den 
die zu beiden Punkten: gehörigen Radien einschliefsen, mifst also 
die Neigung des Radius der Nullmarke gegen das Lot, und die 
Neigung einer Tangente an der Nullmarke gegen die Horizontale. 

Ist die mechanische Achse AB der Libellenröhre dieser 
Tangente parallel, so wird auch ihre Neigung durch den Ausschlag 
gemessen. Obwohl aber dieser Parallelismus nur ausnahmsweise 
streng stattfinden wird, so verlangt doch die Kürze des Ausdrucks, 
dafs wir den Winkel zwischen Libellenachse und Tangente der 
Nullmarke, der ohnehin konstant ist, als verschwindend annehmen, 
solange durch diese Annahme keine Zweideutigkeiten entstehen. 
Nach unserer Figur ist der genannte Winkel wiederum gleich «. 

Man drückt den Ausschlag der Libelle zunächst in Skalen- 
teilen (partes) aus, indem man die Stellung der Blasenenden abliest 
ınd davon das Mittel nimmt, z. B. nach Fig. 44: 

— 105 + 37 Ausschlag: — 3,4?. 

Zehntel des Skalenteils werden nach dem Augenmafse geschätzt. 
Jierzu richte man den Blick normal auf die Röhrenwand, damit 
sich die Teilstriche, welche auf der Aufsenseite eingeritzt sind, 
nicht schief auf die benetzte Innenseite der Röhre projizieren. 
Da aufserdem die Enden der Luftblase nur da scharf begrenzt 
sind, wo der Äther die Röhre benetzt, so halte man das Auge 
etwa in gleiche Höhe mit der Libelle. Man wird alsdann von 
dem unbenetzten Teile der Innenwand total reflektierte Strahlen 
empfangen, also ein helles und scharf begrenztes Bild der Luft- 
blase sehen, unterbrochen von Querlinien, den Schatten der Teil- 
striche. Nur wenn jeder Teilstrich seinen Schatten deckt, erfolgt 
die Ablesung frei von Parallaxe. 


$. 35. 


Bestimmung der Libellenangabe. Oft ist es notwendig, 
den Ausschlag auch in Winkelmafs zu kennen. Zu diesem Zwecke 
mufs der Winkelwert eines Libellenteiles oder die Angabe bekannt 
sein. Er läfst sich auf mancherlei Weise, am bequemsten und 
sehr sicher mittels des Legebreties bestimmen, das auch noch zu 
anderen Zwecken dienlich ist: Die Füfse eines dreieckig geschnit- 
tenen Brettes werden von drei Stellschrauben gebildet, deren eine 
unter dem Kopfe eine Scheibe mit Kreisteilung trägt. Als Zeiger zum 
Ablesen der Teilung ragt aus dem Brett ein dreikantiger Stift empor. 
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Die Libelle wird entweder mit ihrer Fassung auf das Brett 
gesetzt oder, wenn ungefasst, in zwei gabelförmige Lager, jeden- 
falls aber so gelegt 


Piace (Fig. 45), dafs ihre 
Achse die Verbindungs- 
. linie. der _ hinteren 


Schraubenspitzen nor- 
mal kreuzt. Damit auf 
einer nahezu wag- 
rechten Unterlage die 
Spindel der vorderen 
Fufsschraube (mit der 
Kr eisscheibe) lotrecht stehe, müssen die beiden hinteren Schrauben- 
fülse ziemlich gleich hoch sein. Man überzeugt sich dayon nötigen- 
falls durch eine Querlibelle. 

Um die Neigung des Legebrettes nach jedem Umgange der 
vorderen oder Mikrometerfufsschraube zu bestimmen, mache man 
zunächst die drei Schraubenfülse gleich lang und setze das Brett 
so auf einen Bogen Papier, dafs die Fufsspitzen sich abdrücken. 
Man verbinde die hinteren Abdrücke durch eine Gerade und fälle 
von dem vorderen ein Lot darauf, dessen Länge l? man genau 
mifst. Sodann nehme man die Mikrometerschraube ganz heraus 
und drücke ihre Gewinde auf Papier so ab, dafs man die Gesamt- 
höhe einer gröfseren Zahl Schraubengänge messen kann, wonach 
die Durchschnittshöhe h eines einzelnen berechnet wird. Wenn 


tg B = nheitl 
so ist ß die Neigung des zuvor wagrechten Legebrettes nach n 
Umgängen der vorderen Fufsschraubee Nun bleibt Xf stets 
innerhalb weniger Minuten und darum ist es erlaubt, seine Tangente 
durch das Verhältnis des Bogens zum Radius auszudrücken. Mifst 
der Bogen ß Sekunden, so mifst der Radius bekanntlich 206 265 
von diesen Bogensekunden und man hat: 


tgß = 6" : 206 265" = nh: l 


B = "* . 206265 Sekunden 


= n . k Sekunden. 


Man lege nunmehr die Libelle auf, stelle die Kreisscheibe auf 
Null und bringe die Luftblase mittels der hinteren Fufsschrauben 
soweit wie möglich nach der hinteren (negativen) Seite, lese 
den Ausschlag «&, ab, drehe sodann die vordere Schraube, bis der 
Ausschlag œ, “nach -der Gegenseite (der positiven) möglichst grofs 
wird, mache die Ablesung an Libelle und Kreisscheibe, welche 
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letztere n’ Teile zeigen möge, und berechne den Wert p, eines. 
Libellenteiles aus: 


Man beginnt das Verfahren von neuem, indem man die Luftblase 

wieder mittels der hinteren Füfse in ihre erste Lage zurückführt 

und abliest etc. und fährt so fort, bis eine oder mehrere (n) 

ganze Umdrehungen der vorderen Schraube erfolgt sind. Nun 
wird die Summe Æ (œ) aller Ausschläge nach den hinteren, und 
| die Summe Æ («) aller Ausschläge nach der vorderen Schraube 
hin gebildet und es ergiebt sich als Schlufswert p des Skalenteiles 
in Sekunden oder der sogenannten Angabe der Libelle: 


p = nk : [Z (%) — £ (%)]. 
Ist das Längenmafs q eines Skalenteiles bekannt, so berechnet 


sich die Länge des Sekundenbogens wie q:p und der Radius r 
der Libellenkrümmung aus: 
— 206 265 g ::p. 

Als übliches Mafs für q ist in den meisten Werkstätten eine 
Pariser Linie — 2,3mm eingeführt, so dafs Zehntel von q mit 
blofsem Auge noch recht gut abgeschätzt werden können. Der 
Skalenwert p beträgt bei geodätischen Instrumenten mit geschliffenen 
Libellen zwischen 3 und 30 Sekunden, die Radien liegen also 
etwa zwischen 150 und 15m. 

Dasfelbe Verfahren, um zur Angabe der Libelle zu gelangen, 
läfst sich offenbar auch dann einschlagen, wenn die Libelle an 
einem Mefsinstrument mit drei Schraubenfüfsen befestigt ist. Man 
versieht einen der Schraubenköpfe mit einer Marke zum genauen 
Abzählen der ganzen Umdrehungen; die Zwischenablesungen an 
dieser Schraube fallen, wenn die Kreisteilung mangelt, natürlich weg. 

Die Bestimmung der Libellenangabe mufs bei verschiedenen 
Temperaturen geschehen, denn es giebt Libellen, deren Angabe mit 
der Temperatur erheblich variiert. So verminderte sich der Teil- 
wert einiger feinen Ertel’schen, an den Enden zugeschmolzenen 
Libellen um !/, des mittleren Betrages (4,5"), während die Tem- 
peratur t von 0 auf 20°C. stieg. Die Angabe solcher Libellen 
wäre demnach durch die Gleichung gegeben: 

p = 45 + (10° — t) . 0,075 Sekunden, 
wenn nämlich die Änderung des Teilwertes proportional der 
Temperaturänderung erfolgte. Eine genügende Erklärung dieser 
Erscheinung ist noch nicht aufgefunden; man ist beinahe versucht, 
Kontraktion des Libellenquerschnitts bei zunehmender Temperatur 
zu unterstellen, 
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Je kleiner die Angabe oder je gröfser der Radius, desto 
empfindlicher ist eine Libelle, desto leichter bewirkt eine Änderung 
ihrer Neigung einen merkbaren Ausschlag. Doch treten kleine 
Ausschläge nicht immer sofort ein, sondern die Flüssigkeit besitzt 
eine gewisse Trägheit, d. h. es bedarf Zeit, ehe die vorher unbe- 
netzten Teile der Röhrenwand benetzt und die feuchten abgetrocknet 
sind, und dann erst kommt die Flüssigkeit ins Gleichgewicht und 
die Luftblase zur Ruhe. War die Füllung durch stärkere Be- 
wegungen ins Schwanken geraten, so vergeht darum, auch wenn 
die Schwingungen beendigt scheinen, doch noch einige Zeit, ehe 
völliger Stillstand eintritt. Man kann sie mitunter abkürzen durch 
leises Klopfen auf die Unterlage der Libelle, aber die Ablesung 
darf erst bei vollkommener Ruhe der Luftblase erfolgen. Jede 
neue Bewegung erzeugt neues Nachziehen der Luftblase und darum 
ist es an sich zeitraubender, dieser eine bestimmte Stellung zu 
geben als eine gegebene abzulesen. Empfindliche Libellen ziehen 
im allgemeinen länger nach als gröbere, und Weingeistlibellen 
länger als solche mit der flüchtigeren Ätherfüllung; doch spielt 
auch die mit der Glassorte variable Adhäsion an den Röhren- 
wänden eine Rolle. Niederschläge aus dem Äther an den Wänden, 
welche mitunter vorkommen, können eine Libelle ganz unbrauchbar 
machen, so sehr vergröfsern sie die Adhäsion. 

Während die hier erwähnten Einflüsse den Eintritt des Gleich- 
gewichts in der Libellenfüllung nur verzögern, bringen einseitig 
wirkende Wärmequellen dauernde Störungen in der Niveaulage 
der Ätheroberfläche hervor. Man halte den Finger, ohne das 
Glas zu berühren, über ein Ende der Luftblase, und alsbald bewegt 
sich dieselbe nach dieser Seite hin, gerade so, als träte an dieser 
Stelle eine lokale Aufblähung der Röhre ein Lamont hat in- 
dessen, indem er bei seinen Untersuchungen die Libellen nicht 
an ihrer unteren, -sondern an der oberen oder Skalenseite in 
Lagern befestigte, nachgewiesen, dafs die Form der Libelle unver- 
ändert bleibt; er erklärt die Erscheinung aus Veränderungen der 
Molekularkräfte durch die Wärme, infolge deren die Adhäsion 
zwischen Glas und Füllung auf der wärmeren Seite vermindert 
wird und.die Flüssigkeit am kühleren Ende stärker an der Glas- 
wand emporzusteigen strebt. 

Derartige Verschiebungen der Luftblase aus der Niveaulage 
können mehr als 10” betragen. Feine Libellen werden darum 
beim Gebrauch im Freien durch einen Metall- oder Holzmantel 
geschützt, welcher nur die Skala frei läfst, diese selbst aber wird 
noch durch eine Glashülle (Planglas oder Röhre) bedeckt. Aufserdem 
hält man von feinen Libelleninstrumenten die direkten Sonnen- 
strahlen durch einen Schirm, und die Körperwärme des Beobachters 
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durch gehörige Entfernung ab, und hütet sich besonders die Skala 
beim Atmen zu behauchen. 


$. 36. 


Untersuchung der Libellen auf gleichmäfsigen Schliff. Sie 
erfolgt auf dem Legebrett nach den oben angeführten Regeln, 
jedoch so, dafs man die Luftblase bei konstanter Temperatur stets 
nur um wenige Teilstriche vorrücken läfst und zusieht, ob auf der 
ganzen Länge der Skala gleichen Stücken gleichgrofse Schrauben- 
bewegungen entsprechen. Nur wenn dieses der Fall, ist die Li- 
belle kreisförmig geschliffen und zum Messen kleiner Neigungen 
brauchbar. Als Lotmarke kann sie auch dann dienen, wenn sie 
zwar ungleich, aber symmetrisch gegen den Radius der Mittel- 
marke gekrümmt ist; und selbst bei unsymmetrischer Krümmung, 
wenn die Luftblase immer gleiche Länge behält. Es giebt ERA 
eine Sorte billiger Libellen, meist dalin iisokäh Fabrikats, welche 
an einigen Skalenstellen eine grofse Empfindlichkeit zeigen, während 
an anderen die Luftblase auch nach Neigungsänderungen von 10 
bis 30 Sekunden ruhig stehen bleibt. Schuld daran ist der rohe 
Schliff, welcher nur mit grobem Schmirgel erfolgte und kleine 
scharfkantige Gruben in der inneren Röhrenwand erzeugte, an 
welchen die Libellenflüssigkeit haftet. Solche Libellen sollte kein 
Mechaniker verwenden, da sie völlig untauglich sind. 

Die besprochene Art der Untersuchung setzt voraus, dafs nicht 
nur die ganzen Umdrehungen der Mikrometerschraube dem Lege- 
brett gleiche Neigungen erteilen, sondern dafs überhaupt gleichen 
Drehungswinkeln der Kreisscheibe gleiche Neigungswinkel des 
Brettes entsprechen. Es ist klar, dals zur Bestätigung dieser Vor- 
aussetzung daslelbe Verfahren dienen kann, wie zur Untersuchung 
der Libelle, nur dafs hierbei der Lauf der Luftblase immer an 
derselben Skalenstelle beobachtet werden mufs, während die Trom- 
mel um gleiche Stücke weiter gedreht wird. 


$. 37. 


Die Setzlibelle. Eine Röhrenlibelle mit eben abgeschliffenem 
Fufs — sei er von Glas und angeschmolzen, oder von Metall und 
angekittet, oder sei die Verbindung nach Fig. 46 (a. f. S.) durch eine 
mit Gips auszugiefsende, an der Skala geschlitzte Mantelröhre 
vermittelt — kann genau denselben Dienst wie eine Dosenlibelle 
leisten; ist die Basis der Libelle normal zu dem Radius ihrer 
Mittelmarke M abgeschliffen, so spielt die Luftblase dann ein (d. h. 
sie wird von jener Marke symmetrisch geteilt), wenn die ebene 
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Unterlage der Libelle wagrecht ist. Die Luftblase spielt aber 
auch noch dann ein, wenn die Unterlage nur in einer Richtung, 
nämlich parallel zur Tangente der Mittelmarke, wagrecht steht. 
Davon, dafs die Unterlage nach jeder Richtung horizontal sei, 
kann man sich erst überzeugen, wenn man die Libelle in einer 
zweiten Richtung aufsetzt, z. B. normal zu der ersten. 

Zwei in solcher Stellung auf gemeinsamer Fufsplatte mitein- 
ander verbundene sogenannte Kreuzlibellen ersparen die Drehung 


Fig. 46. 


auf der Unterlage, welche man einer einzelnen Röhrenlibelle geben 
mus, um die Horizontalstellung der Unterlage zu erkennen. 

Auch bei der Setzlibelle heifst derjenige Punkt, welcher bei 
horizontaler Basis die Luftblase symmetrisch teilt, der Spielpunkt. 
Der Radius des Spielpunktes steht normal zur Basis. 

Trifft die Voraussetzung nicht zu, dafs die Mittelmarke M 
den Spielpunkt der Libelle enthalte, so bestimmt man den Spiel- 
punkt wie bei der Dosenlibelle (Fig. 43). Man setzt die Libelle um, 
d. h. man dreht‘ die Basis derselben in ihrer eigenen Ebene um 
180°, wodurch die Neigung «œ desjenigen Libellenradius CS un- 
verändert bleibt, welcher zum Spielpunkt gehört. Die Mitte der 
Luftblase aber sucht, wie in der ersten Lage, so in der zweiten 
den höchsten Punkt der Libellenröhre auf, und der lotrechte Ra- 
dius QA” dieses Punktes bildet mit dem Radius des Spielpunktes 
denselben Winkel & wie zuvor CA’. Somit wird durch das Skalen- 
stück zwischen den beiden Mittelpunkten A’ und A” der Luftblase, 
der doppelte Bogen des Winkels & gemessen und durch Halbieren 
jenes Skalenstückes der Spielpunkt $ der Setzlibelle gefunden. 
SM ist der Abstand des Spielpunktes von der Mittelmarke. 

(% ist zugleich der Neigungswinkel der "Unterlage gegen 
die Horizontale, in einer Vertikalebene durch die Libellenachse 
gemessen. 
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Beispiel: Um für eine Setzlibelle von 12” Angabe den Ab- 
stand des Spielpunktes von der Mittelmarke zu bestimmen, wurde 
dieselbe auf eine beinahe wagrechte, steinerne Fensterbrüstung 
gebracht, an beiden Enden der Luftblase abgelesen, genau um 
180° umgesetzt, wobei eine Kante der Steinplatte als Richtlinie 
diente, und abermals abgelesen. Jede Röhrenhälfte war mit (+) 
oder (—) dauernd bezeichnet. 


Mitte der 
Ablesung Luftblase 
1) — 5,4 | + 11,8 + 3,2 
2) + 4,1 | — 132 — 4,55 
ER aha E 
Algebraische Summe. . s e e s eso — 1,35 = 2SM] in Teilen 
Algebraische Differenz 2) — 1). ...—- 75 = 2« `] der Libelle. 


Diese Zahlen mit 6” multipliziert geben: 


SM = — 8,1” 
== — 46,5", 


wobei das Vorzeichen von & wie die Figur selbst sich auf die 
zweite Lage der Libelle bezieht. Als Kontrolle richtiger Ablesung 
dient die nahezu gleiche Luftblasenlänge von 17,2 und 17,3 Li- 
bellenteilen. Gewöhnlich bedarf man den Abstand des Spielpunktes 
nur in Teilen der Libelle, nicht in Winkelmafs. Man sieht leicht 
ein, dafs man ihn auch erhalten hätte, wenn man das arithmetische 
Mittel aus einer der Ablesungsspalten bildete, dals es also genügte, 
in jeder Lage nur ein Luftblasenende abzulesen, wenn weder die 
Kenntnis von & noch eine Kontrolle gewünscht wurde. 


$. 38. 


Berichtigung der Setzlibelle.. Eine Setzlibelle berichtigen 
heifst ihre Mittelmarke zum Spielpunkt machen. Dazu bedarf es 
einer Korrekturvorrichtung, welche die Achse der Libellenröhre 
gegen die Fufsplatte zu heben und zu senken gestattet, wie es in 
Fig. 47 (a.f. S.) die Schraube a und die ihr entgegenwirkende Spiral- 
feder thut. Schraube b drückt das andere Ende auf den cylindrisch 
abgerundeten Fufsc an. Andere Korrekturvorrichtungen für Libellen 
finden sich, leicht verständlich, in verschiedenen Figuren dieses 
Buches abgebildet. So z. B. wird die Spiralfeder der Fig. 47 
häufig und zwar zum Zweck gröfserer Unveränderlichkeit der Ju- 
stierung durch zwei Druckschräubchen ersetzt, in deren Mitte die 
Zugschraube a wirkt. 


> 
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Kennt man den Abstand ø des Spielpunktes von der Mittel- 
marke, so lasse man die Luftblase auf fester Unterlage zur Ruhe 
kommen und vermindere mit Hilfe der Justierschraube ihren Aus- 
schlag um 6. Nach dem vorigen giebt der um 6 verminderte 
Ausschlag die Neigung & der Unterlage unmittelbar an. 

Ist eine bewegliche Unterlage, z. B. ein Legebrett, zur Ver- 
fügung, so verfährt man vorteilhaft so: man bringt durch Neigen des 
Legebretts die Libelle zum Einspielen, setzt sie um und beseitigt den 
entstehenden Ausschlag zur Hälfte an der Unterlage, zur Hälfte an den 
Justierschrauben der Libelle. Nach der ersten Hälfte der Korrektur 
ist die Unterlage wagrecht und die Luftblase zeigt auf den Spiel- 
punkt im Abstande 6 von der Mittelmarke; nach der zweiten ist 6 


Fig. 47. 


verschwunden und die Libelle justiert. Es verdient bemerkt zu 
werden, dafs der Ausschlag nur dann mit Sicherheit halbiert wer- 
den kann, wenn entweder die Luftblase ganz innerhalb der Skala 
bleibt oder die Unterlage von einer Schraube mit eingeteiltem 
Kopfe bewegt werden kann. 

Setzlibellen, welche nicht wie die bisher betrachteten auf ebener 
Basis ruhen, sondern mittels zweier Füfse mit entsprechenden 
Ausschnitten auf Drehachsen, Fernrohren, überhaupt cylindrischen 
Instrumententeilen aufsitzen, werden auch Reiterlibellen genannt und 
neben anderen Formen im folgenden behandelt. 


B. Libellen und Achsen. 


Um stehende und liegende Drehachsen geodätischer Instru- 
mente genau lotrecht und wagrecht einzustellen, wendet man fast 
ausschliefslich die Libelle an. Im folgenden wird nicht ohne wei- 
teres angenommen, dafs der Radius der Mittelmarke normal zur 
Libellenachse (der Achse des tonnenförmigen Ausschliffs bei Röhren- 
libellen) stehe. Die Betrachtung der behandelten Fälle unter die- 
ser vereinfachenden Annahme bleibt dem Leser überlassen. 
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$. 39. 


Lotrechtstellen stehender Achsen. Ein Arm, welcher 
(Fig. 48) mit der stehenden Drehachse XX’ fest verbunden ist, 
trägt eine Dosen- oder Röhrenlibelle. Wie nunmehr die Achse 
mit Hilfe der Dosenlibelle lotrecht gestellt wird, haben wir oben 
$. 33 gesehen. Der Gebrauch einer Röhrenlibelle ist ein ähnlicher. 
Derjenige Libellenradius CS, welcher der Drehachse parallel läuft, 

Fig. 48. bezeichnet auf der Libel- 
lenskala den Spielpunkt S. 
Bei lotrechter Drehachse 
liegt die Luftblase zum 
Spielpunkt symmetrisch 
und behält diese Lage un- 
abhängig von der Azimu- 
talrichtung, welche man 
der Libellenachse giebt. 

a) Der Abstand 6 
des Spielpunktes § von 
der Mittelmarke M sei 
bekannt (Fig. 48); die 
Vertikalachse X X’ lotrecht zu stellen. Die theoretische Lösung 
ist folgende: 

Man gebe der Libelle den Ausschlag 6, so dafs die Libellen- 
achse AA’ den Winkel r mit der Horizontalen bildet. Nun be- 
wege man die Libelle um etwa 90° um die Drehachse XX’. Wenn 
dies geschehen, so hebe man das ganze Liniensystem um AA’ 
als Achse (oder eine Parallele zu AA’), bis auch in der neuen 
Lage der Ausschlag 6 erscheint und die Libellenachse zugleich 
die Neigung t annimmt. Jetzt steht X X’ lotrecht. Denn denkt 
man sich die Libellenachse in die Lage AA’ zurückgebracht, so 
zeigt sich noch immer der Ausschlag 6, weil /{r unverändert blieb. 
Man denke sich durch Punkt X je eine Parallele mit beiden Lagen 
der Libellenachse gezogen; dieselben bilden, und darum auch die 
Drehachse X X’, mit der Horizontalebene jenes Punktes gleiche Win- 
kel, was nur möglich, wenn X X’ lotrecht. 

Spezieller Fall: der Radius des Spielpunktes sei normal zur 
Libellenachse, so dafs er und die Drehachse XX’, sobald der Aus- 
schlag 6 erscheint, in lotrechten Ebenen liegen, auf welche die 
Libellenachse normal steht. Durch Azimutaldrehung des Linien- 
systems um etwa 90° und Vertikaldrehung um eine Linie, welche 
parallel zur ersten Lage der Libellenachse läuft, wird die Dreh- 

Vogler, Praktische Geometrie, 7 
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achse in ihrer Vertikalebene gehoben, so dafs sie lotrecht steht, 
wenn auch hier der Ausschlag 6 erreicht ist. 

In der Anwendung ist es selten möglich, die zweite Drehung 
um eine Linie vorzunehmen, welche genau parallel zu AA’ läuft. 
Man begnügt sich dann mit näherungsweiser Lösung und wieder- 
holt sie, bis die Annäherung eine vollkommene ist. So bringt 
man, wenn die aufrechte Achse mittels dreier Fufsschrauben 
verstellt werden kann, die Libelle zuerst nach dem Augenmals in 
die Richtung zweier Füfse, sodann die Luftblase mit Hilfe der 
zugehörigen beiden Schrauben auf den Spielpunkt, dreht die Libelle 
in Azimut um etwa 90° und stellt die Luftblase mittels der dritten 
Fufsschraube ein, worauf man zur ersten Stellung zurückkehrt u. s. w. 

b) Der Abstand 6 des Spielpunktes S von der Mittelmarke 
M sei erst zu suchen; dies geschieht so: 

Man bringe die Drehachse XX’ in eine Vertikalebene (z. B. 
die des Papiers in Fig. 49) parallel zur Libellenachse, und die Luft- 
blase irgendwo, etwa auf der Mittelmarke M zum Einspielen. Der 
Winkel zwischen dem Radius des Spielpunktes und dem in der 


Fig. 49. 
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Mitte der Luftblase sei allgemein «. Nach einer Azimutaldrehung 
der Libelle um 180° ist der Radius CM in die Lage © M’ gekom- 
men, wo er mit dem Lote O'L den doppelten Winkel œ einschliefst, 
wie leicht zu beweisen mittels der Parallelen, welche mit CM und 
C'M' durch X’ gezogen wurden. Die Linie $'C’, welche X2« 
halbiert, ist parallel X X’, folglich S’ der Spielpunkt, an welchem 6 
abzulesen. War M die Mittelmarke, so ist & = O. 

Bei der Ausführung läfst sich die Drehachse X X’ vorerst nur 
näherungsweise in eine Vertikalebene parallel AA’ bringen. Dann 


“S 
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gilt dieses Verfahren strenge. nur für den Fall, dafs Libellen- 
und Drehachse sich rechtwinkelig kreuzen, weil andernfalls die 
Vertikalebenen, welche man in ‘der ersten und zweiten Lage durch 
die Libellenachse legt, einander nicht parallel werden. Wenn aber 
wenigstens die Azimutaldrehung der letzteren um 180° genau er- 
folgen kann, so ist die Schiefstellung der Drehachse auf die Be- 
stimmung des Spielpunktes fast ohne Einflufs. Auch die Drehung 
um 180° braucht umsoweniger genau zu sein, je näher die Dreh- 
achse lotrecht steht. 

c) Der Spielpunkt sei auf die Mittelmarke zu bringen. Nach dem 
vorigen erhellt die Richtigkeit folgenden Verfahrens ohne weiteres: 

Man stelle die Drehachse vorläufig nach zwei Richtungen 
näherungsweise lotrecht, bringe die Libelle in die Richtung zweier 
Stellschrauben zur Bewegung der Drehachse, und mit Hilfe dieser 
Schrauben die Luftblase auf die Mittelmarke, drehe in Azimut 
um 180° und beseitige den entstehenden Ausschlag der Luftblase 
zur Hälfte an den Stellschrauben (wodurch die Drehachse in eine 
lotrechte Ebene kommt) und zur Hälfte mit den Korrekturschrauben 
der Libelle (wodurch der Radius der Mittelmarke lotrecht wird). 

Da weder in Fig. 48 noch nachher die Annahme gemacht 
wurde, dafs 6 = t sei, so bleibt das soeben vorgeschriebene Ver- 
fahren unabhängig davon, ob die Tangente der Mittelmarke parallel 
der Libellenachse ist oder nicht. 

Hatte man nach b) dieses Paragraphen den Spielpunkt be- 
stimmt und mittels desfelben gemäfs a) die Drehachse lotrecht 
gestellt, dann reduziert sich das Verfahren, welches die Aufgabe 
c) löst, auf eine blofse Verstellung der Libelle mittels ihrer Justier- 
schräubchen, bis die Luftblase von der Mittelmarke symmetrisch 
geteilt wird. 


$. 40. 


Wagrechtstellen liegender Achsen. Die Stellen, wo die 
Setzlibelle auf solehen Achsen aufsitzt, werden mit besonderer 
Sorgfalt eylindrisch abgedreht und poliert und zu diesem Zwecke, 
wenn nötig, eigene Metallringe umgelegt, welche in den Achs- 
lagern ruhen und zugleich die Libellenfülse tragen. Sowohl die 
Achslager als auch die Libellenfülse sind entweder cylindrisch 
ausgearbeitet, so dafs die Achszapfen oder Ringe eben hineinpassen, 
oder sie sind zur Verminderung der Reibung nach Fig. 50 schräg 
ausgeschnitten, und die Schnittflächen, welche gewöhnlich unter 
einem Winkel von 90° zusammenstolsen, aufserdem etwas gewölbt, 
so dafs die Achse nur in zwei Paar Punkten aufliegt und ebenso 
von der Libelle nur an vier Punkten berührt wird. Dabei kann 

y fha 
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die Libelle auf den Ringen stehen oder in ihnen hängen (Fig. 50 a 
und b). Endlich kommt noch der Fall vor, dafs die Libellenfülse 
mit der Drehachse unverrückbar verbunden sind. 

In allen diesen Verbindungen läfst sich die Libelle um die 
liegende Achse wenigstens etwas seitlich hin- und herschwenken. 
Ist, wie hier stets voraus- 
gesetzt wird, die Libellen- 
röhre tonnenförmig geschlif- 
fen, so wird jede Drehung 
um eine andere als die eigene 
Achse oder eine Parallele 
dazu (vom Lot abgesehen) 
den Ausschlag der Libelle 
verändern. Da nun gerade 
eine bestimmte Lage der 
Luftblase als Zeichen für eine 
bestimmte Lage der Dreh- 
achse dienen soll, auch wenn 
die Libelle nicht eben genau 
über oder unter der Drehachse steht, so ist der Parallelismus der 
Libellenachse mit der Drehachse eine Notwendigkeit. Um ihn 
herzustellen, befinden sich an den Libellenfülsen einerseits Korrektur- 
schrauben, welche das Libellenende seitwärts rücken und somit 
Libellen- und Drehachse in eine Ebene bringen; andererseits Schräub- 
chen, welche das Libellenende der Drehachse nähern oder entfernen, 
um dadurch den Abstand beider Libellenenden von der Drehachse 
auszugleichen. 


A 


= 


§. 41. 


Kreuzung der Libellen- und Drehachse giebt sich dadurch 
kund, dafs beim seitlichen Hin- und Herschwenken der Libelle 
die Luftblase nach verschiedenen Enden hin ausschlägt. 

In Fig. 51 befinde sich die liegende Achse c’c” in einer Ver- 
tikalebene normal zur Bildfläche, die Libellenachse, deren Projek- 
tion ab sein soll, liege horizontal und kreuze die Drehachse. Die 
Luftblas& wird nahe der Mitte der Libellenröhre einspielen, und 
genau auf der Mittelmarke, wenn diese richtig angebracht ist. 
Schwenkt man die Libelle um 90° zur Seite, so dafs sie in die 
Lage a'b’ kommt, so geht die Luftblase gegen das obere Ende a’ 
hin, und wenn man die Libelle sodann um 180° hinüberschwenkt, 
so kommt in der Lage a”b” das entgegengesetzte Ende zu oberst, 
wie der Ausschlag der Luftblase alsbald anzeigen wird. 
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Ist dagegen Libellen- und Drehachse in dieselbe Vertikalebene 
gebracht (s. Fig. 52, wo die Libellenachse sich als Punkt a pro- 
jiziert) und nur die Länge der Libellenfüfse ac‘ und ac” ungleich, 
so wird ein Hin- und Herschwenken um 90° nach rechts oder 
links beidemale den Ausschlag nach demselben Libellenende hin 
hervorrufen. 

Auch wenn das Hin- und Herschwenken der Libelle nur 
innerhalb eines Spielraumes kleiner als 180° möglich ist, kann die 
vollkommene Ruhe der Luftblase als Beweis für den Parallelismus 
der Libellen- und Drehachse dienen. 

Somit wäre, einerlei ob diese beiden Achsen in derselben 
Vertikalebene liegen oder nicht, sobald sie nur parallel sind, ein 


Fig. 51. Fig. 52. 


Merkmal für die wagrechte Lage der Drehachse darin gegeben 
dafs einer derjenigen Libellenradien lotrecht steht, welche die Achse 
der Libelle normal schneiden. Bezeichnet die Mittelmarke die 
Endpunkte aller solcher Radien, so lasse man die Libelle in der 
Mitte einspielen, damit die Drehachse wagrecht wird. 

Indessen zeigt der eben besprochene Versuch die Ungleichheit 
der Libellenfüfse nur unvollkommen scharf an, während doch der 
Einfluls dieser Ungleichheit auf die Schiefstellung der Drehachse 
in seinem ganzen Betrage einwirkt. Führen wir die Libellenachse 
(Fig. 52) aus der Lotlage über der Drehachse um den Drehungs- 
winkel y seitwärts, so wird, wenn v und h das vordere und hintere 
Libellenende, r und R die zugehörigen Libellenfüfse sind und vM 
in einer Vertikalebene liegt, während die von R und r beschrie- 
benen Kreise um A, den Neigungswinkel zwischen Libellen- und 
Drehachse, gegen das Lot geneigt sind, zunächst: 


vh = (rcosy + dc — Rcosy) cosh 
und da CC’ = R — r ist, auch 
vh = 2 (R — r) sin? 1/gy cosà. 
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Ist sodann I der wirkliche Abstand der beiden Punkte v und Ah, 
so dals: 

(R—r):l= sind; 
heifst ferner v der jeweilige Neigungswinkel der Libellenachse 
gegen die Horizontale, so findet sich: 


snv = vh ;1 
und nach dem vorigen: 
sinv = sin 2 À sin?\/yY. 
Kleine Winkel verhalten sich wie ihre Sinus, so dafs: 
BEEE E en . (1) 


gesetzt werden darf. Hieraus erkennt man, dafs der Eintluls von 
A auf die Libellenneigung gering bleibt, solange das Hin- und 
Herschwenken der Libelle nur innerhalb kleiner Winkel y erfolgt. 
Wir müssen also den Parallelismus von Libellen- und Drehachse 
noch auf andere Art strenger zu prüfen suchen. 

Kaum nötig zu erwähnen scheint es, dafs die soeben abge- 
handelte Prüfungsmethode nicht notwendig mit Wagrechtstellen der 
Libellenachse zu beginnen braucht. 


$. 42. 


Prüfung der Konvergenz von Libellen- und Drehachse. 
Reiterlibellen auf Ringen oder Achszapfen, welche beim Hin- und 
Herschwenken keine Kreuzung der 
Achsen mehr erkennen lassen, 
setze man um, so dafs ihre Fülse 
den Ort vertauschen. Wie bei 
der Setzlibelle auf Ebenen ($. 37) 
wird, die Normalstellung des Ra- 
dius der Mittelmarke zur Libel- 
lenachse vorausgesetzt, diese der 
Drehachse dann parallel laufen, 
wenn die Luftblase in beiden Lagen 
denselben Ausschlag und nach 
derselben Seite hin zeigt. Sind die 
Ausschläge ungleich, so ist die 
halbe Differenz derselben das Mafs 
der Konvergenz beider Achsen, 
oder auch das Mafs für den Abstand des Spielpunktes von der 
Mittelmarke. Dies Verfahren und der Beweis seiner Richtigkeit sind 
genau dieselben wie am früheren Orte angegeben, vorausgesetzt dafs 
die Ringe oder Achszapfen gleiche Gestalt haben. Sind diese aber 
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von ungleichen Durchmessern, so wird das Resultat etwas abge- 
ändert (s. §. 43). 

Von den beiden im vorigen enthaltenen Voraussetzungen 
wollen wir zunächst die erste fallen lassen und annehmen, dafs die 
Radien der Mittelmarke nicht genau normal zur Libellenachse 
stehen. Wir suchen ein Verfahren, um den Abstand des Normal- 
radius zur Libellenachse von der Mittelmarke oder von irgend 
einem anderen Libellenteilstrich zu messen, z. B. von dem Spiel- 
punkt der Libelle, welcher nach der soeben gegebenen Anweisung 
bestimmt worden sein möge. Bringen wir die Luftblase auf den 
Spielpunkt, sô steht die Tangente desselben ebenso wie die Dreh- 
achse wagrecht. Beide projizieren sich daher in Fig. 53 als 
Punkte S und C auf die Bildfläche, die normal zur Tangente des 
Spielpunktes gedacht ist, während zugleich angenommen wird, dafs 
die Libellenachse vh sich mit der Drehachse in einer Vertikal- 
ebene befinde. Nimmt durch Hin- und Herschwenken die Libellen- 
achse eine andere Lage an, z. B. h'v’, so tritt die Mitte der Luft- 
blase in denjenigen vertikalen Längsschnitt der Libelle, dem die 
Punkte s’t' lotrecht über h’ und v' angehören. Wenn 

Deere wier een: 

so dürfen wir s’t als Tangente an die Marke des Spielpunktes 
betrachten, die wir uns nebst den übrigen Skalenmarken wie einen 
Tonnenreif um die ganze Libelle herumgeführt denken (also streng 
genommen in einer Normalebene zu Wo’, wovon jedoch hier ab- 
gesehen wird). Bezeichnen wir noch mit 7? den Abstand der 
beiden Kreise voneinander, in denen k und v sich herumbewegen, 
mit A die Neigung der Libellenachse gegen die Drehachse, mit v 
die jeweilige Neigung von st gegen die Horizontale durch s’, so 
haben wir: 


hv p" u y' 
A u en re 
tg 7 
l l 
oder. de —. ọ" = r" — r = hv ist, 


tgv —=tgA (1 — cosy) = 2tg à sin? 1/37. 
Kleine Winkel verhalten sich wie ihre Tangenten, also: 
VER a E E ET E A A T), 


Für y = 90 wird v = A, wie auch aus der Figur zu ersehen, 
da t'u” = hv. Die Seitwärtsschwenkung der Libelle um 90° 


liefert also ein direktes Mittel zur Bestimmung des Abstandes A 
zwischen Normalradius und Spielpunkt, oder, was dasfelbe, der 
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Neigung A der Libellenachse gegen die Tangente des Spielpunktes. 
Können wir die Seitwärtsschwenkung nicht soweit führen, so 
müssen wir A aus (2) berechnen, was um so ungenauer ausfällt, 
je kleiner y und darum v. Aber eben weil v für kleine y sehr 
unbedeutend wird, werden wir nur selten genötigt sein, A genau 
zu messen, sondern uns nur überzeugen, ob, wenn wir die Mittel- 
marke der Libelle zum Spielpunkt machen, A nicht einen Wert 
annimmt, welcher beim gewöhnlichen Gebrauch der Libelle, d. h. 
bei den vorkommenden Seitwärtsneigungen derselben, Einfluss 
gewinnen kann. Man beobachte zu diesem Zwecke, nachdem man 
die Libelle auf Kreuzung, und nach Anleitung des vorigen Para- 
graphen als Setzlibelle berichtigt, also ihre Mittelmarke zum Spiel- 
punkt gemacht hat, ob beim Hin- und Herschwenken innerhalb 
der vorkommenden Grenzen eine merkliche Abweichung der Luft- 
blase von der Mittelmarke (nach einer und derselben Seite hin) 
entsteht. 


$. 43. 


Einfluss ungleicher Ringdurchmesser. Fig. 54 zeigt die 
Projektionen der Ringe und Ausschnitte der Libellenfülse auf eine 
Ebene normal zur horizontalen Libellenachse a. Da die Projek- 

tionen der Ausschnitte sich 

Fig. 54. Fig. 55. decken, so wird beim Um- 
setzen die Libellachse wieder 
horizontal. Das Einspielen 
der Luftblase in beiden La- 
gen zeigt hier also nur an, 
dafs die Libellenachse paral- 
lel einer Linie bb’ ist, welche 
die (sich deckenden) Scheitel 
derFufsausschnitte verbindet. 
Dagegen ist die Drehachse 
cc um einen Winkel u 
gegen den Horizont geneigt. 
Ist m die Länge der Schei- 
tellinie bb’, so ergiebt sich 
die Neigung u der Linien 
bb und cc’ gegeneinander 
nach der Figur aus: 


siny = (bie — be): m 


und wenn R und r die Ringradien sind und (R — r) : m = sinuo 
gesetzt wird, aus: 
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sin u = (R — r) : msin 1/3 p = sin u, cosec 1/3 Q 
und weil das Verhältnis kleiner Winkel gleich dem ihrer Sinus: 


ee I A. RE; 
oder, ohne dafs u berechnet wurde, in Sekunden *): 
= (Rr) o Mam Yp am EE . ... ...(4 
Bei cylindrisch ausgeschnittenen Libellenfüfsen ist @ —= 180° zu 
setzen, also: i 
w ER E i mm A a a a e) 
und wenn ọ = 90°, so wird: 
Keen OA T A - ee 


Gemäfs der vorstehenden Definition von sin u, ist u, der 
Winkel, den die Ringachse mit einer Seite desjenigen geraden 
Kreiskegels bildet, dem wir die Oberflächen beider Ringe als 
zugehörig betrachten dürfen. In der Regel ruhen die Libellenfülse 
auf einer ganz schmalen Zone der Ringe, und Abweichungen der 
Ringoberfläichen von vorbezeichneter Annahme kommen dann 
nicht in Betracht. Den allerdings möglichen Fall elliptischer 
Querschnitte der Ringe oder Achszapfen, auf welchen eine Reiter- 
libelle ruht, übergehen wir. 


Anmerkung. Die Veränderlichkeit des Ausschnittes an einem der 
Libellenfüfse kann als Korrekturvorrichtung dienen, um die gegenseitige 
Lage der Libellen- und Drehachse zu regeln. So zeigt Fig. 55 einen 
Libellenfufs gabelförmig gespalten, und zwei Schrauben, welche, sich ent- 
gegenwirkend, den Spalt zu verengern oder zu erweitern gestatten, womit 
eine Vergröfserung oder Verminderung des Abstandes ac verbunden ist. 
Andere Justiervorrichtungen finden sich, leicht verständlich, in den Figuren 
47 und 50 und mehreren Tafeln angedeutet. Spielt die Luftblase nach dem 
Umsetzen auf der Mittelmarke wieder ein, so ist die Libelle justiert, d. h, 
die Tangente der Mittelmarke parallel zur Scheitellinie der Ausschnitte 
beider Libellenfüfse. Das ist auch der Fall, wenn der Ausschlag der Luft- 
blase in beiden Lagen derselbe wird. Zum Justieren der Libelle dient das 
Verfahren, welches die Regel des $. 38 ausspricht. 


*) Sinus und Tangenten kleiner Winkel wachsen sehr nahe proportional 
dem Bogen, so dafs 


sinx : sin!" = arex : arcl’' = x in Sekunden 
tgæ : tg 1" = arcx : arcl" = x in Sekunden. 
Sechsstellig genau ist: 
sin 1” =tg 1" 1 :. 206 265. 
Der Radius, gemessen durch den Sekundenbogen, giebt die Längenzahl 


206 264,8; durch den Minutenbogen die Zahl 3437,74, welche man dem 
Gedächtnis einprägen wird. 
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Kehrt man Fig. 54 um und betrachtet A als Projektion der 
Libellenachse, so kann sie den Fall darstellen, wo die Libelle an 
der Achse befestigt ist und die letztere in den gabelförmigen 
Lagern dbe und d’b’e' liegt. Das unveränderte Einspielen der 
Libelle nach dem Umsetzen der Achse in ihren Lagern zeigt hier an, 
dafs Libellenachse AA’ und Scheitellinie bb’ einander parallel sind, 
während der Winkel u zwischen den Linien ed und AA’ genau 
wie oben berechnet wird. | 


$. 44. 


Messung der Ungleichheit der Achszapfen- oder Ring- 
halbmesser. Lälst sich die Drehachse so umlegen, dafs ihre Zapfen 
oder Ringe die Lager vertauschen, und ist eine Setzlibelle gegeben, 
welche nach $$. 41 und 42 schon berichtigt ist, so dafs keine 
Achsenkreuzung vorhanden und die Libellenachse der Scheitellinie 
ihrer Fufsausschnitte parallel läuft: so kann man die Differenz der 
tinghalbmesser nach folgender Weise bestimmen. 

Wir denken uns in Fig. 56 die Projektionsebene normal zu 
einer Ebene, welche zwei gleichliegende Lagerschenkel SB und sb 


Fig. 56. 


miteinander verbindet, die Mittellinien SC’ und sc der Lager lot- 
recht, die Libellenachse wagrecht und berichtigt, d. h. parallel 
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der Scheitellinie LZ ihrer (punktierten) Fulsausschnitte. In den 
Vertikalebenen der Lager sind C’ und e die Ringeentren in der 
ersten, C und ec’ in der zweiten Lage, 4, der Winkel, welchen 
die Verbindungslinie der Berührungspunkte B und b mit der Dreh- 
achse C'e einschliefst. Ganz entsprechend dem vorigen Para- 
graphen setzt sich der Vertikalwinkel &, welchen die Scheitellinie 
Ss der Lager mit der Libellenachse bildet, zusammen aus: 


Nr w + å = u (oseellap + cosecta p) . . (T) 


Wenn . By => U ED W a > 2w V 2, oder wenn bei 
cylindrischen Lagern und Ausschnitten = b — 180, so hat man 
a = 2 Un. 


Um « zu finden setzt man die Drehachse in ihren Lagern um, 
so dafs die Libellenachse in die Lage L'U kommt. (Die Linien LI’ 
und l7, sowie CC’ und ce’ laufen parallel Ss). Aus dem Satze von 
dem Aufsenwinkel am Dreieck folgt ohne weiteres, dafs der Libellen- 
ausschlag dem Winkel 2% — 2u + 24 entspricht. Aus dem 
Ausschlag läfst sich nun wu, nach (7) und R — r nach (5) be- 
rechnen. 

Lälst sich die Libelle auf der Drehachse nicht umsetzen, so 
bedarf es zur Bestimmung von u, noch einer Absehlinie. Dieser 
Fall kommt nur bei Fernrohren vor und gehört in die letzte Ab- 
teilung dieses Kapitels. 

Ist erst der Einflufs der ungleichen Ringhalbmesser auf den 
Winkel zwischen Libellen- und Ringachse bekannt, so kann er bei 
Herstellung des Parallelismus zwischen diesen beiden Achsen be- 
rücksichtigt werden. Die Untersuchung des $. 42 erfordert, dals 
dies gegebenenfalls geschehe. 


§. 45. 


Einflufs der Libellenkreuzung. In Fällen, wo die Libellen- 
kreuzung # zwar bestimmt, aber nicht beseitigt werden kann, läfst 
sich ihr Einflufs auf die Neigung v der Drehachse berechnen, 
wenn der Winkel @ gegeben ist, um den die Libelle seitwärts von 
derjenigen Lage aus gedreht ward, in welcher sowohl Libellen- als 
Drehachse wagrecht standen. 

In dieser Lage mögen dieselben durch ZI und Aa in Fig. 57 © 
(a.f. S.) dargestellt und auf die ebenfalls horizontale Bildfläche proji- 
ziert sein, während I/V die Lage der Libellenachse nach der Dre- 
hung um @ angiebt. © ist die Projektion dieser Linien auf eine 
Vertikalebene normal, ® auf eine solche parallel zur Drehachse. 
Mit m sei das Mais der Strecke LI bezeichnet, 
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Die Projektion Z,!, der Libellenachse auf eine Ebene normal 
zur Drehachse berechnet sich zu: 


Li = msin« 
und die Höhe. des Endes L’ über V oder: 
ll" = L h sing = msin xsin g. 


Der Neigungswinkel A der Libelle gegen die Horizontale findet 
sich aus: l 


Fig. 57. 


sinA = Vil": m — sinxsinp 
und wegen Kleinheit der Winkel A und x: 
N ne TER Co) 
Wird die Drehachse in ihrer Vertikalebene um den Winkel v 
gehoben, so spielt die Libelle wieder ein. Aus den Ansichten © 
und © ergiebt sich, weil Ly l = Aa = mcos% ist: 
gv—=lhl": oh = Tl" »mcos%, 
und wenn man l?” wie oben einführt: 
tgv = tgasinp 
oder wegen Kleinheit der Winkel v und zx: 
A Ee A AO S EA A A C) 


Nach dieser Formel läfst sich auch umgekehrt der Kreuzungswinkel 
bestimmen, wenn A und @ beobachtet wurden. 

Wie sich die Kreuzung der Libellenachse mit einer Abseh- 
linie messen läfst, wird im folgenden gezeigt. 

Auch eine vorhandene starke Kreuzung ist indessen vollkom- 
men unschädlich, wenn beim Gebrauch des Instrumentes dafür 
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gesorgt wird, dafs immer ein und derselbe Längenschnitt durch 
die Achse der Libelle vertikal steht. Ist unter dieser Bedingung 
die Drehachse bei einspielender Libelle einmal wagrecht gestellt, 
so ist es auch ihre rechtwinkelige Projektion auf den genannten 
Längenschnitt. Umgekehrt mufs jedesmal, wenn diese Projektion 
wagrecht wird, also bei (vertikalem Längenschnitt und) einspielen- 
der Libelle, auch die Drehachse horizontal stehen. 

Man erreicht den Zweck unter anderem durch Verbindung 
der Reiterlibelle mit einem Querlibellchen von geringer Empfind- 
lichkeit, das beim Gebrauche der ersteren jedesmal einspielen mufs. 


8. 46. 


Libelle mit Doppelschliff. Wir denken uns eine liegende 
Achse mit Ringen oder Zapfen in ihren Lagern ruhend, dabei fest 
verbunden mit einer tonnenförmig geschliffenen Röhrenlibelle, deren 
Skalenmarken wie Reifen in sich selbst zurücklaufen. Zugleich 
nehmen wir der Kürze halber an, dafs die Radien der Mittelmarke 
normal zur Libellenachse stehen und diese durch Justierschräubchen 
in gewöhnlicher Weise etwas verstellbar sei. Um nach Beseitigung 
der Kreuzung beider Achsen dieselben einander parallel zu stellen, 
bringt man zunächst die Libelle über der Drehachse zum Ein- 
spielen und führt sie dann um 180° herum, so dafs sie unter die 
Drehachse zu liegen kommt. In der zweiten Lage ist die Libellen- 
achse a, nach Fig. 58 gegen IR wagrechte erste Richtung a; 

Fig. 58. um 24 geneigt, wenn 
A der Winkel zwischen 
Libellen- und Dreh- 
achse heifst. Wird nun 
der Ausschlag, wel- 
cher sich zeigt, durch 
gemeinsame . Neigung 
beider Achsen halbiert, 
so wird die Drehachse 
wagrecht; und wenn 
die andere Hälfte des 
Ausschlags an den Ju- 
stierschräubehen der Libelle beseitigt worden, so ist auch die 
Libellenachse wagrecht, folglich der Drehachse parallel. 

Da es sehr schwierig ist, die Tonnengestalt des Röhrenschlifls 
rein zu erzeugen, so pflegt man sich zu solchem Gebrauch mit 
zwei sich gegenüberliegenden Tonnenschliffen zu helfen, welche 
aus der Rotation desfelben erzeugenden Kreisabschnittes um par- 
allele Achsen entstehen sollen. Man nennt solche Libellen doppel- 
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schliffig. Begreiflicherweise wird auch diese modifizierte Form 
nicht immer ganz erreicht und es ist namentlich der mangelnde 
Parallelismus der beiden Libellenachsen zu befürchten. Schliefsen 
z B. die Libellenachsen a und a’ den Winkel œ ein, so wird bei 
dem vorhin angegebenen Justierverfahren die Luftblase, welche in 
der ersten Lage die Horizontalstellung von a, angab, in der zwei- 
ten Lage,die Neigung von a’; messen, nämlich den Winkel 24 — o. 
Das Justierverfahren wird daher die Neigung Y,&% zwischen der 
Drehachse und den beiden Libellenachsen übriglassen und man 

Fig. 58. mufs œ für sich zu be- 
stimmen suchen. Durch 
Umsetzen der Dreh- 
achse in ihren Lagern 
läfst sich (§. 43) die 
Konvergenz Yy& + 0 
der Libellenachse gegen 
das jeweilig untere Ele- 
ment (in der Figur r,, 
wenn a, oben liegt) des- 
jenigen Kegels bestim- 
men, welcher die beiden 
Ringe oder Achszapfen umschliefst, deren Durchmesser als ungleich 
vorausgesetzt werden mufs. Um nun auch noch den Ausschlag 
zu messen, welcher der Neigung ọ der Drehachse gegen ein Kegel- 
element entspricht, wende man das Verfahren des $. 44 an mit 
Hilfe einer Reiterlibelle, welche auf die Achszapfen pafst. 

Sollten sich a und a’ nicht unter œ schneiden, sondern kreuzen, 
so mufs bei der Justierung wie später beim Gebrauch der Doppel- 
schlifflibelle dafür gesorgt werden, dafs stets zwei bestimmte par- 
allele Längenschnitte durch ihre beiden Achsen vertikal stehen, 
wozu neben anderen Mitteln das am Schlusse des vorigen Para- 
graphen erwähnte. Querlibellchen dienen könnte, wenn es ebenfalls 
doppelschliffig wäre. 


C. Fernrohr, Libelle und Achsen. 


Fernrohre sind bei geodätischen Instrumenten entweder nur 
um eine oder um zwei Drehachsen beweglich. Im letzteren Falle 
kann ihre Visierlinie zu jeder gegebenen Geraden parallel gestellt 
werden. Eine besondere Untersuchung erfordert nur die Lage der 
Visierlinie gegen diejenige Drehachse, mit welcher das Fernrohr 
unmittelbar verbunden ist. Um dieselbe sich drehend, soll die 
Visierlinie entweder: 
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1) eine Horizontalebene beschreiben, wenn die Drehachse lot- 
recht steht, oder 

2) eine Vertikalebene bei wagrechter Drehachse. In beiden 
Fällen mufs, um eine Ebene zu durchlaufen, die Visierlinie normal 
zur Rotationsachse stehen. 

Es ist bereits im vorigen angegeben, wie eine Drehachse lot- 
recht oder wagrecht gestellt werden kann, wenn mit ihr eine Li- 
belle verbunden ist. Neu erscheint also nur die Aufgabe, die 
Visierlinie normal auf ihre Drehachse zu richten. 


Wagrechte Visierlinien. 


$. 47. 


Die Drehachse ist vertikal, das Fernrohr fest damit ver- 
bunden; die Visierlinie wagrecht zu stellen. Ist diese Aufgabe 
einmal gelöst, so steht die Visierlinie zur Drehachse normal und 
beschreibt bei der Umdrehung eine Horizontalebene. 

Ein allgemein anwendhares Mittel, um zu prüfen, ob die Visier- 
linie wagrecht steht, ist die Visur nach zwei lotrechten Skalen 
bei bekannter gegenseitiger Höhenlage ihrer Anfangspunkte. In 
Fig. 59 sei g der Höhenunterschied zwischen A und A’, den 


Fig. 59. 


Anfangspunkten der lotrechten Lattenskalen AH und A'H'. In 
den Abständen HO = d und H'O = d' von denselben sei das 
zu prüfende Instrument J mit lotrechter Drehachse des Fernrohrs 
aufgestellt. HH’ sei eine Horizontale durch den optischen Mittel- 
punkt O des Objektivs. Die Visierlinie treffe die Skalen in N 
und N’. Die Ablesungen, welche zu den Punkten H,H',N,N’ ge- 
hören, seien mit den entsprechenden kleinen Buchstaben bezeichnet. 
Sind die Unbekannten h und A’ berechnet, so ist auch der Abstand 
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der Visierlinie von der Horizontalen bei H und H’ gefunden, Die 
Figur ergiebt: 
a ET E E 0 (1) 
und die Proportion: 
Km En... (2) 
Aus dieser bildet man die neue: 
(h — n) : (h — k — n + w) = d : (d — d). 


Daher wird: ; 
j ( 


m in 60 As 1 En, Se rer a} 
Auf gleiche Art findet man: 
A A 1 d' 
Zweckmäfsig ist es, dem Verhältnis d : d’ einen runden Wert, 
7. B. 2, zu geben, noch zweckmälsiger d’ — 0 zu machen, d. h. 
| Fig. 59. 


das Objektiv unmittelbar an die Skala A’H’ anzulehnen. Die Ab- 
lesung n’ wird dann mittelbar durch Ablesung an dem unteren 
und oberen ÖObjektivrande und Mittelbildung gewonnen, und 


h=g9+ m, 
was auch ohne weiteres einleuchtet. 

Nachdem Ah berechnet worden, kann mittels der vertikal wir- 
kenden Schräubchen ($. 23) das Diaphragma verstellt werden, bis 
der Kreuzpunkt der Fäden in die Gerade HO fällt, d. h. bis am 
Horizontalfaden die Ablesung Ah erscheint. 

Man macht d — d’ < 70m, damit die Erdkrümmung gegen- 
über der Unsicherheit der Fernrohrvisur unbeachtet bleiben kann. 
Dagegen mufs sich das Instrument nicht durchaus in derselben 
Vertikalebene mit A und A’ befinden, da die Ähnlichkeit der 
Dreiecke OHN und OH’N’ bestehen bleibt, wenn nur H und H' 
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mit O in derselben Horizontalebene angenommen werden und die 
Visierlinie sich der Voraussetzung gemäfs um eine vertikale Achse 
dreht, also gegen jene Ebene gleich geneigt bleibt. Die konstante 
Neigung der Visur bei lotrechter Drehachse kann sogar benutzt 
werden, um den Höhenunterschied von A und A’, der bisher als 


bekannt betrachtet ward, erst zu bestimmen. Denn für d = d 
gewinnt man aus (2): 
h — Y =n — n = g. 


Eine erste Aufstellung des Instruments in gleichen, eine zweite in 
ungleichen Abständen von A und A’ genügen also, um die Visier- 
linie horizontal und damit normal zur Drehachse zu richten. 

Wir machten im vorstehenden keine Annahme über den Stand- 
ort der Libelle, durch welche die Drehachse des Fernrohrs lotrecht 
zu stellen war. Gewöhnlich wird dieselbe mit dem Fernrohr und 
zwar so verbunden sein, dafs ihre Achse der Visierlinie parallel 
werden kann. Das Einspielen der Libelle beweist dann die hori- 
zontale Lage der Visierlinie, auch ohne dafs die Drehachse des 
Fernrohrs lotrecht steht. Wenn aber Visierlinie und Libellenachse 
zwar beide normal zur Fernrohrdrehachse, aber nicht in einer Ebene 
liegen, also sich kreuzen, so genügt die einspielende Libelle offen- 
bar nicht, um die horizontale Lage der Visierlinie zu bezeugen. 

Um die Kreuzung zu erkennen, ist nach $. 41 die Libelle um 
die Visierlinie als Achse hin und her zu drehen und zu beobach- 
ten, ob die Luftblase ruhig bleibt oder abwechselnd nach beiden 
Enden hin ausschlägt. Diese Drehung um die feststehende Visier- 
linie ist bei Instrumenten der bezeichneten Art nur so auszuführen, 
dafs man das Fernrohr normal auf die Richtung zweier Fuls- 
schrauben stellt und bei einspielender Libelle und lotrechter Dreh- 
achse einen entfernten Zielpunkt anvisiert. Schraubt man an den 
Fufsschrauben um gleichviel und in entgegengesetztem Sinne, wäh- 
rend die Visierlinie fortwährend auf ihr Ziel gerichtet bleibt, so 
tritt eine Lagenänderung der letzteren nicht ein. (Kleine, durch 
Ungeschicklichkeit entstehende Verschiebungen werden durch die 
Entfernung des Zieles unschädlich.) Beseitigt kann die Kreuzung 
nur dann werden, wenn entweder das Diaphragma des Fernrohrs 
oder ein Libellenende seitliche Verschiebung zuläfst. Solange in- 
dessen die Achse des Instrumentes wenigstens nahezu lotrecht steht, 
zeigt die einspielende Libelle gemäfs (9) des $. 45 eine wagrechte 
Visierlinie an, je kleiner der Kreuzungswinkel desto genauer. 


$. 48. 


Wagrechtstellen der Visierlinien von Ringfernrohren. 
Fernrohre mit Ringen zum Einlegen in ring- oder gabelförmige 
Vogler, Praktische Geometrie, 8 
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Lager werden entweder mit Libellen fest verbunden, oder es wer- 
den die Libellenfüfse mit Ausschnitten versehen und auf die Ringe 
gesetzt. In beiden Fällen ist der Parallelismus der Libellen- und 
Ringachse so herzustellen, wie es die §§. 43 und 44 lehren. Sind 
die Ringdurchmesser ungleich, so kann man darauf beim Justieren 
der Libelle Rücksicht nehmen, indem man auch deren Füfse ent- 
sprechend ungleich macht. Umsetzbare Libellen sind dann nur 
noch in einer Stellung brauchbar. 

Da man bei derartigen Fernrohren die Libellenkreuzung leicht 
beseitigen kann und wird, so ist jedesmal bei einspielender Libelle 
und nicht blofs, wenn zugleich die Vertikalachse genau genug 
lotrecht steht, die Ringachse horizontal, und auch die Visierlinie, 
nachdem sie gemäls $. 32 centriert worden ist. 

Ist ein solches Fernrohr um eine Vertikalachse drehbar und 
soll diese mittels der Fernrohrlibelle lotrecht eingestellt werden, 
so darf dadurch der Parallelismus der Visierlinie und Libellenachse 
nicht wieder gestört werden, es müssen also Libelle und Fernrohr 
gleichzeitig beweglich und gegen die Achse des Vertikalzapfens 
verstellbar sein. 

Rinafernrohre, die mit ihrer Libelle fest verbunden sind, lassen 
nach $. 44 die Untersuchung der Ringdurchmesser nicht zu, es 
mülste denn eine zweite Setzlibelle zur Verfügung stehen, deren 
Füfse eben auf die Ringe passen, oder ein zweites Fernrohr von 
bekannten Ringdurchmessern, welches in die Fernrohrlager pafst. 

Die Visierlinie solcher Fernrohre zur Libellenachse parallel zu 
stellen, könnte nach dem vorigen Paragraphen geschehen, wenn 
nicht die dabei zurückbleibende Unsicherheit in der Regel gröfser 
wäre als der Fehler wegen Ringdifferenz. Ist die Libelle einmal 
justiert, so wird durch ihre feste Verbindung mit dem Fernrohre 
der Parallelismus der Visierlinie und Libellenachse für längere 
Dauer erhalten. 

Da die Untersuchung der Ringdurchmesser nur selten wieder- 
holt zu werden braucht, so wird man dazu vielleicht eine Ge- 
legenheit aufsuchen, wo noch zwei Hilfsfernrohre mit ihren 
Stativen zur Verfügung stehen. Die Okulare derselben stelle man 
auf unendlich ferne Ziele ein und richte die Objektive so gegen- 
einander, dafs das vom Okular her durch einen Spiegel oder Pa- 
pierschirm beleuchtete Fadenkreuz des einen auf der Bildebene 
des anderen sichtbar wird und von dessen Fadenkreuz gedeckt 
erscheint. Die gemeinsame Visierrichtung beider Fernrohre soll 
nahezu horizontal sein. Zwischen beide bringe man das Fernrohr, 
welches untersucht werden soll. Vorher mufs sein Fadenkreuz 
mit hilfe einer fernen Zielmarke centriert und die Libellenachse 
parallel zum unteren Ringelemente gerichtet worden sein, wie oben 
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angegeben; auch das Okular soll zuvor auf Unendlich eingestellt 
werden. Jetzt richtet man seine Visierachse nach dem Fadenkreuze 
des ersten Hilfsfernrohrs, wodurch sie der Visierachse deslelben 
parallel wird, und liest die Libelle ab, deren Ausschlag œ sei. Man 
wendet in Azimut um 180°, visiert ebenso nach dem zweiten Hilfsfern- 
rohr und stellt dadurch die Visierachse des untersuchten parallel zu 
ihrer ersten Lage, da die Visierachsen der beiden Hilfsfernrohre unter 
sich parallel sind. Der Libellenausschlag sei $. Wären Libellen- 
achse und Visierachse parallel gewesen, so würden die Ausschläge 
gleich grofs und zwar gleich !/;, (& + ß) gefunden worden sein. 
Folglich ist 1); (x — ß) die Abweichung der Libellenachse von der 
parallelen Lage zur Visierachse, und zugleich die Konvergenz des 
gemeinsamen unteren Elementes der Ringe gegen die Ringachse, 
weil die Libellenachse der Voraussetzung nach mit dem ersteren, 
die Visierachse mit der letzteren parallel ist. 


Lotrechte Visierebenen. 


$. 49. 


Die Fernrohrdrehachse trägt eine Reiterlibelle und ist 
umlegbar. Der Kollimationsfehler. Ist die Drehachse AB des 
Fernrohrs, um welche es sich auf- und niederkippen läfst, nach $. 40 
mittels der Libelle schon wagrecht gestellt worden, so handelt es 


Fig. 60. 


sich nur noch darum, die Visierlinie normal zu dieser Achse zu 
bringen, damit sie eine vertikale Ebene beschreiben kann. Bei vie- 
len Instrumenten, z. B. auch bei dem auf Tafel IV abgebildeten 
Theodolit, läfst sich zu dem Ende die Drehachse in ihren Lagern 
umlegen. Der Winkel y, welchen vor der Justierung die Visier- 
achse mit einer Normalebene zur Drehachse einschliefst, heifst der 
Kollimationsfehler des Fernrohrs (Fig. 60). 
8* 
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Bringt man in entsprechende Entfernung vom Instrumente und 
parallel zu der Fernrohrdrehachse AB einen Mafsstab MN und 
richtet die Visierachse a O des Fernrohrs auf einen Skalenpunkt $, 
so deutet dieselbe, nachdem die Achszapfen ihre Lager vertauscht 
haben, im allgemeinen auf einen neuen Punkt 8’ der Skala. Die 
Halbierungslinie PO des Winkels SOS’ steht normal zu AB und 


Fig. 60. 


halbiert auch den Skalenabschnitt SS’. Man bilde daher das arith- 
metische Mittel der Skalenablesungen bei S und S’ und verstelle mit 
Hilfe der seitlichen Justierschräubehen das Diaphragma, bis der 
Halbierungspunkt P am Kreuzpunkte der Fäden erscheint. 

Der Kollimationsfehler ist damit beseitigt, vorausgesetzt dafs 
O P die Hauptvisierachse ($. 26) darstellt. Denken wir uns jedoch, 
der Okularauszug bewege sich in der Richtung des Pfeiles, so wird 
in der einen Achsenlage O'P, nach Umlegen der Drehachse aber 0” P 
die Hauptvisierachse sein. Diese ist um y’ gegen eine Normal- 
ebene zur Fernrohrdrehachse geneigt, also vom Kollimationsfehler 
nicht befreit. Doch wird sie es sein, wenn anstatt der Skalen- 
punkte in endlicher Entfernung ein Zielpunkt in unendlichem 
oder wenigstens sehr grofsem Abstande vom Fernrohr zur Be- 
richtigung des Kollimationsfehlers gedient hat. Alsdann fällt 
nämlich p in die Brennebene des Objektivs, y’ verschwindet, die 
Hauptvisierachse läuft der Visierlinie OP parallel und steht sonach 
normal auf der Drehachse. — Da bei grofsem Zielabstande eine 
Skala nicht zur Anwendung kommen kann, so wird man den 
Kollimationsfehler durch wiederholte Schätzung verkleinern und 
zuletzt tilgen. 

Die Bestimmung des Kollimationsfehlers auf unendliche und 
auf kleine Entfernungen kann, wie man leicht einsieht, umgekehrt 
dazu dienen, den Gang der Okularröhre (in Horizontalprojektion) 
zu prüfen. Ist derselbe geradlinig, so genügt die Beseitigung des 
Kollimationsfehlers mittels eines unendlich fernen Zielpunktes, am 
besten mittels eines Hilfsfernrohrs (Kollimators) nach $. 48, nebst einer 
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Mafsstabablesung vorbeschriebener Art auf eine kurze Distanz. 
Denn der Theorie nach mufs, wenn die Hauptvisierachse normal 
zur Drehachse des Fernrohrs steht, auf allen endlichen Distanzen 
SS’ gleich grols ausfallen. 

Man erkennt leicht, dafs die Beseitigung des Kollimations- 
fehlers nicht erst die Horizontalstellung der Drehachse des Fern- 
rohrs voraussetzt. Ebensowohl könnte man zuerst die Visierlinie 
normal zur Drehachse bringen, ehe diese nivelliert, d. h. mittels 
der Libelle horizontal gestellt wurde. 


$. 50. 


Die Fernrohrdrehachse trägt keine Libelle und kann nicht 
umgelegt werden. Die Visierlinie wird jedenfalls dann eine 
lotrechte Ebene beschreiben, wenn sie beim Auf- und Niederkippen 
eine lotrechte Linie, also z. B. den Faden eines ruhig hängenden 
Bleilotes, deckt. Dann aber steht sie zugleich normal auf der 
Drehachse, denn nur in diesem Falle beschreibt die Visierlinie 
überhaupt eine Ebene. Endlich folgt daraus, dafs die Drehachse 
wagrecht sein muls. 

Weicht die Visierlinie von der Lotlinie ab, so kann dies aus 
zweierlei Ursachen geschehen: 

1) weil die Drehachse schief liegt. Die Visierlinie wird als- 
dann eine schiefe Ebene beschreiben ; 

2) weil ein Kollimationsfehler vorhanden ist. Die Visierlinie 
bewegt sich auf dem Mantel eines Kegels, dessen Achse mit der 
Drehachse zusammenfällt, und der von der Lotlinie nur in zwei 
Punkten geschnitten wird. 

Wenn keine andere Bewegung des Achsensystems möglich, 
so mufs man die beiden Fehlerursachen versuchsweise zu beseitigen 
trachten. Als Zeichen für wagrechte Lage der Fernrohrdrehachse 
kann es gelten, wenn die Schnittpunkte der Visier- und Lotlinie 
gleichhoch über und unter der Drehachse des Fernrohrs liegen. 
Denn eine Horizontalebene, durch die wagrechte Achse eines 
Kegels gelegt, wird alle Kreise, die dem erzeugenden parallel 
sind und alle lotrechten Sehnen solcher Kreise halbieren. Würde 
ein entfernter leuchtender Punkt und sein Spiegelbild von einer 
ruhenden Wasserfläche durch die Visierlinie getroffen, so wäre 
dies ebenfalls ein Zeichen, dafs die Drehachse wagrecht liegt. 


$. 51. 


Das Liniensystem um eine lotrechte Achse drehbar, das 
Fernrohr durchzuschlagen. Selten ist man auf die vorige Be- 
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richtigungsweise beschränkt. Trägt die Fernrohrdrehachse keine 
Libelle und ist auch zum Umlegen nicht eingerichtet, so ist doch 
in der Regel der ganze Visierapparat, Fernrohr, Drehachse und 
deren Träger, um eine Vertikalachse beweglich, welche für sich 
nach $. 39 lotrecht gestellt werden kann. Wenn zugleich die 
Bewegung des Fernrohrs um seine Drehachse unbeschränkt ist, 
oder wenn es wenigstens durchgeschlagen, d. h. vor- und rückwärts 
mit gleichem Spielraum gebraucht werden kann (wie dies in den 
Fig. 135 und 139 der Fall ist), so giebt es schärfere Proben für 
die Beseitigung des Kollimationsfehlers und der Achsenneigung, 
als die des letzten Paragraphen. 


a) Bestimmung des Kollimationsfehlers y. 
Nachdem die Vertikalachse des Instruments, welche sich in C 
(Fig. 61) projiziert, lotrecht gestellt worden, visiert man in der 
Fig. 61. 


Lage a,b; der Drehachse einen Zielpunkt A an, schlägt das Fern- 
rohr durch und bemerkt auf einem horizontal liegenden Malsstabe MN 
den Zielpunkt B’. Nun wird das Liniensystem um die Vertikal- 
achse C gedreht, bis die Visierlinie wieder auf A trifft, wodurch 
die Drehachse in die Lage a,b, kommt. Man schlägt abermals 
durch und bemerkt auf dem Mafsstabe den neuen Punkt B”. Die 
Visuren OB’ und CB” schliefsen den vierfachen Kollimationsfehler y 
ein, wie man aus der Figur ohne Mühe entnimmt. Kleine Winkel 
können ebenso genau durch die Sehne als den Bogen gemessen 
werden, so dafs der vierte Teil B’"D von B’B" als Mafs des 
Winkels y dienen kann. Bei unveränderter Achsenstellung ver- 
schiebt man das Diaphragma, bis die Visierlinie auf D trifft. 


b) Untersuchung, ob die Fernrohrdrehachse wagrecht , also normal 
zu der Vertikalachse steht. 


Nach Beseitigung des Kollimationsfehlers visiere man einen hoch- 
gelegenen Punkt A an (Fig. 62) und lege in die Richtung desfel- 
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ben, aber auf gleiche Höhe mit dem Instrument, einen Mafsstab 
SS’ normal zur Vertikalebene MAP. Man wird beim Niederkip- 
Fig. 62. pen des Fernrohres den 


A 


Punkt A auf den Mafsstab 
projizieren, aber schief, 
wenn die Fernrohrdreh- 
achse ab nicht wagrecht 
liegt. Der Projektions- 
punkt sei S. Schlägt man 
das Fernrohr durch und 
stellt nach einer Drehung 
um die Vertikalachse MN 
es wieder auf A ein, so 
kommt die Drehachse des 
Fernrohrs in die Lage a'b’ 
und der neue Projektions- 
punkt © von A trifft 
ebensoweit rechts vondem 
Lot AP, als $ links davon traf. — Denn legen wir eine Kugel- 
fläche von beliebigem Halbmesser um den Drehpunkt M der Vi- 
sierlinie, so entsteht durch die beiden Visierebenen AMS und 
AMS sowie durch eine Horizontalebene MSS’ durch das Kugel- 
centrum ein sphärisches Dreieck EF@G, dessen Winkel bei F 
und @ gleich 90 — v sind, unter v den Neigungswinkel von ab 
und a’b’ gegen den Horizont verstanden. Die Vertikalebene MAP 
steht normal auch auf FG, halbiert folglich die Basis F@ des 
gleichschenkligen sphärischen Dreiecks EFG, ebenso auch den 
Horizontalwinkel SMS und die Basis SS’ des gleichschenkligen 
ebenen Dreiecks MSS’. Demnach ist umgekehrt durch M,A und 
den Halbierungspunkt P von SS’ eine Vertikalebene festgelegt, 
mit welcher die Visierebene bei unveränderter Stellung der Ver- 
tikalachse zusammenfallen soll. 

Man erkennt leicht, dafs zur Bestimmung eines dritten Punktes P 
der Vertikalebene durch MA der Mafsstab SS’ weder genau in 
gleicher Höhe mit dem Instrument, noch auch direkt unter A zu 
liegen braucht. — Wenn es sich ferner blofs darum handelt, die 
Drehachse des Fernrohrs normal zur Vertikalachse des Instruments 
zu bringen, so braucht letztere nur annähernd lotrecht zu stehen, 
ohne dafs das Verfahren zu verändern oder weniger streng wäre. 
Man denke sich z. B. die ganze Figur, das Instrument mit allen 
von ihm abhängigen Linien und Ebenen samt dem Mafsstab um MA 
etwas gedreht. P bedeutet dann nicht mehr die Horizontalprojektion 
von A noch überhaupt einen Punkt in der Vertikalebene durch MA, 
sondern in derjenigen Ebene, welche durch MA und die (jetzt 
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etwas geneigte) Vertikalachse oder wenigstens parallel zu ihr geht, 
und in diese Ebene mufs, bei unveränderter Stellung der letztge- 
nannten Achse, die berichtigte Visierlinie zu liegen kommen. 

Der Fehler v kann durch Heben oder Senken eines der 
Fernrohrlager beseitigt werden, weshalb sich drei gegeneinander 
wirkende Stellschräubchen (vergl. Fig. 137 Kap. XI) oder eine 
ähnliche Vorrichtung an einem der Achsstühle vorfinden. Wollte 
man den Fehler jedoch korrigieren, während die Visierlinie nach P 
gerichtet ist, so würde man kein Mafs für die Gröfse der Korrektur 
vor Augen haben; die Visur wäre der Achse, um welche ab 
gehoben werden mufs, parallel und daher (fast) unbeweglich. 

Richtet man aber das Fernrohr nach P und kippt es dann 
aufwärts, so trifft die Visierebene MPA nicht auf, sondern neben A 
und die Drehachse des Fernrohrs ist zu heben, bis A im Kreuz- 
punkt der Fäden erscheint. Die Rückkehr der Visierlinie nach P 
überzeugt uns, dafs nicht etwa eine unbeabsichtigte Drehung des 
Fernrohrs in Azimut stattgefunden hat, in welchem Falle die Ju- 
stierung zu wiederholen wäre. 

Anmerkung. Nachdem die vertikale Drehachse lotrecht, die hori- 
zontale wagrecht gestellt und der Kollimationsfehler beseitigt ist, beschreibt 
die Visierlinie in jedem Azimut, in welches man sie bringt, eine Vertikal- 
ebene, kann also gebraucht werden, Zielpunkte von gleichem Azimut aufzu- 
suchen. Dies ist eine wesentliche Eigenschaft des Theodolits, bei welchem 


sich die hier behandelte Achsenbewegung stets vorfindet. Theodolite können 
daher als Abloter dienen, vergl. $. 52. 


$. 52. 


Einfluss von Fehlern der Achsenstellung auf die Hori- 
zontalprojektion der Visierrichtung. Neigung der Fernrohr- 
Fig. 63. drehachse. Auch nach der Korrektur 
des Instruments können Reste der er- 
wähnten Neigungen zurückgeblieben 
sein, deren Einflufs man kennen mufs, 
um zu wissen, wie weit man mit der 
Justierung zu gehen hat. Wir legen 
zu dem Zwecke wiederum in Fig. 63 
eine Kugelfläche von beliebigem Radius 
um den Drehpunkt M der Visierlinie 
als Centrum. 

Ist MS die Visierlinie und MN 
ein Schenkel der Drehachse, welcher 
von der Horizontalen MN’ um den Vertikalwinkel v abweicht; 
ist ferner MZ die Zenithrichtung und AS der grölste Kreis 
der Visierebene, so enthält der Vertikalkreis ZB die Richtung MB 
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der Horizontalprojektion der Visierlinie, während infolge der Achsen- 
neigung MA in dem Vertikalkreis ZA als Horizontalprojektion 
gefunden wird, wenn wir die Visierlinie wagrecht niederlegen. Die 
Azimute der beiden Vertikalkreise sind um den Projektionsfehler & 
voneinander verschieden. 
Aus dem rechtseitigen sphärischen Dreieck ASZ findet sich mit 
Hilfe der Kotangentenformel und wenn SZ = 90 — h gesetzt wird: 
ak ze tun iam. a AR A An 
und weil Sinus und Tangenten kleiner Winkel dem Bogenmafs 
derselben proportional sind: 


GERNE ale al E, 


d. h. der Einflufs der Achsenneigung v wächst mit der Tangente 
des Höhenwinkels A der Visur. Erreicht h seinen Maximal- 
wert 90 — v, so erhält nach (1) & den seinigen, nämlich 90°. 
Für so grofse Höhenwinkel gilt die Näherungsformel (2) nicht 
mehr. 


Aufgabe: Man will von der Gallerie eines Turmes aus, 
welche 100m über dem Erdboden liegt, Versuche über die Ab- 
lenkung fallender Körper vom Lot (infolge der Rotation der 
Erde) machen und verlangt die Horizontalprojektion der Versuchs- 
stelle auf 0,5mm genau zu kennen. Da ein Bleilot, auch wenn 
sein Gewicht im Wasser hängt, infolge des Windes gröfsere 
konstante Ablenkungen befürchten läfst, so wird dazu ein soge- 
nannter Abloter, ähnlich dem Instrument in Fig. 135 verwandt. Wie 
grofs darf die Achsenneigung v höchstens sein, wenn das Instrument 
vom Fufse des Turmes ebensoweit seitlich entfernt ist als die 
Gallerie über ihm, vergl. Fig. 62 und 63. f 


Antwort: Da hiernach h = 45°, so gilt v = , und da der 
kleine Winkel & berechnet werden kann aus tg — $tg 1" — 0,0005 
: 100, so hat man v = & = 0,000005 x 206265 — 1”. 

Hierzu ist zu bemerken, dafs eine derartige Ablotung wohl in 
zwei Lagen des Fernrohrs geschieht und der Fufspunkt des Lots wie P 
in §. 51 gefunden wird, frei von der Achsenneigung, soweit sie aus der 
Schiefstellung der Drehachse gegen die Vertikalachse entspringt, 
aber nicht frei von derjenigen, welche auf der ungenügenden Lot- 
rechtstellung der letzteren beruht. 

Aufgabe: Die Achsenneigung ist um v” unsicher. Man suche 
wo möglich auf dem horizontalen Erdboden den Standpunkt für das 
Instrument, von dem aus der Einflufs der Neigung der kleinste 
wird. 


Antwort: Sei x die Entfernung des gesuchten Standpunktes 
vom Fufse des Turmes, H die Höhe der Gallerie, so ist tgh = H: x. 
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Sei ferner y die seitliche Verschiebung der Projektion, welche in- 
folge der Unsicherheit v eintreten kann, so ist wie oben tgé 
= Ž und solange ¢ klein bleibt, (= - 206265. Hiernach lautet 
die Bedingung der Aufgabe: 


y = v H : 206265 ein Minimum, 


Da aber x auf der rechten Seite herausgefallen ist, so hat y gar 
kein Minimum, sondern ist konstant, seine Gröfse unabhängig von 
der Entfernung, in welcher man den Abloter aufstellt (immer 
vorausgesetzt, dafs v und & kleine Winkel bleiben). 

Auch bei dieser Aufgabe ist es gleichgültig, woher die 
Neigung v entstand, ob aus einer Schiefstellung der Fernrohrdreh- 
achse gegen die Vertikalachse, oder aus einer Neigung der Ver- 
tikalachse selber gegen das Lot, oder aus beiden Ursachen. 

Wird die Achsenneigung mit hilfe einer Setzlibelle über den 
Achszapfen gemessen oder beseitigt, so ist zu beachten, dafs dazu 
auch der Teil gehört, welcher aus der ungleichen Dicke der Achs- 
zapfen entsteht und nach $. 43 berechnet werden kann. 


8. 53. 


Einflufs des Kollimationsfehlers y auf die Horizontal- 
projektion der Visierlinie. Ist MN (Fig. 64) ein Schenkel der 
horizontalen Fernrohrdrehachse, M 
der Schnittpunkt der Visierlinie MS, 
sodann MZ die Zenithrichtung und 
DEE DEE ME ZN=NE, 
so ist MB die richtige Horizontal- 
projektion der Visierlinie, während 
durch Niederkippen des Fernrohrs M A 
als solche gefunden wird, da die Vi- 
sierlinie den kleinen Kugelkreis USA 
beschreibt. Die Differenz DB — DA 
oder y — y giebt den Projektions- 
fehler ð. Aus dem Dreiecke ZPS folgt mittels des Sinussatzes: 


ne (3) 
worin h bis 90 — y wachsen kann. Solange h << 60°, können 


die Sinus der kleinen Winkel yọ und y den Bogen proportional, 
also mit grofser Annäherung gesetzt werden: 


Fig. 64. 


sin Y = sin y sech 


vy.sch 
und; = De en) 
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Aufgabe: Wo hätte man sich nach dem Beispiel des vorigen 
Paragraphen aufzustellen, damit der Kollimationsfehler den halben 
Projektionsfehler erzeugt wie eine gleich grofse Neigung der 
Fernrohrdrehachse ? 


Antwort: Drücken wir ähnlich wie dort die Seitenverschiebung yı 
durch Ô, und sech durch die Galleriehöhe H und den Horizontal- 
abstand x aus, so ergiebt sich: 


J nooman 
Y = 706 265 (Va2 + H? — x). 


Setzt man y = v und bedingungsgemäfs y, = 1/24, so entsteht 
nach Substitution von y die Gleichung: 


Va? + H? — x = !h H, 
woraus æ = 3/,H folgt; übereinstimmend damit resultiert tg h = 4/3 
wenn man direkt Ò — 1/26 setzt und die Winkel durch die Glei- 
chungen (2) und (4) ausdrückt. 


$. 54. 


Rückwärtsverlängerung von vertikalen Visierebenen. Eine 
gerade Linie möglichst fehlerfrei über Berg und Thal abzustecken, 
ist oft nur mittels Rückwärtsverlängerung von Visuren oder 
Visierebenen möglich, Der dazu verwendete Abloter braucht 
nicht vollständig berichtigt zu sein, wenn er nur so gebraucht 
wird, dafs die Fehler sich kompensieren. 

1) Das Fernrohr hat Ringe und ist auf gabelförmigen Lagern 
umlegbar, siehe das Instrument der Tafel XV. Durch das Um- 
legen ohne Vertauschen von unten und oben kommt die Visier- 
linie in die alte Vertikalebene. Mufs das Fernrohr nach dem 
neuen Zielpunkte um seine Drehachse auf- oder niedergekippt 
werlen, so darf keine Achsenneigung vorhanden sein; der Kolli- 
mationsfehler eliminiert sich aber, wenn der Höhenwinkel % derselbe 
ist wie zuvor. Beides ist leicht einzusehen, wenn man die 
Fig. 63 und 64 abwärts zu dem vierten Teile der Kugel ergänzt 
und MS als die umgelegte Visierlinie betrachtet. 

2) Das Fernrohr ist mit seiner Drehachse fest verbunden, diese 
aber, wie in Fig. 136, zum Umlegen eingerichtet. Vertauscht man 
ihre Lager, indem man zugleich das Fernrohr durchschlägt, so elimi- 
niert sich der Kollimationsfehler bei gleicher Visurneigung vor- und 
rückwärts, vorausgesetzt, dals eine Neigung der Drehachse nicht 
existiert, oder dafs dieselbe die entgegengesetzte geworden ist als 
zuvor. Ungleichheit der Durchmesser der Achszapfen eliminiert 
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sich also gleichfalls, wenn eine Reiterlibelle über der Achse, welche 
mit dieser zugleich umgesetzt wird, in beiden Lagen einspielt. 

3) Das Fernrohr ist nur zum Durchschlagen eingerichtet. 
Wenn man mit einem solchen Instrument so verfährt, wie bei 
dem Aufsuchen des vierfachen Kollimationsfehlers gemäfs $. 51, so 
ist diejenige Visur, welche die Strecke zwischen den beiden 
Skalenmarken B’ und B” (Fig. 59) halbiert, genau in der Vertikal- 
ebene der Anfangsvisur, vorausgesetzt, dafs die Vertikalachse des 
Abloters streng lotrecht stand. 

Selbstverständlich kann ein Instrument von der Einrichtung 2) 
auch in der Art von 3) gebraucht werden. 


Im vorstehenden Kapitel ist ein Teil der Beweise für Behaup- 
tungen unterdrückt worden, welche der Leser nach dem vorherge- 
gangenen unschwer selbst zu begründen vermag. Er wird dabei 
die vorhandenen Figuren zu ergänzen oder ähnliche neu zu entwerfen 
haben. 

Ganz übergangen wurde der Einflufs, welchen die Durchbiegung 
des Fernrohrs bei der Herstellung wagrechter Visierlinien und Visier- 
ebenen übt. Doch möge es der Leser unternehmen auf grund des 
$. 48 eine Methode aufzustellen, nach welcher der fragliche Einflufs 
bei Ringfernrohren untersucht werden kann. Dabei ist die Annahme 
zulässig, dafs die Durchbiegung bei nahezu wagrechter Lage des 
Fernrohrs immer gleich stark eintrete, einerlei welche Seite desfelben 
nach unten gekehrt ist. 

Von §. 34 an wird in allen Fällen, wo von einer Röhrenlibelle 
nicht blofs ein Längenschnitt vertikal stehen kann, derLibellenschliff 
als tonnenförmig vorausgesetzt und als Läibellenachse die Achse der 
Tonnenform definiert. Auf eine allgemeinere Auffassung dieses 
Begriffes in einer Abhandlung: „Theorie der Libellenachse“, von 
Helmert, Zeitschrift für Vermessungswesen VII, 1878, S. 185 u. f., 
soll hier nur hingewiesen werden. 
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Kapitel IV. 


Kreis und Alhidade nebst Hilfsvorrichtungen. 


A. Kreis und Alhidade. 


$. 55. 


Konstruktion und Einteilung des Kreises. Zu Winkel- 
messungen jeder Art bedient man sich hölzerner oder metallener 
Kreise (Fig. 65) mit eingeteiltem Rande ! (limbus), um deren 
Mittelpunkt *) sich ein 
Lineal a dreht, die 
sogenannte Alhidade, 
welche mit einer oder 
mehreren Radienmar- 
ken z, den Zeigern 
(indices), versehen ist. 
Jede beliebige Gerade 
(Linealkante, Libellen- 
achse, Visierlinie ete.), 
welche sich in fester 
Verbindung mit der 
Alhidade bewegt, beschreibt in ihrer rechtwinkligen Projektion auf 
den Limbus l dieselben Winkel wie die Zeiger 2. 

Die Alhidade kann, statt wie hier zwei Zeiger, deren auch 
drei, vier, sechs tragen, welche dann in gleichen Kreisabständen 
verteilt und zweckmäfsig auf einem Metallring aufgetragen sind, 
dem Alhidadenkreis, der mit seiner Achse, der Alhidadenachse, 
durch Speichen oder durch eine Scheibe verbunden ist. In diesem 
Falle, der beim Entstehen des Wortes Alhidade nicht vorgesehen 
war, wird der Name auch auf jene Linie übertragen, deren Be- 
wegung, auf die Limbusebene projiziert, durch die Zeiger gemessen 
werden soll. Bei den Astrolabien, den astronomischen Mefs- 
instrumenten der Alten, waren auf der Alhidade zwei Stifte oder 
zwei Diopter angebracht, mit deren Absehlinie man den Bewegungen 
der Sterne folgen konnte. 


Fig. 65. 


*) Strenger gesprochen um eine Achse durch den Mittelpunkt normal 
zur Kreisebene. 
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Über die Etymologie des Wortes Alhidade verdankt Verfasser 
der Güte des ÖOrientalisten, Herrn Professor Gildemeister in 
Bonn, die folgende 
Notiz: „Das arabische 
Wort, das wir mit der 
Jetzt gebräuchlichen 
Transfkription al-id- 
häda schreiben würden 
(` bezeichnet eine in 
unseren Sprachen nicht 
vorkommende Aspira- 
tion, die ungenau durch 
h ausgedrückt sein 
würde) für das beweg- 
liche Lineal am Astrolab, kommt von einem Worte, das die 
Bedeutung Arm hat, als wenn wir etwa Ärmling oder dergleichen 
bilden könnten, und erscheint als alhidada zuerst in den aus dem 
Arabischen übersetzten Alphonsinischen Tafeln. (Ich bemerke, dafs 
die sonst angegebene Zurückführung auf ein arabisches Wort 
hidja „Richtung“ blofs eine irrige Vermutung ist, die im arabischen 
Lexikon irgend eine ähnliche Form suchte).“ 

Bekanntlich teilt man den Kreis auf verschiedene Weise ein. 
Zugleich mit der Gestaltung des Metersystems gingen die Franzosen 
mit der Vierhundertteilung des Kreises vor. Danach gehen 100 
Centesimalgrade auf den Viertelkreis und, in konsequenter Fort- 
setzung, 100 Centesimalminuten auf den Grad, 100 Centesimal- 
sekunden auf die Minute. 

Die Vorzüge dieser Einteilung gegenüber der von den Griechen 
uns überkommenen sogenannten Sechzigteilung des Kreises sind 
weniger gewichtig als diejenigen, welche dem dekadischen Meter- 
system verhältnismäfsig raschen Eingang in Wissenschaft und 
Leben bahnten. Während wir durch das Meter einen gemeinsamen 
Längenmafsstab etc. erst gewannen, hat die Centesimalteilung des 
Kreises im Gegenteil die althergebrachte Einigkeit im Winkelmafs 
zerstört und es ist noch in Frankreich selber fraglich, welche 
Kreisteilung die Oberhand behalten wird. Da eine Wahl getroffen 
werden mufste, so ist in diesem Buche, wie in Deutschland meistens 
geschieht, die Sechzigteilung beibehalten worden. 

Die Alten haben den Kreis in 6 Teile zu 60 Graden, den 
Grad in 60 Minuten und die Minute in 60 Sekunden geteilt. Die 
Namen dieser Teile stammen aus dem Mittelalter. Es ist in 
vielen Fällen nötig, Centesimalteilung in Sexagesimalteilung zu 
verwandeln und umgekehrt. Zuvörderst sind in Teilen des Radius 
die Bogen der Winkel neuer Teilung von: 


Fig. 65. 
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1 Grad E 200 = 0,015 70796 —= 1: 63,662 
1 Minute = x: 20000 = 0,000 15708 = 1: 6366,20 
1 Sekunde = x : 2000 000 = 0,000 001 57 = 1 : 636 620 


Die Reciproken der letzten Spalte geben die Länge des Radius 
an, gemessen durch den Bogen des COentesimalgrades, der Minute 
oder Sekunde. 

Nach alter Teilung sind, in Teilen des Radius, die Bogen von: 


1 GE eier 180 = 0,0174533 == 1; 57,296 

1 Minut#.. =x:. 5400 = 0.000290 89 = 1: 3437,75 

1 Sekunde = x : 324000 = 0,000 004 848 — 1 : 206 265 
Die Bezeichnungen 1°, 1’, 1’’ für 1 Grad, 1 Minute, 1 Sekunde 


sind in beiden Teilungen dieselben. Zur Verwandlung von Bogen 
einer Teilung in solche der andern gelten die Formeln: 


a) Neue in alte Teilung zu verwandeln: 


1° centesimal — 0,9 = 54 — 3240" sexagesimal. 
Baia ie- == eier. , „ 
Tr „. = .0,000.09° = 00054’ = 0,3240”  , 3 
b) Alte in neue Teilung zu verwandeln: 
1° sexagesimal = 1,111 111 1...0 centesimal 
Ber y EN ABEE STIER, N, A 
a a: {> |: 0: 41.1: MAR 20 u 


Anmerkung. Tabellen für diese Verwandlung finden sich unter anderm 
in Jordans „Handbuch der Vermessungskunde“, Stuttgart 1877, 8. 264 
und 265, und in desfelben Verfassers jährlich erscheinenden „Mathematischen 
und geodätischen Hilfstafeln“, Stuttgart. Trigonometrische Tafelwerke für 
hundertteilige Kreise giebt es aufser den beiden siebenstelligen von Callet, 
Paris 1795, und von Hobert und Ideler, Berlin 1799, welche nur noch 
antiquarisch zu beziehen sind, das fünfstellige von F. G. Gaufs, Logarith- 
misch Trigonometrische Tafeln für Dezimalteilung des Quadranten, Berlin 1875. 


Die Feinheit der Kreisteilung hängt von der Genauigkeit der 
Winkelmessung ab, die damit erreicht werden soll, und von dem 
optischen Hilfsmittel der Ablesung. Für das blofse Auge wird 
man die Striche einander nicht gerne auf mehr als ein Millimeter 
nähern, während für mikroskopische Ablesung die Striche bis auf 
0,2mm und noch näher zusammenrücken und so zart aufgetragen 
werden, dafs sie dem blofsen Auge verschwinden. Bis zu welchem 
kleinsten Winkelmafs die Kreiseinteilung reicht, ist daher noch 
durch den Radius bedingt. Man pflegt bei Kreisinstrumenten, um 
damit eine Andeutung ihrer Genauigkeit zu geben, den Durchmesser 
des Kreises (in Centimetern oder Pariser Zollen) und das kleinste 
Winkelmafs der Einteilung zu nennen und fügt bei, ob noch 
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kleinere Winkelgröfsen durch blofse Schätzung gewonnen werden 
können, oder bis zu welchem kleinsten Teil man durch Ablesung 
mittels Hilfsvorrichtungen gelangen kann. Als solche werden wir 
den Nonius, das Schätzmikroskop und endlich das Schraubenmikroskop 
kennen lernen. Mit blofsem Auge lassen sich nach einiger Übung 
Strichintervalle von wenig unter 1 mm noch mit grofser Sicherheit 
schätzungsweise in 10 Teile zerlegen. 

Die Teilung der Kreise geschieht nicht aus freier Hand, 
sondern mittels der Kreisteilmaschine, deren Wert hauptsächlich 
von der Richtigkeit ihres Originalkreises abhängt. Dieser Kreis 
ist von grölserem Durchmesser als derjenige, auf welchen die Ur- 
teilung übertragen werden soll. Beide werden koncentrisch befestigt, 
und bei konstanter Temperatur ein um die gemeinsame Achse 
bewegliches Lineal auf die Teilstriche des äufseren Kreises einge- 
stellt. Ein Grabstichel, welcher längs der Linealkante gleitet und der 
durch eine Hebelvorrichtung in Bewegung gesetzt wird, zieht radiale 
Striche von gewünschter Länge und Feinheit auf den Silberstreifen, 
welcher zur Aufnahme der Teilnng in den Messingring künftiger 
Skalenkreise eingelegt zu werden pflegt. Nur bei gröberen Teilun- 
gen begnügt man sich mit nachträglicher Versilberung der Skala. 

Aus dieser Entstehungsweise ergiebt sich, dafs der Wert feiner 
Kreisteilungen ganz wesentlich von dem der Urteilung und von der 
Sorgfalt abhängt, welche beim Übertragen der Skala aufgewandt 
wurde. Die Teilmaschinen, welche Reichenbach (geboren 1772 
zu Durlach in Baden, gestorben als bayerischer Oberberg- und 
Salinenrat zu München 1826) zu Anfang dieses Jahrhunderts für 
seine mathematische Werkstätte in München konstruierte, blieben 
lange Zeit unübertroffen. Gegenwärtig leisten auf diesem Felde 
Hervorragendes Repsold in Hamburg, Starke und Kammerer 
in Wien, Wanschaff in Berlin, Bamberg ebenda und andere. 


$. 56. 


Excentrieität der Alhidadenachse. Es ist für den Mechaniker 
sehr schwierig, die Drehachse der Alhidade so zu richten, dafs ihre 
Mittellinie durch das Centrum C der Limbusteilung (Fig. 66) geht. 
Ein Abstand AC zwischen jener Mittellinie und diesem Centrum 
heifst Excentricität der Alhidadenachse und eine Folge dieses Abstandes 
ist, dafs die Zeiger der Alhidade andere Winkel auf dem Limbus 
markieren als die, welche der Bewegung ihrer Verbindungslinien AZ 
mit der Alhidadenachse entsprechen. Offenbar werden aber nur 
durch diese letzteren Winkel die Bewegungen von Projektionen 
solcher Linien gemessen, welche mit der Alhidade verbunden sind. 
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Die richtigen Winkel würde man erhalten, wenn man in jeder 
Lage, welche die Alhidade annimmt, eine Parallele mit den Radien AZ 
der Alhidadenzeiger durch das Centrum C des Limbus zöge. Man 

sieht sogleich, dafs für jede einzelne 

Fig. 66. Alhidadenrichtung zwei diametral ge- 
genüberliegende Zeiger um den gleichen 
Betrag Ô, aber in entgegengesetztem 
Sinne fehlerhaft sind. Denken wir uns 
die Kreisteilung in dem Sinne fortlaufend 
beschrieben, wie das Zifferblatt einer 
Uhr, und sei die Kreisablesung bei M’ 
gleich m, folglich bei M” gleich 180 -+ m, 
so wird bei Z’ abgelesen: m + ò = 2, 
und bei Z” ebenso: 180 + m — 6 = z3. 
In einer zweiten Stellung der Alhidade 
liest man dem entsprechend am Kreise 
ab:m’ + 6'’—= z' und 180 + m’ — 0’ —=7.. 
Durch Abziehen der ersten Kreisab- 
lesung von der zweiten erhält man die 


Winkel: 
=. -a=mmM + — m—Ö 
Oa = 2'3 — a =m — ð — m++Ò, 


von welchen jeder um gleichviel, aber in entgegengesetztem Sinne 
von dem wahren Winkel m’ — m abweicht. Diesen selbst bekommt 
man daher aus dem arithmetischen Mittel : 


== 1, (0 -L 0%) == m' Mm. 
Offenbar kann man zu diesem Resultat auch kommen, wenn man 


zuerst das arithmetische Mittel der beiden Zeigerablesungen für 
jede einzelne Stellung der Alhidade bildet: 

1/3 (21 +- e et 180) = mMm 

1/3 (2'1 + 2'2 — 180) = m’ 
und dann m von m’ abzieht. Man pflegt von 2, und 2’, ohne weite- 
res 180° zu subtrahieren, indem man die Gradzahlen der Ablesungen 
gı und z’, am ersten Zeiger beibehält und die arithmetischen Mittel 
nur von den Minuten- und Sekundenbeträgen beider Zeigerablesungen 
bildet. 

Somit hat sich ergeben, dafs aus dem arithmetischen Mittel der 
Kreisablesungen an zwei diametral sich gegenüberstehenden Zeigern jeder 
Einflufs der Excentrizität der Alhidadenachse verschwindet. 

Da der soeben ausgesprochene Satz sich auf jede zufällige 
Stellung von Kreis und Alhidade bezieht, so ist seine Geltung unab- 


hängig von der Art, wie sich das Liniensystem von einer Stellung 
Vogler, Praktische Geometrie. 9 
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in die andere bewegt. Der Satz ist daher auch anwendbar auf den 
Fall einer feststehenden Alhidade mit zwei Zeigern Z’ und Z” 
(Fig. 66) und eines Kreises, welcher sich um eine Achse, entweder 
durch sein Centrum C oder noch all- 
Fig. 66. gemeiner durch einen Punkt D aufserhalb 
(aber in der Nähe) seines Centrums 
dreht. Im letzteren Falle ist es die 
Projektion DE irgend einer mit dem 
drehbaren Kreise verbundenen, die Dreh- 
achse schneidenden Geraden, deren Win- 
kelbewegung am Kreise gemessen werden 
soll. Wirdenken uns eine Parallele N'N” 
mit DE gezogen und erkennen sofort, 
dafs der Winkel N’CM’, den der 
Radius ON’, also auch DE, mit der 
konstanten Richtung CM’ bildet, in dem 
Malse wächst, als DE sich in jenem 
Sinne dreht, welcher der Uhrzeigerbe- 
wegung entgegengesetzt ist. Die Rich- 
tung CM’ ist nämlich insofern konstant, 
als M' M" der festen Geraden Z’Z" in jeder Kreisstellung parallel 
läuft. Man pflegt in solchem Falle den Limbus rückläufig (d. h. ent- 
gegen dem Uhrzeigerlauf) zu beziffern, um bei rechtläufiger Be- 
wegung von DE (d. h. im Sinne der Uhrzeigerdrehung) wachsende 
Zahlen an Z’ und Z” abzulesen. 

Es ist zu beachten, dafs bei der Drehung um D der Abstand AC, 
die Excentrizität der Alhidadenachse, fortwährend wechselt, dafs aber 
gleichwohl jede gemittelte Alhidaden- 
ablesung m von dem Einflufs der Ex- 
centrizität befreit erscheint. 

Zu einem allgemeineren Resultat 
führt uns die Berechnung dieses Ein- 
flusses & auf die einzelne Kreisablesung. 
Er ist Null, wenn (Fig. 67) der Zeiger Z 
in die Verbindungslinie A C des Kreiscen- 
trums und der Alhidadenachse fällt, und 
erreicht ein Maximum êm in der Norma- 
len CZ, zu dieser Linie, welche durch 
das Kreiscentrum gezogen wird. Liest 
man bei Z) den Limbuswinkel u, bei Z den Winkel u + & ab, wäh- 
rend die Alhidadenbewegung f von Z bis Z sich ergiebt zu: 

=0o-+8, 
so ist anstatt der Ablesung der Alhidade jedesmal zu setzen: 


u+ß=u+tate 


Fig. 67. 
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und der Wert von & aus dem Dreiecke CAZ zu berechnen. Man 
findet durch den Sinussatz: 


sine — $ - sin (œ + €) = tg Em sin(& + €); 


daraus wird nach Entwickelung von sin (œ + &) und Division mit 
CoS &: 
tge (1 — tg Em 00850) = tg Em sin æ. 


Der Klammerfaktor ist von der Einheit kaum verschieden; wir 
setzen ihn gleich Eins und bedenken, dafs die Tangenten der 
kleinen Winkel & und &„ ihren Bogen proportional sind. So haben 
wir: 

BE ne A a 


u+ß=u+rat msna .» 2» 2.2.2) 


als Kreisablesung, welche frei ist vom Einflufs der Excentrizität. 
Derselbe verschwindet aber auch dann, wenn n Alhidadenzeiger 
in n gleichen Abständen sich bewegen und die Ablesungen derselben 
zu einem Mittel vereinigt werden. Man hat dann nämlich, wenn 
360 
rg 


und 


am Zeiger 1 die Ablesung: u +& + & sin & 
n u AE S u+to+ v+esin@+ v) 
» E NS m Ant T ER 


» a WE 5 Eee ER era 
Das arithmetische Mittel aus diesen Ablesungen ist 
(a + a) HZ -v + ©, [sin« + sin(@ + v) 


De 1»)] 


oder 


(u 
wenn unter s der Klammerausdruck [....] verstanden wird. Dieser 
zerlegt sich in *): 

s = sina (1 + cosv + cos 2v + »-. + cosn — 1v) 
+ cos a(sinv + sin 2v + ...+ sinn — 1v) 


*) Eine elegante Ableitung dafür giebt Joh. Traug. Müller’s Lehr- 
buch der Trigonometrie, Halle 1852, §. 180. Ferner Helmert in der Zeit- 
schrift für Vermessungswesen 1877, 8. 32. 


9* 
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__ sinasin\gnvcos!/sn — 1v y cos a sin nv sin Yan — 1v 
sin 1/3 v sin 1/3 v 


sin (& + Yan — 1v) ES. 


— sin 180°. = 
sın /2 


DE A us, 8) 


Statt das arithmetische Mittel aus den vollständigen n Able- 
sungen zu nehmen, begnügt man sich, am Zeiger 1 die Grade u + @ 
und aufserdem an allen Zeigern 12 ... p... n den Überschuss 
dyp über u + m + p — lv abzulesen. Das arithmetische Mittel 
aus den n erhaltenen 4 wird zu u + œ hinzugefügt, wodurch man 
erhält: 


n — 1 
n 


Beim Bilden der Winkel zwischen zwei Zeigerstellungen würde das 
letzte Glied doch herausfallen. 

Die gewöhnlich angewandte Anzahl von Alhidadenzeigern 
schwankt -zwischen 1 und 4. In Ausnahmefällen werden deren 6 
angebracht. Bei nur einem Zeiger mufs die Excentrizität e bestimmt 
und ihr Einflufs in Rechnung gezogen werden. Er ist um so be- 
deutender, je kleiner der Kreisdurchmesser. Ehe wir jedoch die 
Excentrizität der Alhidadenachse zu messen suchen, beschäftigt uns 
zuvor die 


(u + œ) statt wie oben (u + @) + - 180°. 


§. 57. 


Excentrizität der Visierlinie. Wir sahen schon, dafs die 
rechtwinkeligen Projektionen auf den Limbus von einer Visierlinie, 
die mit der Alhidade fest verbunden ist, Winkel unter sich ein- 
schliefsen, welche durch die Stellungen der Alhidadenzeiger ge- 
messen werden. Dies ist auch dann noch der Fall, wenn die Visier- 
linie sich in einer Ebene normal zum Limbus hin- und herbewegen 
läfst und die Projektion der Ebene mit der Alhidade sich dreht. 
Geht diese Normalebene nicht durch die Alhidadenachse, so heifst 
ihr Abstand davon die Excentrizität der Visierlinie. Excentrische 
Visierlinien bieten manche Vorteile und werden darum oft mit 
Absicht konstruiert; ganz frei von Excentrizität der Visierlinie sind 
aber auch solche Instrumente selten, bei welchen jene Absicht nicht 
vorliegt. ka 

Sind in L und R zwei Zielpunkte, in A eine Alhidadenachse 
normal zur Limbusebene (Fig. 68) gegeben und man wünscht den 
Winkel @ zu messen, welchen die Ebenen AL und AR oder ihre Pro- 
jJektionen auf die Limbusebene mit einander bilden, so ist derselbe 
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bei excentrischer Visierlinie nicht unmittelbar zu bekommen, sondern, 
wenn die Visierebene um AB = r links von der Alhidadenachse 
liegt, statt seiner der Winkel «œ; liegt die Visierlinie um den gleichen 
Abstand r rechts, dann der Winkel &. Die Alhidade giebt also 
Winkel an, deren Scheitellage S und S’ dem Beobachter unbekannt 
und deren Grölse, wie die Figur zeigt, abhängig ist von der zufälligen 


Lage und Entfernung der Signale; jedoch stehen die gemessenen 


Winkel mit dem gewünschten @, dessen Scheitelpunkt vorbestimmt 
und in der Alhidadenachse gelegen ist, in einfacher Relation. Aus 
dem Vierecke ALSER findet sich: 

w =p + ð — ò 
und aus dem Vierecke AL S'R: 

«= op +ò —Ö”. 
Das arithmetische Mittel von & und «’ ist ọ. In den meisten 
Fällen ist die Visierlinie aus der Lage links in die Lage rechts 
überzuführen. Wenn z. B. ein 
Fernrohr um eine Achse normal 
zur Alhidadenachse drehbar und 
zum Durchschlagen eingerichtet 
ist, so bedarf es blofs einer Winkel- 
messung in beiden Lagen des 
Fernrohrs, um aus dem Mittel der 
beiden Messungen die Excentri- 
zität der Visierlinie zu eliminieren. 
Andernfalls mufs ihr Einflufs auf 
jede einzelne Visierlinie bestimmt 
und in Rechnung gezogen werden. 
Man hat: 
sind =r: AL; nd —=r:; AR, 
also allgemein, wenn D die Pro- 
jektion des Abstandes der Ziel- 
punkte von A ist und Ô der paral- 
lattische Winkel am Zielpunkt: 

sinö=r:D 

und weil ò ein kleiner Winkel, in Sekunden: 

ö—=206265r:D. 


Wenn Ö der einzelnen Kreisablesung, nicht erst dem Winkel bei- 
gefügt werden soll, so ist das Vorzeichen bei Visierlinie links 
negativ zu nehmen; denn da die Kreisablesungen im Sinne des 
Pfeiles wachsen und die Visierrichtungen SL und SR auch im 
Sinne des Pfeiles gegen AL und AR gedreht erscheinen, so sind 
die zugehörigen Alhidadenablesungen zu grols ausgefallen. Für sehr 


Fig. 68. 


`, r 


i 
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weit entfernte Zielpunkte verschwindet Ò, für gleich weit entfernte 
wird es von gleicher Grölse, tilgt sich daher auch ohne Lagenwechsel 
der Visierlinie in Winkeln, deren Schenkel gleich lang sind. 


$. 58. 


Bestimmung der Excentrizität der Alhidadenachse mit Hilfe 
von Visuren. Es sei mit der Alhidadenachse ein Fernrohr so ver- 
bunden, dafs die Excentrizität der Visierlinie gegenüber der Ent- 
fernung des Zielpunktes verschwindet, und dafs nach $. 54 es 
möglich ist, die Visierlinie oder wenig- 
stensihre Projektion auf die Limbusebene 
rückwärts zu verlängern. Man thue dies, 
nachdem man auf ein entferntes Signal 
visiert und 2’ abgelesen hatte (Fig. 69), 
und stelle nochmals darauf ein, so hat 
sich die Alhidade um 180° gedreht. Der 
Excentrizität wegen ist aber der Zeiger 
nicht nach z’ + 180°, sondern nach 2’, 
gerückt, und es wird der Winkel: 


2’ + 1800 — 2, =y'—=28' = 2 Em sin 
(s. § 56). Wählt man nun einen neuen 
Zielpunkt so aus, dafs der Zeiger in der ersten Fernrohrlage auf 


gz" —= z' + 90° zu stehen kommt, und wiederholt hier das Ver- 
fahren zur Bestimmung von &”, so wird man erhalten: 


g" + 1800 — 2", =y" = 28" — 28, sing". 
Da nun auch «” = « + 90°, so gilt: 


Fig. 69. 


E' = Em sSina' und E" = 8.05’ 
und daraus erhält man: 
Em = Ve’: + "3 
0 rg" 
und nach §. 56: u=e'— uw 


e.=T.84 3 206,265, 


wenn Em in Sekunden berechnet ward. Ist der Limbus kein Voll- 
kreis, sondern nur ein Bruchstück, dann messe man zwei im voraus 
bestimmte Winkel p’ und Y” mit einem gemeinsamen Schenkel und 
deren gemeinsamer Scheitel in der Alhidadenachse liegt, sehr genau 
ab und bringe die Visierlinie der Reihe nach in die Richtung ihrer 
Schenkel. Heifsen die drei zugehörigen Kreisablesungen an den 
Alhidadenzeigern 2’, z", 2", die Winkel der Alhidade mit AC der 
Reihe nach ß’, $", p", so ist nach Fig. 69 und gemäfs $. 56: 
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z' =u + pP +E =u 4 B + Ensin a’ 
d =w 4p wan =w Hp H + Em sin («' +y’) 
| g' = + BD + gilt a + ß' + yp" + Em sin (@' + y"). 
Durch Abziehen der ersten Gleichung von den beiden folgenden 
kommt man auf: 
2" — g' — Y' = 2 Em cos («' + ta t') sin tj t" 
2" — g! — Y" = 2 êm cos(«' + th y")sin t t", 
woraus sich êm und tg œ’ bestimmen lassen. Setzen wir nämlich: 
E a E RG er _ ee Adler 
Far ? Sen 2 
so wird durch Division der vorigen Gleichungen miteinander, Auf- 
lösung der Cosinus und Division mit cos«' im Zähler und Nenner, 
erhalten : 
E" sin u’ N E’ sin y” 
28" sin? 1/, Y) — 2 Ẹ' sin? 1 Y” 
Wenn die Einstellung der Visierlinie genauer erfolgt als die Kreis- 
ablesung, so sind die vorstehenden Bestimmungsweisen von Em 
und & auch dann zu empfehlen, falls andere anwendbar wären. 


tal = 


$. 59. 


Bestimmung des Abstandes der Zeiger. Die erste der Be- 
stimmungen des vorigen Paragraphen scheint auch ohne Visierlinie 
ausführbar, wenn sich zwei Zeiger diametral gegenüberstehen. 
Um y’ (Fig.70) zu finden, brauchte man blofs am zweiten Zeiger 2’, 
abzulesen und diese Kreisablesung von 
2 + 180° abzuziehen. Das ist richtig, 
wenn man sich zuvor versichert hat, 
dafs der Abstand der Zeiger wirklich 
180° beträgt. Er betrage 180 + £&, so 
ist é zu finden, indem man Zeiger 1 
auf die Ablesung z’ bringt und an 
Zeiger 2 die Kreisablesung x’ nimmt; 
sodann Zeiger 2 auf 2’ einstellt und an 
Zeiger 1 die Ablesung x” erhält. Alle 
diese Ablesungen mülsten eigentlich 
um den Winkelbetrag der Excentrizität 
Em sin verbessert werden, wie sich ergiebt, wenn man mit den 
Albidadenradien AZ’.... Parallele durch das Limbuscentrum zieht. 
Wegen des geringen Abstandes der Ablesungen x’ und x” von 7% 
werden die Excentrizitätsbeträge jedoch ihrem absoluten Werte 
nach alle gleich &’ und fallen bei der Subtraktion heraus. Wir 
können also ebensowohl kurz bilden: 


Fig. 70. 
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X — u — 25; 
woraus unmittelbar folgt, dafs das arithmetische Mittel 
1/3 («’ + æ") — ei. 
Nun hat man wie früher: 
y—=2:!—=:'+1890— Zn 
also nicht nur & gefunden, sondern auch den Winkelbetrag &' der 
Excentrizität. Dies Verfahren kann zur Bestimmung der Excentri- 
zität der Alhidadenachse dienen in Fällen, wo entweder: keine 
Visierlinie mit der Alhidade verbunden 
ist, oder die Einstellung und Ablesung 
der Zeiger mit gröfserer Genauigkeit 
erfolgen kann als die Einstellung der 
Visierlinie. 

Sollen die Abstände von mehr als 
zwei Zeigern bestimmt werden, so ver- 
stellt man nach und nach die höher 
nummerirten Zeiger (genau oder un- 
gefähr) auf die Kreisablesung, von 
welcher Zeiger 1 zuerst ausging. Auf 
diese Weise mögen z. B. am Zeiger 1 
unter dreien die Ablesungen 2, 2’, 2”, und am Zeiger 2 die Stände 
22 2'22", gewonnen sein, während der Abstand d, der beiden Zeiger 
konstant blieb und die Excentrizitäten der Ablesungen: 


Fig. 70. 


2, und z’, gleich &, 

2, und 2”, gleich €x 

2", und 2, gleich €, 
gesetzt werden mögen. Man bilde die folgenden Gleichungen und 
das arithmetische Mittel beider Seiten: 


3 — zi = d + & — & 

23 — #1 =h F Ei a 

2’, — 2" = d + & — è 
Arithmetisches Mittel = pi 


Auf dieselbe Weise lassen sich d} und d, bestimmen. Die dazu 
nötigen Ablesungen werden alle zu gleicher Zejt genommen. 


$. 60. 


Teilungsfehler des Limbus. Schon die Urteilung, welche 
auf den Limbus übertragen wird, besitzt oder erhält während der 
Arbeit Fehler, welche, noch durch die Unsicherheit beim Kopieren 
vermehrt, auf den geteilten Kreis übergehen. Bestimmt man wie 
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im vorigen Paragraphen den Abstand d zweier Alhidadenzeiger, 
z. B. des ersten und zweiten, an verschiedenen Stellen des Kreises 
und sorgt dafür, dafs Alhidade und Limbus während der Arbeit 
konstante Temperatur behalten, so sollte d jedesmal gleich grolfs 
gefunden werden. Infolge der Teilungsfehler einerseits, der Be- 
obachtungsfehler andererseits werden aber verschiedene Werte von d 
gefunden. Wenn man bei gleichmäfsiger Beleuchtung des Limbus 
und der Zeiger gearbeitet hat, so darf man die Beobachtungsfehler, 
und wenn die Bestimmung an sehr vielen über den ganzen Kreis 
verteilten Stellen stattgefunden hat, auch die Teilungsfehler ebenso 
oft positiv als negativ erwarten und wird dann das arithmetische 
Mittel dm aller Winkel d als denjenigen Wert betrachten, welcher 
dem wahren Abstand der Zeiger am nächsten kommt. Zieht man 
die einzelnen d von dm ab, so erhält man eine Reihe von Differenzen 
welche Summen der Beobachtungs- und Teilungsfehler sind, und 
von deren absoluten Beträgen sich wieder ein Durchschnittswert (das 
arithmetische Mittel) bilden läfst. Ist der Durchschnittsbetrag der 
Beobachtungsfehler anderweit gewonnen worden, so läfst er sich 
von dem der Teilungsfehler trennen, worauf hier jedoch noch nicht 
eingegangen wird *). 

Bei sehr feinen Instrumenten genügt es nicht, die Durchschnitts- 
fehler der Teilung zu kennen, sondern es werden die Fehlerbeträge 
im einzelnen bestimmt und bei Winkelmessungen in Rechnung 
gebracht. Die Ermittelung erfolgt, indem man genau bestimmte 
oder bestimmbare Winkel mit Hilfe der Limbusteilung misst und 
die gemessenen Beträge mit dem wahren vergleicht. Richtet man 
z. B. zwei Alhidadenzeiger 1 und 2 so aufeinander zu, dafs der von 
ihnen eingeschlossene Winkel in 360° aufgeht oder nahezu aufgeht, 
stellt 1 zuerst auf Null und dann jedesmal dahin wo 2 stand, so 
trifft zuletzt nach n Verrückungen der zweite Zeiger auf 360° oder 
so nahe daneben, dafs sein Abstand 4 davon mit grofser Schärfe 


360 + 4 
m 


gemessen werden kann. Der Abstand D = der Zeiger 


unter sich ist also sehr genau anzugeben, ebenso der doppelte, 
dreifache, nfache Abstand, welche der Reihe nach mit den Kreis- 
ablesungen zu vergleichen sind. Macht man D klein, so dafs man 
recht viele und nahe bei einander liegende Vergleichspunkte erhält, 
so zeigt sich in den meisten Fällen, dafs die Teilungsfehler strecken- 
weise regelmäfsig und ohne Sprünge ab- und zunehmen. Man 
kann dann den Teilungsfehler x als eine Funktion f (p) der zuge- 


*) Vergl. Helmert, Ausgl. Rechn. S. 341 ff. Sawitsch, Astr. I, 
| 220 bis 224; das Folgende ist teilweise nach einem Vortrage v. Lamont’s 
| bearbeitet. 
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hörigen Kreisablesung @ darstellen, und zwar durch eine Inter- 
polationsformel, welche mit æ die Eigenschaft gemein hat, strecken- 
weise gleichmäfsig anzuschwellen und wieder abzunehmen. Eine 
solche Funktion ist: 

SP) = a + asing + %sin2p +. 

+ b coso + bacos2 o Heee . .... D 

Die Koeffizienten a; as Az ...., ebenso bı bz bz .... werden desto kleiner 
sein, je höher ihr Index. Denn die in langen Perioden wechselnden 
Fehler werden vorwiegen. 

Liest man an zwei einander gegenüberstehenden Zeigern der 
Alhidade ab und bildet nach §. 56 das Mittel der Ablesungen, so 
wird dasfelbe auch das Mittel der Teilungsfehler enthalten, nämlich: 


Ylf(p) +180 + Y)]=Flp) = ~ + asin2 o 


+ asindp +- + b,cos2p +b,cos4p e - (2) 
2 sin sin 
weil alle abi (2m — 1)p + ai (2m — 1) (180 + 9) = 0. 


Liest man an drei Zeigern ab, so werden die drei Teilungsfehler 
der Ablesungen zu einem Mittel vereinigt wie folgt: 


Ylfp) + S120 + p) + (240 + p)] = œ + asin3 o 
+ @sin6p +++ bzcos3 p + becos6go p 
weil sowohl: 


sos (2m—1)p +7, (2m — 1) (120 + 9) 


+ $ (2m — 1) (240 + p) =0 


als auch: 
sin sin 
£ 2mo + di 2m (120 +9) + et 2m (240 + 9) = 0, 


wie sich mit Hilfe der früher ($. 56) schon angewandten Reihe 
beweisen läfst. Durch Vermehrung der Zeiger auf vier würden 


sı 
co 


nur noch diejenigen Glieder beibehalten, welche = 4mọ enthal- 


ten etc. 

Ebenso wie Vermehrung der Nonien wirken mehrfache Winkel- 
messungen, welche derart angeordnet werden, dafs der Anfangspunkt 
der Winkelmessung auf dem Limbus um solche gleiche Gröfsen 
verlegt wird, welche in 360° aufgehen. Bei der einzelnen Winkel- 
messung wird, wie wir sahen, die Ablesung des linken Schenkels 
von der des rechten abgezogen; hat die Alhidade mehrere Zeiger, so 
misst jeder derselben den Winkel einfach, und man vereinigt ent- 
weder die Winkelmafse zu einem Mittel, oder nach $. 56 die Zeiger- 
ablesungen der Stellung links für sich, sodann diejenigen der Stellung 
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rechts für sich, und zieht diese mittleren Kreisablesungen vonein- 
ander ab. Ebenso können wir bei mehreren wiederholten und zu 
einem Mittel vereinigten Winkelmessungen annehmen, es seien zuerst 
sämmtliche Kreisablesungen der linken, dann der rechten Schenkel 
miteinander vereinigt und das Mittel jener von der Durchschnitts- 
zahl dieser abgezogen worden. Die Vereinigung von Kreisablesungen 
zu einer Mittelzahl hat nun in Hinsicht der Teilungsfehler dieselbe 
Wirkung, wie die Vermehrung der Alhidadenzeiger haben würde. 
Halbieren die neuen Zeigerstände (nach der Verlegung des Anfangs- 
punktes der Winkelmessung) die Abstände D der ersten Stellung, 
so ist die Anzahl der Zeiger gleichsam verdoppelt; sie ist verdrei- 
facht, wenn die neuen Zeigerstände den Abstand D dritteilen etc. 
Kann also eine und dieselbe Winkelmessung an verschiedenen 
Stellen des Kreises aufgeführt werden, so thue man es stets in der 
Weise, dafs bei p Wiederholungen der Abstand D in p gleiche 
Teile geteilt und aus der Anfangsstellung der Zeiger jedesmal um 
D : p vorwärts gegangen wird. Dann wird z. B. bei drei Zeigern 
und zwei Wiederholungen der Teilungsfehler aus der Winkelmessung 


eliminiert bis auf diejenigen Glieder, welche = 6m enthalten und 


mit nur kleinen Koeffizienten multipliziert sind. Denn aus dem 
Winkel eliminiert sich jedesmal auch das Glied a. 


B. Ablesevorrichtungen. 


Fast alle Ergebnisse geodätischer Operationen werden von ge- 
radlinigen oder Kreisskalen abgelesen. Man kann Skalen aber selten 
so fein einteilen, als wir sie abzulesen wünschen. Auch das Ab- 
schätzen von Zehnteln und selbst Zwanzigsteln der kleinsten Skalen- 
teile, so grofse Sicherheit darin durch Übung erlangt werden kann, 
entspricht nicht immer der erreichbaren Genauigkeit des Messungs- 
resultates. Man pflegt vielmehr die Schärfe der Ablesung etwas 
weiter zu treiben als die der Messung, weil dazu wenig Mühe gehört, 
auch die Ablesung nicht allen den Zufälligkeiten unterliegt, wie die 
meisten übrigen Mefsoperationen. So verschwinden denn bei An- 
wendung geeigneter Hilfsmittel die Ablesungsfehler in der Unsicher- 
heit des Messungsergebnisses; aber es wäre übereilt von der Ge- 
nauigkeit, bis zu welcher die Skalenablesung getrieben werden kann, 
auf die sonstige Leistungsfähigkeit eines Instrumentes zu schliefsen. 
Im folgenden soll die Ablesung mittels Transversalen, an Nonien, 
durch Schätz- und durch Schraubenmikroskope so ausführlich be- 
handelt werden, als es zum Gebrauch geodätischer Instrumente 
erforderlich scheint. 
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$. 61. 


Der Transversalmafsstab. Etwas genauer als Schätzung ist 
unter Umständen die Abmessung kleiner Mafse an Transversalen. 
Die Teilstriche der Skala reichen dann quer über ein System von 
äquidistanten Parallellinien hinaus und in den Vierecken, welche 
durch die äufseren Parallelen und die Teilstriche gebildet werden, 
ist aufserdem eine Diagonale (Transversale) gezogen. Diese schneidet 
von den Zwischenparallelen Stücke ab, welche proportional ihrem 
Abstande von der ersten Parallelen wachsen. Es ist nicht eben 


Fig. 71. 


nötig, dafs alle normalen Querstriche der Skala ausgezogen seien. 
So fehlen auf dem Centimetermafsstabe der Fig. 71 diese Quer- 
striche in dem äufsersten Felde links, welches in Doppelmillimeter 
eingeteilt ist; hier sind blofs die Transversalen gezogen. 

Man bedient sich solcher Transversalmafsstäbe hauptsächlich, 
um Mafse, welche von Karten mit dem Zirkel abgegriffen worden 
sind, abzulesen, oder umgekehrt Mafse in Karten einzutragen. Hätte 
man z. B. ein Mafs von etwas über 3cm im Zirkel, und wollte das- 
felbe bis auf Zehntelmillimeter ablesen, so läfst man die eine Zirkel- 
spitze längs der Querlinie 3—3 gleiten, bis die andere, welche sich 
immer mit jener auf derselben Parallelen befinden mufs, in dem 
Felde links auf eine Transversale trifft. Markiert der Mittelpunkt 
des kleinen Kreises die zweite Zirkelspitze, so ist 3,55 cm abzulesen. 

Anmerkung. Auf Karten trägt man verjüngte Mafsstäbe auf, deren 
Einheit irgend ein bequemes Feldmafs, z. B. 100 m, dividiert durch die Ver- 
jüngungszahl der Karte, bildet. Wäre die Karte in 1:10 000 entworfen, so 
würden 100 m verjüngt gleich 100:10000 = 0,01m werden. Der Mafsstab 
der Fig. 71 könnte also auch als verjüngter Malsstab in 1 zu 10 000 dienen, 
wenn man die Ziffern 1, 2, 3, 4m in 100, 200... 400m abänderte. — Da 
man auf Karten und Plänen nur solche Mafsstäbe verwenden darf, welche 
beim Schwinden des Papiers dieselben Längenänderungen erleiden wie die 
Linien der Zeichnung, so pflegt man beim Entwerfen der letzteren auch einen 
Malsstab hinzuzukonstruieren. Man zieht zuerst mit Bleistift die Parallelen 
und zwar einige mehr als beibehalten werden, trägt auf den äufsersten das 
Grundmafs von einer provisorisch gezogenen Querlinie aus ab (bei kleinen 
Mafsstäben die ganze Skalenlänge) und teilt dasfelbe durch Probieren mit 
dem Zirkel in die erforderlichen kleineren Teile. Auf diese Weise entstehen 
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zwei sich gegenüberliegende gleiche Skalen, deren Hauptpunkte man durch 
feine Bleistiftlinien verbindet. Nun folgt die Unterteilung des äufsersten 
Feldes, die Vorversuche dazu werden ebenfalls auf den Probeskalen ausge- 
führt, die endgültige Teilung aber auf diejenigen Parallelen aufgetragen, welche 
die äufseren des fertigen Mafsstabes bilden sollen. Die Transversalen zieht 
man zuerst und sofort mit der Reifsfeder aus, sodann übergeht man die 
Querlinien und zuletzt die Parallelen fein mit Tusche. Man erkennt leicht 
die Gründe für diese Reihenfolge der Arbeiten und die Nachteile eines anderen 
Vorgehens. 


Vor Erfindung der Nonien wurden Transversalen auch auf 
Kreisteilungen angewandt und es dürfte sich dies noch jetzt bei 
Transporteuren und sonstigen Kreisskalen, welche aus der Hand 
gefertigt werden, empfehlen. Die parallelen Geraden der Fig. 71 
werden dann durch koncentrische Kreise (von ungleichem Abstande) 
und die Längenmalse der Teilung durch Gradmafse vertreten. Eben- 
sogut, als man einen radialen Zeiger über die Transversalen der 
Kreisteilung gleiten läfst, kann ein diagonaler Zeiger sich über die 
radialen Teilstriche der Kreisskala hinbewegen. 

Statt der Transversalmafsstäbe auf Papier oder Holz bedient 
man sich zuweilen mit Vorteil solcher auf durchsichtigen Gelatine-, 
Horn- oder Glasplatten, welche unmittelbar auf die Zeichnung auf- 
gelegt werden können, so dafs die Vermittelung des Zirkels wegfällt, 
die eine neue Fehlerquelle birgt. Am meisten empfehlen sich dazu 
Glasplatten mit einer Gelatinehaut überzogen, wie sie gegenwärtig 
in der Photographie viel benutzt werden. Auch ein Verfahren von 
M. Kloth, durchsichtiges Papier unverzerrt an Glasplatten durch 
einen Firnifs anzuheften, ist sehr beachtenswert. Die Bequemlich- 
keit, mit welcher solche Platten sich längs der Schenkel eines hölzernen 
rechten Winkels verschieben Jassen, macht sie namentlich zum Ab- 
nehmen und Auftragen paralleler Strecken geeignet. 


$. 62. 


Der Nonius. Dem Transversalmalsstab gegenüber bietet der 
Nonius oder Vernier den Vorteil, dafs der Blick den abzulesenden 
Wert nicht erst auf einer Reihe von Parallelskalen suchen mufs. 
Der Nonius (vergl. Fig. 72, a. f. S.) ist eine Hilfsskala, welche der 
eigentlichen Messungsskala entlang gleitet. Irgend ein Teilstrich O 
des Nonius wird als Anfangspunkt der Nonienskala vor den anderen 
hervorgehoben und mit Null bezeichnet. Er soll gleichzeitig mit 
dem Zeiger (Index) z auf einen Teilstrich der Hauptskala treffen 
und bei anderer Stellung um ebensoviel als jener gegen den nächst 
vorhergehenden Nachbarstrich verschoben sein. Der Zeiger deutet 
den Punkt der Hauptskala an, dessen Lage abgelesen werden soll, 
und zwar werden die ganzen Teile der Hauptskala am Zeiger, die 
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Bruchteile am Nonius abgelesen. Die Figuren 72 und 73 ver- 
deutlichen durch schwarze Streifen die Mafse, welche durch den 
Zeiger einerseits und durch die Nonien A oder B andererseits be- 
stimmt werden sollen. 

Zu diesem Zwecke ist die Nonienskala so eingerichtet, dass, 
wenn neine runde Zahl, die Länge von nTeilen des Nonius entweder 


Fig. 72. 


gleich ist n — 1 Teilen oder n + 1 Teilen der en woraus 


folgt, dafs ein Teil des Nonius gleich ist Be oder —- Ti! Teilen 


der Hauptskala, und die Differenz zwischen den Teilen beider Skalen, 
Fig. 73. 


VEIETTEREITEREERSREFERLESSSZIITIIITITER 


uns nnnnnLEEASEERNBEEELNG) HT TEN 
Rn Fir Pin tr AE 
70 69 68 67 66 65 


: T 1 ; ; 
die sogenannte Angabe des Nonius, in jedem Falle z von einem Teile 


der Hauptskala beträgt. Treffen nun zwei Teilstriche, z. B. die mit 
y und n bezifferten, der Haupt- und Nonienskala zusammen, so sind 
im ersten Falle (A) die Strecken zwischen 
0 und n kleiner als zwischen & und y, 

im zweiten Falle (B) die Strecken zwischen 

O und nm’ gröfser als zwischen «’ und y'; 
in beiden Fällen aber die Strecken zwischen 0 und g (A) und O und 
x' (B) einander gleich, und zwar gleich: 

g Ai =, 

wenn n'’=n die Anzahl der verglichenen Teile der Haupt- und der 
Nebenskala und s den Wert eines Teiles der Hauptskala, also s:n 
‚die Angabe bedeutet, 
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Es ergiebt sich demnach zum Ablesen der Nonien die einfache 
| Regel: man zählt die Anzahl y der Nonienteile vom Anfangspunkte 
` bis zum Koincidenzpunkte oder demjenigen Teilstriche, welcher 

einem anderen der Hauptskala genau gegenübersteht, und multipli- 
ziert n mit der Angabe. So erhält man den Wert des Skalenbruch- 
teiles zwischen dem Anfangspunkte des Nonius und dem nächst 
vorhergehenden Teilstriche der Hauptskala. 

Das Zählen mufs durch die Bezifferung des Nonius erleichtert 
werden, darum sind Nonien von der Gattung A in derselben Rich- 
tung wie die Hauptskala, Nonien wie B in der entgegengesetzten 
Richtung beschrieben. Bei jenen Nonien, deren Teilstriche kleiner 
sind als die der Hauptskala, folgt daher der Nullpunkt dem Nonius 
nach, bei diesen, welche grölsere Teilstriche haben als die Haupt- 
skala, geht er dem Nonius voran. Jene Nonien (A) heifsen nach- 
tragende, diese (B) vortragende. Die nachtragenden werden am häu- 
figsten angewandt, weil es bequemer ist, die Bezifferung nur in einer 
Richtung zu verfolgen. Doch fehlt es mitunter vor dem Nullpunkt an 
Raum und man mufs dann zu einem vortragenden Nonius greifen. 

Beispiele der Ablesung. In Fig. 72 ist der Wert eines kleinsten 
Teiles der Hauptskala: s = 0,1. 10 Teile von Nonius A sind gleich 
9 Teilen der Hauptskala, die Angabe also gleich !/,,s = 0,01. Man 
liest am Zeiger z ab 15,2 und zählt am Nonius 6 Teile bis zur Koin- 
cidenz bei y. Folglich ist der Zeigerablesung 6 x 0,01 = 0,06 
beizufügen, und der Zeigerstand ergiebt sich schliefslich zu 15,26. 

Andererseits haben 10 Teile von Nonius B dieselbe Länge wie 
11 Teile der Hauptskala, die Angabe ist abermals gleich 1/1 s = 0,01. 
Auch die Ablesung am Zeiger und Nonius geschieht wie oben und 
führt zu demselben Resultat. 

Der Koincidenzpunkt kann nicht immer auf den ersten Blick 
gefunden werden, die Entscheidung zwischen mehreren Teilstrichen 
fällt namentlich dann schwer, wenn die Angabe sehr klein ist. Als 
Kennzeichen für die Koincidenz zweier Striche dient, dafs die beiden 
nächsten Nachbarpaare von Strichen sich um gleichviel und in ent- 
gegengesetztem Sinne übergreifen. Koincidiren zwei Paare von 
Teilstrichen gleich gut, so ist es korrekt, keinem den Vorzug zu 
geben, sondern den Mittelwert von beiden in Rechnung zu nehmen. 

Man blicke beim Ablesen so auf beide Skalen, dafs der Augen- 
punkt mit den zusammenfallenden Strichen sich in einer Ebene 
befindet normal zu den Flächen der Skalen. Sonst entsteht eine 
scheinbare gegenseitige Verschiebung (Parallaxe) der Teilstriche, 
welche fehlerhafte Ablesungen veranlafst, und dies namentlich dann, 
wenn die Skalenflächen nicht in einer Ebene liegen oder mit Zwischen- 
raum aneinander hingleiten, wie es in Fig. 72 und 73 ange- 
deutet ist. 
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Der Zeiger z fällt in den meisten Fällen mit dem Anfangs- 
punkte der Nonienskala zusammen. Vor diesem und hinter dem 
nten Teilstrich des Nonius finden sich in der Regel noch ein bis 
drei Nonienstriche, die sogenannte Überteilung. Sie ist namentlich 
bei Kreisnonien unentbehrlich. 

Da die Multiplikation der abgezählten Nonienteile mit der An- 
gabe nicht immer so einfach ist wie in den obigen Beispielen, so 
pflegt man den Nonienteilen sofort das Produkt ihrer Ordnungszahl 
in die Angabe beizusetzen. Ein Beispiel dazu liefert in Fig. 73 der 
Nonius zu einer Kreisskala, welche in Sechstelgrade (s = 10’) ein- 
geteilt ist und deren Nonius noch halbe Minuten angeben soll. 
Demnach ist die Angabe 1/295, n = 20, und da bei Kreisen Platz 
genug für nachtragende Nonien ist, der Wert eines Nonienteiles 
19/908 oder 19 halbe Minuten, die Differenz d.h. die Angabe eine halbe 
Minute oder 30”. Statt nun den Nonius mit den Ordnungszahlen 
O bis 20 zu beschreiben, ist er nur bis 10 beziffert, und weil die 
doppelte Angabe gleich einer Minute, so sind je zwei Teile zwischen 
grölsere Striche gefalst, von denen der fünfte nochmals heraus- 
gehoben wird. 

Nach der Figur, in welcher der Anfangspunkt der Nonienskala 
als zusammenfallend mit einem Zeiger der Alhidade gedacht ist, er- 
hält man an diesem diegrobe und an dem Koincidenzpunkt die feine 
Kreisablesung, letztere unmittelbar aus den Zahlen des Nonius, wie 
folgt: 


66°40’ + 3'30” = 66° 43’ 30". 
Dasfelbe liefert die oben angeführte Zählregel. 


Anmerkung. Anfänger thun wohl, sich ähnliche Aufgaben zu stellen, 
die daraus folgenden Kreis- und Nonienskalen auf gradlinigen Mafsstäben 
wirklich zu entwerfen, auszuschneiden und aneinander hinzuschieben, um 
das Ablesen zu erlernen. Z. B.: Eine Kreisteilung geht bis auf Drittel- 
grade; der Nonius soll Minuten angeben. Oder s = 30 Minuten; die No- 
nienangabe soll eine Minute sein. Oder s = 10’; Nonienangabe 20”. Oder 
s = 20’; gewünschte Angabe des Nonius 30”. 


Geschieht die feine Kreisablesung an Nonien, so müssen deren 
soviele als Zeiger vorhanden sein und ihre Anfangspunkte gleiche 
Abstände wie die Zeiger haben. In der Regel vereinigt man diese 
mit jenen. In Hinsicht der Excentrizität, des ungleichen Zeiger- 
abstandes und der Teilungsfehler ist zu bemerken, dafs ihre Gesamt- 
wirkung sich durch ungleiche Nonienablesungen zu erkennen giebt. 
Es ist aber wegen der Excentrizitäts- und regelmäfsigen Teilungs- 
fehler erwünscht, dafs die Ungleichheit nicht zu grofs sei, weil sonst 
die Bedingungen zu ihrer Elimination nicht erfüllt werden. Denn 
die Fehler der Koincidenzstriche kommen in die Ablesung, nicht 
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allgemein diejenigen der Zeiger, also sollten auch die Koincidenz- 
striche gleiche Abstände haben. Wenn nun auch eine Differenz von 
einigen Skalenteilen nicht allzuviel ausmacht, so ist es doch durchaus 
zu vermeiden, dafs an einigen Nonien die Ablesung nahe beim An- 
fangspunkte, an anderen am Endpunkte oder in dessen Nähe ge- 
nommen werde. Hiergegen schützt eben die vorerwähnte Überteilung 
(Excedenz) und sie ist um so notwendiger und mufs desto weiter 
ausgedehnt werden, je länger die Skala des Nonius und je feiner 
seine Angabe ist; denn um so eher werden die Koincidenzen gegen- 
überstehender Nonien um einige Teilstriche verschieden liegen. 

Die Überstriche geben auch Gelegenheit, ebensoviele innere 
Striche auf ihre Richtigkeit zu prüfen. Man stellt den Nonius so, 
dafs der Nullpunkt und der nte Teilstrich mit Strichen des Limbus 
koineidieren, und sieht dann zu, ob der — 1 te Überstrich und der 
n — lte Nonienstrich, der —2te und der n— 2te etc. gegenüber 
denselben Limbusmarken zur Koincidenz kommen. Dasfelbe wird 
bezüglich des lten und n + lten, des 2ten und n + 2ten ete. No- 
nienstriches verlangt. 

Ist die Alhidadenachse excentrisch, so wird schon deshalb die 
ganze Länge des Nonius nicht überall als die gleiche erscheinen. Aber 
es wird verlangt, dafs im Mittel die Nonienlänge wirklich n£1 
Limbusteile überspanne. Ist dies nicht der Fall, sondern kommen 
zu diesem Betrag noch 4s Skalenteile, wobei 4 ein kleiner Bruch 
sein wird, so ist die Differenz eines Limbus- und Nonienteiles: 


n+1+J4 re +1—4 A 
n ji n 
Die Angabe ist also etwas von ihrem nominellen Werte verschieden 


s — 


4 
und der Betrag 7 - = mufs jedesmal von der Nonienablesung ab- 


gezogen, beim vortragenden Nonius addiert werden. — Man findet 
den Mittelwert der Nonienlänge durch Einstellen des Anfangspunk- 
tes auf äquidistante Ablesungen des Limbus bis zur Wiederkehr auf 
die Ausgangsstelle. Die Koincidenz eines der letzten Striche wird 
jedesmal angeben, ob die Nonienlänge um den einfachen oder mehr- 
fachen Betrag der Angabe zu grofs oder zu klein gefunden wird. 

Der Durchschnittsfehler 4s fällt meist so klein aus, dafs er 
gegenüber den zufälligen Fehlern der Nonienablesungen aufser acht 
gelassen werden kann. 

(Historische Notiz). Die Erfindung der Nonien rührt her von 
Pierre Vernier, 1580 bis 1637, aus Ornans in der Grafschaft Bur- 
gund, welche damals zum Deutschen Reich gehörte und deren 
Münzdirektor er war. Seine Vorrichtung beschreibt er in einem 
Werke: La construction, P’usage et les propriétés du quadrant de 

Vogler, Praktische Geometrie, 10 
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mathématique ete. Bruxelles 1631. Der Name Nonius ist daher 
entstanden, dafs der portugiesische Professor der Mathematik 
Pedro Nuñez (Nonius), 1492 bis 1577, eine Erfindung zu gleichem 
Zwecke, aber von wesentlich anderer Art gemacht hatte. Nonius 
wandte verschieden geteilte Parallelskalen an; die Teilstriche der 
einen Skala überholten die der anderen um kleine Beträge. 


$. 68. 


Schätzmikroskope. Wir haben in $. 29 die optische Einrich- 
tung der Mikroskope kurz angeführt. Sie sind Fernrohre für Ziele, 
Fig. 74. 


welche vom Objektiv um mehr als die einfache, aber um weniger 
als die doppelte Brennweite abstehen. Die reelle Vergröfserung des 


betrachteten Gegenstandes durch das Objektiv ist $ f p d. h. das 


reelle Bild ist in diesem Verhältnis gröfser als der Gegenstand, wenn 
f die Brennweite des Objektivs, F und F’ dessen Brennpunkte und 
a dessen Abstand vom Objekte bedeutet, wie aus Fig. 74 leicht ent- 
nommen werden kann. Durch Betrachten mittels eines doppelten 
Okulars (des Achromatismus wegen) wird von dem reellen ein aber- 
mals vergrölsertes Scheinbild fürs Auge gewonnen. Das aplana- 
tische Objektiv wird, wie ein Fernrohrobjektiv, aus zwei Linsen von 
Flint- und Kronglas zusammengesetzt. Die Schwierigkeit seiner 
Herstellung liegt darin, dals es eine möglichst kurze Brennweite 
erhalten soll, damit der Tubus, welcher das Mikroskop falst, nicht 
unförmlich lang werde. Die starke Krümmung der Objektivlinsen 
gestattet nur eine geringe Öffnung derselben, und doch genügt zu 
den stärksten Mikroskopen ein einziges Linsenpaar nicht, man wen- 
det deren vielmehr einige hintereinander an. 

Gröfsen, welche direkt nicht mehr mefsbar sind, weil ihre Di- 
mensionen dem gesunden Auge verschwinden, werden es im ver- 
grölserten reellen Bilde des Mikroskops. Man braucht nur in die 
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Ebene, worin das Luftbild entsteht, einen fein geteilten Mafsstab 
zu bringen, z. B. ein sogenanntes Glasmikrometer. Durch das 
Okular wird dieser Malsstab zugleich mit dem Luftbilde und in glei- 
chem Mafse wie dieses vergrölsert gesehen. 

Da von F aus das Objekt nicht erblickt werden kann, weil es 
um weniger als günstigste Sehweite vom Auge abstände, so muls 
die scheinbare Vergrölserung des Mikroskops anders als diejenige 
des Fernrohrs, und konsequenterweise so definiert werden wie die 
Lupenvergröfserung: als das Verhältnis der Sehwinkel, unter welchen 
Bild und Objekt, beide in günstigster Sehweite, erscheinen würden. 
Wie bei der Lupe dürfen wir die Bild- und Objektgröfse (y und «) 
selbst als Bogenmafs der Sehwinkel betrachten. Aus der Ähnlich- 
keit von gleichschenkeligen Dreiecken (Fig. 74), deren Basen die 
Strecken «, ß und y sind, folgen leicht die Proportionen: 

y: B =w: p 

nE e O — f), 
worin wafg die günstigste Sehweite, den Abstand des Objekts 
vom Objektiv, dessen Brennweite und die Brennweite der äqui- 
valenten Linse des Okulars vorstellen. Daraus folgt die scheinbare 
Vergröfserung: 
i PER, CARE 
ER Come Pe 
also eine Gröfse, die weder unabhängig ist von dem nahezu im Augen- 
punkte beobachtenden Auge, noch auch von der Annäherung des Mi- 
kroskops an das Objekt. Die Angabe bestimmter Vergrölserungen 
für ein Mikroskop setzt bestimmte Annahmen von w und a voraus. 

Durch die Art ihres Gebrauchs zu geodätischen Zwecken ist «a 
allerdings für Mikroskope meist eine konstante Grölse. Die Mes- 
sung mittels des Mikroskops kann nämlich derart erfolgen, dafs man 
die Bildgröfse des Objekts auf dem Glasmikrometer, dessen Teilwert 


u 


bekannt sein mufs, abliest und mit der reellen Vergröfse- 
a 


Er, 
rung, dividiert. Wäre z. B. ß auf dem Glasmikrometer abgelesen, 
so fände sich «& aus: 

heul 
a ß. 
J 


Da indes die reelle Vergröfserung schwer bestimmbar ist, so pflegt 
man das Objekt selbst auf einen Mafsstab zu legen und benutzt das 
Mikrometer nur zur Unterteilung des letzteren. Liegt das Objekt 
z. B. auf einem Millimetermafsstab, von dem, wie Fig. 75 zeigt, 1 mm 
im Mikroskop 10 Skalenintervalle deckt, so hat jedes Intervall den 
Wert 0,1 mm, und wenn das Luftbild des Objekts x Skalenintervalle 
deckt, so ist sein Durchmesser 0,1 x mm. Wir sehen das Mikrometer 


10* 
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stark vergröfsert und können Bruchteile der Intervalle noch mit 
Sicherheit schätzen, welche für das blofse Auge sehr unsicher würden. 
In dieser Weise benutzen wir die Schätzmikroskope in der Geodäsie 
zur Unterteilung geradliniger und kreisförmiger Skalen. Wir sorgen 
z. B., dafs ein Skalenintervall eines Kreislimbus gleich 10 oder 
20 Skalenintervallen des Mikrometers erscheint, und haben so ein 
Limbusintervall direkt in 10 oder 20, durch Schätzung in 100 oder 
200 Teile geteilt. 

Durch die Forderung, die soeben gestellt ward, ist die reelle 
Vergröfserung und der Abstand a, ohne dafs man deren wirkliche 
Werte zu kennen braucht, ein- für allemal bestimmt, und umge- 
kehrt kann man die Forderung nur erfüllen, wenn man das Objekt 

Fig. 75. in den richtigen Abstand a vom Objektiv 
bringt. Theoretisch ergiebt sich derselbe 
aus den Parallelstrahlen zur optischen Achse 
des Objektivs, von den Skalenenden des 
Mikrometers aus gezogen. Sie sind die 
geometrischen Örter für die Grenzen des 
Limbusintervalls. Das Objektiv mufs da- 
her dem Limbus soweit genähert werden, 
bis ein Limbusintervall von jenen Strahlen 
begrenzt wird (Fig. 75) Nun hat sein 
reelles Bild die richtige Gröfse, aber das 
Mikrometer noch nicht die richtige Lage. 
Denn verfolgen wir umgekehrt die Paral- 
lelstrahlen zweier Teilpunkte des Limbus 
durch das Objektiv, so giebt ihr Schnitt- 
punkt mit den vorgenannten Strahlen die 
Lage des reellen Bildes an, dessen Ebene 
mit dem Mikrometer zusammenfallen mufs. 
Dies wird im allgemeinen nach Verschie- 
bung des Objektivs nicht mehr zutreffen 
und das etwas hin- und herbewegte 
Auge erkennt es durch die Parallaxe des 
Mikrometers gegen das reelle Bild des Lim- 
bus. Man beseitigt sie durch eine Vorschie- 
bung des Glasmikrometers gegen das 
Objektiv. Dadurch wird, wenn das Okular 
zuvor auf das Mikrometer scharf eingestellt 
war, dasfelbe fürs Auge wieder undeutlich, weil man es aus der 
günstigsten Sehweite gerückt hat. Also ist es erforderlich, das 
Okular nachzuschieben. 


nn 


lmm 
(oder 1 Limbusintervall) 
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Der Mechanismus des Schätzmikroskops und seine Justie- 
rung. Dreierlei Verschiebungen sind daher nötig, um die Intervalle 
von Limbus und Mikrometer in Übereinstimmung zu bringen: 

a) des Objektivs gegen den Limbus, 

b) des Mikrometers gegen das Objektiv, 

c) des Okulars gegen das Mikrometer. 

Die Verschiebungen b und c kommen auch beim Fernrohr vor, doch 
ist hier die Fassung eine andere. Bei Fernrohren ist die Objekt- 
weite das Variabelste, daher ein Okularauszug nötig, um das Faden- 
kreuz jedesmal aufs reelle Bild einzustellen. Umgekehrt ist beim 
Mikroskop die Objektweite, einmal richtig getroffen, dasjenige Mafs, 
welches am sorgfältigsten bewahrt werden mufs. Deshalb brauchen 
Objektiv und Mikrometer nur um Kleinigkeiten gegeneinander ver- 
rückbar zu sein, entweder dadurch, dafs die Objektivfassung aus 
einem gemeinsamen Hauptrohre noch etwas ausgezogen werden kann, 
oder dadurch, dafs man ein Röhrchen mit dem Mikrometer noch 
etwas verschiebt. Durch die Annäherung des Hauptrohrs an den 
Limbus wird auch eine solche des Objektivs bewirkt und infolge 
davon eine Ausdehnung des scheinbaren Intervalls der Limbusstriche. 

Man vermittelt die wichtige Übereinstimmung der Intervalle 
durch feine Korrekturschrauben. So erkennt man aus Fig. 76 (S. 151), 
welche den Mechanismus der zwei Schätzmikroskope eines Breit- 
haupt’schen Theodolits der Poppelsdorfer Sammlung in natürlicher 
Gröfse, das Innere der Mikroskope aber nur schematisch darstellt, 
dafs das Hauptrohr des Mikroskops wohl in der Hülse A AA’ grob 
verschiebbar ist, aber sich nur noch samt dieser Hülse fein verrücken 
läfst, sobald ein Schräubehen bei A’ die federnden Lappen der Hülse, 
von denen einer sichtbar ist, zusammenprefst. Nunmehr ist die letz- 
tere nach Lockerung der Schrauben B nur noch längs des Ständers C 
verschiebbar. Schraube D drückt die Hülse abwärts, zunächst auf 
D' drückend, Schraube E wirkt ihr entgegen, sobald sich der obere 
Spielraum des konischen Loches schliefst, in das sie eingreift. Dies 
die Vorrichtungen zur Verstellung des Objektivs gegen den Limbus F. 

Der Bewegungsmechanismus für die Fassung @ des Mikro- 
meters ist aus dem Schnitt und der beigefügten Ansicht erkennbar. 
Aufser einer Verschiebung in der Richtung der Mikroskopachse ist 
eine Drehung um diese möglich, damit die Mikrometerstriche den 
Strichen des Limbus parallel gestellt werden können. 

Die Verstellung des Okulars gegen das Mikrometer erfolgt 
mittels der Schraubengewinde, mit welchen die Okularröhre H in 
das federnde Hauptrohr eingreift. Die Figur zeigt dieselbe, zwar 
einfacher aber minder handlich und sicher, blofs verschiebbar. 
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Ähnlich wie das Okular ist bei jenem Theodolit der durchbrochene 
schiefe Spiegel Jzur Beleuchtung der Limbusskala mit seinem Röhrchen 
an das Hauptrohr angeschraubt, da er nach allen Seiten drehbar sein 
mufs, was indes nach Andeutung der Figur auch erreicht werden 
könnte, ohne dafs jenes Röhrchen sich herausschraubt und das glä- 
serne Deckplättehen K über dem Limbus gefährdet. Man hat näm- 
lich den Alhidadenkreis, dessen Rand bei Z sichtbar wird, wie ein 
Schutzdach über den Limbus F übergreifend zu denken, und nur 
bei K wird das Metalldach für die Durchsicht durch planparallel 
geschliffene dünne Glasplättchen unterbrochen. 

Noch aber sind nicht alle möglichen und notwendigen Be- 
wegungen, die man dem Mikroskop erteilen kann, aus der Figur 
ersichtlich. Der Ständer C erweitert sich oben gabelförmig und 
umklammert den Hülsenteil A. Vier paarweise sich entgegenwir- 
kende Schräubchen dringen seitwärts durch die Zinken der Gabel 
und drücken auf A, wodurch sie die Hülse sowohl um die nahezu 
wagrechte Achse der Schraube E als auch, soweit BB Spielraum 
gewähren, etwas seitwärts zu verschieben vermögen. Dadurch läfst 
sich die Mikroskopachse normal zum Limbus (oder wenigstens in 
eine Ebene mit der Alhidadenachse) bringen, es läfst sich ferner 
der Kreisabstand der Mikroskopzeiger verändern, bis er 180° beträgt 
oder bis beide Zeiger mit der Alhidadenachse in einer Ebene liegen. 

Die Korrektur der beiden Mikroskope der Alhidade erfolgt 
daher durch: 

a) Grobe und feine Verstellung des Objektivs samt dem ganzen 
Mikroskop (das sich in der Hülse zugleich grob verschieben und 
drehen läfst) gegen den Limbus. 

b) Feine Verstellung des Mikrometers durch Verschieben längs 
der optischen Achse sowie durch Drehung um dieselbe. 

c) Verstellen des Okulars zur Beseitigung der Undeutlichkeit. 
Ein neuer Beobachter bedarf im allgemeinen für sein Auge eine neue 
Regulierung der Okularstellung, nieaber Wiederholung von a) und b). 

d) Drehung des Mikroskops um die Achse der Schraube E, 
bis die Mikroskopachse normal auf dem Limbus steht, andernfalls 
rücken bei der geringsten Änderung des Abstandes zwischen Ob- 
jektiv und Skala die Striche der letzteren seitwärts. Macht man 
eine solche Probe mit Vorsicht, so läfst sich die Schiefstellung er- 
kennen und beseitigen. 

e) Parallelverschiebung eines der Mikroskope, tangential zum 
Limbus, bis der Abstand beider Mikroskope 180° geworden. 

Die Ablesung und Abschätzung im Mikroskop ist ganz bequem. 
Das Bild des Limbus erscheint im Gesichtsfelde verkehrt auf dem 
Mikrometer (vergl. Fig.77). Die Einer der Gradzahlen sind so klein 
geschrieben, dafs man mindestens eine derselben im Gesichtsfelde 
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erblickt; die Zehner der Grade dagegen werden mit freiem Auge 
an einem Index abgelesen, welcher zwischen beiden Mikroskopen 
angebracht ist. Neuerdings beschreibt man jeden Grad für mikro- 
skopische Ablesung mit seiner vollständigen Zahl und erspart 


Fig. 76. 


=} 


»> 


Fu 
aa 
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den Nebenzeiger. Index des Glasmikrometers ist der längergezo- 
gene Endstrich der Skala. Er bezeichnet den abzulesenden Bruchteil 
eines Limbusintervalls; die Zehntel sind, der Limbusteilung (wie 

Fig. 77. die Pfeile zeigen) entgegenlaufend, am Mi- 
krometer abzuzählen, die Hundertel abzu- 
schätzen. Nach Fig. 77 sind am Limbus 
direkt Drittelgrade, am Mikrometer direkt 
Zehntel davon, also zwei Minuten, ablesbar, 
durch Schätzung bis zu Zehnteln des Inter- 
valls können noch 0,2 Minuten = 12” 
abgelesen werden. Bei dem erwähnten 
Theodolit der Poppelsdorfer Sammlung 
führt das Mikrometerintervall jedoch, da 
es ihrer 20 sind, direkt auf Minuten, die 
Zehntelschätzung auf Zehntelminuten. — Man denke sich in Fig. 77 
die beiden Skalen aufeinanderliegend, nicht nebeneinander. Nach 
der Zeichnung würde die Ablesung etwa 2° 36,4’ lauten, 
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Als Vorteile der Kreisablesung an Schätzmikroskoper lassen 
sich im Vergleich mit Nonien anführen: ihre Geschwindigkeit und 
Genauigkeit. In der That erfolgen Abzählung und Schätzung im 
Mikroskop sehr rasch und genau. Kreise von 12cm Durchmesser, 
welche Nonienablesungen bis auf halbe, höchstens Drittelninuten 
zulassen , gestatten Mikroskopablesungen bis auf Fünftel- und selbst 
Zehntelminuten. Der durchschnittliche Schätzungsfehler am Mikro- 
skop kann für solche Kreise zu 3 bis 6” angegeben werden, je nach 
der Ubung des Beobachters. Darin sind freilich nicht die syste- 
matischen Schätzungsfehler inbegriffen, oder diejenigen, welche das 
Auge unter gleichen Bedingungen stets im gleichen Betrage begeht, 
und die z. B. an der Grenze eines Intervalls viel bedeutender sind 


Fig. 74. 


als in dessen Mitte. Diese können indes, sobald man sich ihrer 
bewufst geworden, durch Ubung sehr verringert, auch teilweise eli- 
miniert werden, wenn man den Abstand der Mikroskope auf 180° 
+ Ya Mikrometerintervall regelt. 

Nonien andererseits sind wohlfeiler als Mikroskope, weniger 
zusammengesetzt, und erfordern keine Korrekturen oder lassen we- 
nigstens keine zu, wodurch sie einfacher zu behandeln sind. 

Zwar hat man die Berichtigung einmal justierter Mikroskope 
nicht oft zu wiederholen, doch kann nicht geleugnet werden, dafs 
wenigstens die Hauptregelung, betreffend die Übereinstimmung von 
Limbus- und Mikrometerteilung, etwas Mühe verursacht, weshalb 
hier noch einige erleichternde Formeln entwickelt werden. Dieselben 
sollen darstellen, um wieviel das Objektiv dem Limbus genähert 
werden mufs, wenn das reelle Bild des Limbusintervalls sich um 
einen Bruchteil seiner Gröfse ausdehnen soll. Man hat nach Fig. 74: 

e undia=f+ £ 0%, 


rn 
A as p 


woraus, wenn man ß um einen Bruchteil /ß und a um den ent- 
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sprechenden Bruchteil fa zunehmen läfst, ein Ausdruck für a + fa 
hervorgeht, welcher, um a wie vorstehend vermindert, auf 


da= app)" 


führt, oder auch auf 


fad 
i E77 
Je kleiner gegenüber ß der Bruchteil 4 f wird, um so näher wird 
der letzte Ausdruck übergehen in: 
1. aR 
da= B æ- 3 — (a—f Ge aP. 

Wäre z. B. das reelle Bild des Limbusteiles nach Fig. 74 um 
4ß = 0,1 Mikrometerintervall, also um /ß = 0,01ß zu klein, so 
wäre Ja = — 0,01 (a — f) zu machen. Wie f aus der Objekt- 
und Bildweite des Objektivs genau genug zu errechnen ist, das lehrt 
die dioptrische Hauptformel. 

Dieselbe Hauptformel lehrt uns auch die gleichzeitige Ver- 
änderung der Bildweite b zu berechnen. Sie liefert zunächst: 


PARE. A AA 
a—f & b— f a’ 
woraus unmittelbar folgt: 
=f +f- Ê 
und in ähnlicher Weise wie zuvor gefunden wird: 
íB 
dh=f- a 
Die vorige Gleichung ergiebt aber auch: 
F dioi b — f 
E TE E) 
Somit wird endlich: 
db = (b — 
TEE AE 


Vereinigen wir die Ausdrücke für 4a und Sb, so folgt: 
Aa + 1b = (b — a) —. SE 
Gerade diese Formel wird sich als iR nützlich erweisen in 


allen Fällen, wo die Verschiebung des Mikrometers auch eine Ver- 
schiebung des Objektivs nach sich zieht, weil ersteres mit dem 


www.rcin.org.pl 


154 Abschn. I. Kap. IV. Kreis und Alhidade. 


Hauptrohr fest verbunden, letzteres dagegen im Hauptrohr etwas 
beweglich ist (die gewöhnliche Anordnung bei Schraubenmikroskopen). 
Um fa + db wird man alsdann das Mikrometer vom Limbus 
entfernen und nun erst das Objektiv für sich verstellen, bis Limbus- 
und Mikrometerintervalle übereinstimmen. Die Objekt- und Bild- 
weite a und b des Objektivs lassen sich aulsen am Mikroskop genau 
genug messen. 

Wenn nach mehrfacher Wiederholung die Justierung des Mi- 
krometers nicht vollständig gelänge und die Arbeit dennoch be- 
gonnen werden mülste, so würde man die Mikrometerablesungen 
reduzieren wie folgt. Es erscheine ein Limbusteil gleich n + © 
Mikrometerteilen, wobei Ô ein kleiner Bruch, so wird, wenn P der 
Wert des Limbusteils, p derjenige eines Mikrometerteils ist, 

(n + ò) p = P 


sein, woraus folgt: 


P 1 
n d 

1 + Pr 
und genau genug, nach Ausführung der Division: 


P ö 
»=,(1-5)' 


P: n = m ist eine runde Zahl. Die Ablesung von æ Mikrometer- 
teilen wird daher den Winkelwert ergeben: 


p = 


cp = Po — Po ay 


Man beachte dabei, ob das Vorzeichen von Ö positiv oder negativ 
gefunden wurde. 

Wenn die Schätzmikroskope auch keine neue Erfindung sind, so 
wurden sie doch erst in der Neuzeit durch den Optiker M. Hensoldt 
in Wetzlar in so kleinen Dimensionen und so billig angefertigt, 
dafs sie sich bei den Instrumenten der niederen Geodäsie einführen 
liefsen. Weit genauer, aber auch weit kostspieliger und empfindlicher 
sind die Schraubenmikroskope, in welchen das Glasmikrometer durch 
eine Mikrometerschraube mit geteilter Trommel ersetzt und der 
Index durch einen Doppelfaden vertreten wird, den die Schraube 
bewegt und von seiner Nullstellung aus nach dem nächststehenden 
Limbusteilstrich führt, den zwischenliegenden Bruchteil eines Limbus- 
intervalls durchmessend. Von den Schraubenmikroskopen soll im 
nächsten Paragraphen gehandelt werden. Über Ablesung durch 
Mikroskope mit Glasmikrometern von Hahn in Kassel, eine ver- 
feinerte Ablesung an Transversalen ($. 61), vergleiche man Zeitschrift 
für Vermessungswesen IX, 1880, S. 202, 
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$. 65. 


Das Schraubenmikroskop. Tafel I. stellt nach einer Wandtafel 
der geodätischen Sammlung im Aachener Polytechnikum eines der 
Ablesemikroskope dar, welche zu dem daselbst befindlichen Theodolit 
von Starke und Kammerer in Wien gehören. Die Hauptfigur ist 
ein Längsschnitt durch die Achse des Mikroskops und der Mikro- 
meterschraube, daneben findet sich eine obere Ansicht des Mikroskops 
nach Entfernung des Okulars, und darunter ein Vertikalschnitt nach 
der Linie AB. Aus allen drei Figuren erkennt man deutlich den 
wesentlichen Unterschied zwischen Schätz- und Schraubenmikro- 
skopen, der in der Einrichtung der Diaphragmen liegt. Dort ein 
festes Diaphragma, welches ein Glasplättchen mit mikrometrischer 
Skala trägt, hier ein bewegliches, schlittenförmiges Diaphragma, 
darüber ein Glasplättchen mit Strichkreuz (zuweilen auch Faden- 
kreuz), beide durch eine Schraube beweglich, deren Spindel in das 
Muttergewinde der drehbaren Trommel eingreift, während ihr gegen- 
über eine Spiralfeder wirkt, um den toten Gang der Mikrometer- 
schraube zu beseitigen. Die Trommel ist in 60 Teile eingeteilt, 
und als Marke für ihre Nullstellung oder zur Ablesung irgend einer 
anderen Lage dient ein feiner Strich, auf einem versilberten Winkel- 
blech an dem Okularrohr angebracht. 

Ganz verschwunden ist die feste Skala des Schätzmikroskops 
nicht. Sie wird hier durch den metallenen Rechen vertreten, der 
an dem Hauptrohr des Mikroskops festgeschraubt ist, wie aus dem 
Durchschnitt nach AB zu erkennen, und in der oberen Ansicht 
sechs Zähne, also fünf Zahnlücken zeigt. Ist das Mikroskop scharf 
justiert, so beträgt ein Limbusintervall in der Bildebene ebensoviel 
oder fast soviel als der Abstand der Spitzen der äufsersten Zähne, 
deren einer durch ein kleines Loch als Zeiger hervorgehoben ist. 
Folglich kann mit Hilfe des Rechens eine Abschätzung der Zeiger- 
stellung erfolgen, wie am Mikrometer des Schätzmikroskops. Hier 
aber soll der Rechen nur die grobe Ablesung vermitteln. Sobald 
die Mikrometerschraube zu Hilfe genommen wird, ist nicht mehr 
die Spitze des ersten Zahnes Zeiger, sondern die Mitte zwischen 
beiden Parallellinien des Fadenkreuzes (normal zur Achse der 
Schraubenspindel) in derjenigen Stellung, in welcher sie ungefähr 
mit jener Spitze zusammentrifft, während zugleich der Index der 
Trommel auf Null weist. Giebt man der Trommel eine ganze Um- 
drehung, so rücken die Parallelfäden um eine Zahnlücke weiter und 
nach fünf Umdrehungen fällt ihre Mittellinie nahezu mit der Spitze 
des letzten Zahnes zusammen. Der Weg, den die Fäden bei diesen 
fünf Umdrehungen durchmessen haben, soll einem Limbusintervall 
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in der Bildebene genau gleiehkommen, damit Bruchteile dieses 
Weges zur Messung von Bruchteilen des Limbusintervalles dienen 
können. 

Eine Ebene durch den vorhin definierten Zeiger und den optischen 
Mittelpunkt des Objektivs trifft diejenige Limbusstelle, welche ab- 
gelesen werden soll. Der nächstvorhergehende Teilstrich des Limbus 
ist jedenfalls innerhalb des Rechens sichtbar. Mittels der Mikro- 
meterschraube werden die Parallelfäden (in der oberen Ansicht fein 
punktiert) so eingestellt, dafs jener Teilstrich in ihre Mitte trifft. 
Dann ist der Abstand des Zeigers von ihm gemessen durch den 
Weg, den die Fäden von der Zeigerstellung bis zur Deckung mit 
dem Limbusstrich durchlaufen haben, und die Trommel der Mikro- 
meterschraube in Verbindung mit dem Rechen läfst uns diesen Weg 
entweder in Bruchteilen eines Limbusintervalles oder noch bequemer 
sofort in Minuten und Sekunden ablesen, und Bruchteile der Sekunde 
noch schätzen. 

Denken wir uns z. B., das Limbusintervall betrage fünf Minuten, 
der dem Zeiger vorhergehende nächste Limbusstrich sei in der 
vierten Zahnlücke sichtbar, am Trommelzeiger werde nach Einstel- 
lung der Parallelfäden 24,7 abgelesen, so beträgt der mikrometrisch 


zu messende Abstand (3 + on) Fünftel eines Limbusintervalles 


oder 3’ 24,7”, welcher Betrag zu dem Werte des Limbusstriches 
addiert die Zeigerablesung liefert. Den Wert des Limbusstriches 
ergiebt entweder eine daran eingravierte mikroskopische Ziffer oder 
die Ablesung an einem nichtmikroskopischen Ziffernkreis neben 
der mikroskopischen Teilung, zu dem ein besonderer Index gehört. 

Bei dem Theodolit, dessen beide Mikroskope Tafel I abbildet, 
ist ein Limbusintervall gleich zehn Minuten, vorstehende Ablesung 


7 
bedeutet demnach wieder (3 + ns) Fünftel eines Intervalles oder 


drei Doppelminuten und 24,7 Doppelsekunden, also 6’49,4". Gesetzt, es 
seien an dem zweiten Mikroskop drei Doppelminuten 25,4 Doppel- 
sekunden, also 650,8” abgelesen worden und man habe das arith- 
metische Mittel 6’ 50,1” beider Ablesungen zu berechnen, so kann 
dasfelbe bequem auch durch Addition von 3’24,7' + 3'25,4” gebildet 
werden. Dafs diese Addition aber bequemer sei als die Mittelbildung 
aus zwei nahezu gleichen, ihrer wirklichen Bedeutung nach ausge- 
drückten Ablesungen, wird kein gewandter Rechner zugeben. Die 
Einteilung des Rechens nach Doppelminuten und der Trommel nach 
Doppelsekunden wird auch weniger zur Bequemlichkeit der Beob- 
achter, als darum gewählt, weil sie die doppelte Höhe der Gewinde 
der Mikrometerschraube gestattet, als die feinere Einteilung nach 
einfachen Minuten und Sekunden. Über ein gewisses Mafs der 
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Feinheit hinaus lälst sich aber kein regelmäfsiges Schraubengewinde 
mehr schneiden. 

Der Beobachter wird sich leicht mit Fällen abfinden, wo die 
Trommelablesung mit der Stellung des Limbusstriches im Rechen 
nicht völlig stimmt. Erscheint der Strich z. B. im Anfang des 
fünften Intervalles, während an der Trommel 59,2” abgelesen wird, 
so hat man als Gesamtablesung nicht 459,2”, sondern 3’59,2” zu 
nehmen. Hier sei auch noch auf Fälle aufmerksam gemacht, wo 
bei der Bezifferung nach Doppelminuten und Doppelsekunden das 
Mittel zweier Mikroskopablesungen gebildet werden soll, wenn in 
der ersten der Limbusstrich ganz am Anfang, in der zweiten ganz 
am Ende des Rechens erschien. Man beachte, dafs in solchen Fällen 
die Limbusstriche, auf welche man innerhalb des Rechens einstellte, 
nicht um 180° voneinander entfernt liegen, oder man stelle auf 
solehe ein, welche um 180° voneinander abstehen und überschreite 
dazu den Rechen am Anfang oder Ende. Uberschreitungen am 
Anfang führen auf negative Ablesungen, gleich der Ergänzung der 
abgelesenen Trommelstellung zu 60. 

Selbstverständlich kommen auch andere Einteilungen des Limbus, 
des Rechens und der Trommel vor, als die vorstehend erwähnten. 
So wurden kleinere Theodolite von Pistor und Martins in Berlin 
mit Kreisen von 13,5 cm Durchmesser ausgestattet, deren Limbus- 
intervalle 20’ betrugen. Den Rechen der beiden Ablesemikroskope 
vertrat ein einziger Zahn (als Näherungszeiger), da bei einer 
Trommelumdrehung die Fäden ein ganzes Limbusintervall durch- 
schritten. Der sechzigste Teil des Trommelumfanges entsprach 
demnach 20 Sekunden (10 Doppelsekunden) und durch Schätzung 
liefsen sich noch einzelne Doppelsekunden gewinnen. Da die Kon- 
struktionen der genannten, seit 1874 aufgelösten Firma noch jetzt 
mehreren Berliner Werkstätten als Vorbild dienen, so findet sich die 
beschriebene Ausrüstung an vielen aus ihnen hervorgehenden In- 
strumenten. Den Nennwert der Limbus- und Rechenintervalle 
sowie eines Trommelteiles zu erkennen, wird bei Instrumenten, die 
ihm neu sind, des Beobachters erste Aufgabe sein, welche indessen 
niemals schwierig ist. 

Sowohl bei der Definition des Zeigers als auch bei der Erklä- 
rung der Einstellungsweise der Parallelfäden ist angenommen worden, 
dafs die letzteren in der Richtung der Limbusstriche liegen, was 
durch entsprechende Drehung des Hauptrohrs des Mikroskops um 
seine Achse erreicht werden kann, wenigstens in der Mitte des 
Gesichtsfeldes. Der Querfaden (in der oberen Ansicht eine weifse 
Linie) giebt nun die Richtung der zu messenden Kreisbogen an. 
Man stellt die Parallelfiden so über die Limbusstriche, dafs die lich- 
ten Zwischenräume zwischen Fäden und Strich beiderseits gleich hell 
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erscheinen, und sucht dies besonders in der Nähe des Querfadens 
zu erreichen, da sonst die Konvergenz der Limbusstriche, etwaige 
Krümmung einzelner von ihnen, oder eine zurückgebliebene kleine 
Verdrehung der Parallelfäden gegen die Linien der Skala zu falschen, 
weil unregelmäfsigen Einstellungen verleiten könnte. 

Zur Deutlichkeit der Fäden sowohl als des Skalenbildes trägt 
der durchbrochene Beleuchtungsspiegel nach Art des beim Schätz- 
mikroskop beschriebenen wesentlich bei. Man wendet ihn gegen 
die Lichtquelle, um die Strahlen derselben normal auf die Limbus- 
fläche abzulenken, von wo sie in entgegengesetzter Richtung in das 
Mikroskop dringen. 

Der Bewegungsmechanismus des Diaphragmas ist aus Tafel I 
leicht ersichtlich. Trotz der Spiralfeder, welche den Schlitten nach 
links zieht, ist es möglich, dafs beim Vor- und Zurückschrauben die 
Gewinde der Spindel sich mit den Muttergewinden nicht immer 
gleichmälsig berühren, so dafs bei der Umkehr der Bewegung ein 
kurzer Stillstand des Schlittens eintritt, während die Trommel schon 
umläuft. Dieser sogenannte tote Gang rührt daher, dafs die 
Schraubenspindel in den Muttergewinden Spielraum hat, welcher je 
nach der Richtung der Schraubenbewegung wechselweise auf der 
einen oder der anderen Seite der Gewinde liegt. Er mufs dadurch 
aus der Beobachtung eliminiert werden, dafs man die Fäden immer 
von derselben Seite her auf die Skalenstriche einstellt, so dafs der 
Kontakt der Spindel und ihrer Mutter stets in gleicher Weise erfolgt. 

Man soll sich davon überzeugen, ob jedem Trommelumlauf 
derselbe Limbusbogen entspricht. Zu dem Ende wird man die 
Parallelfüden an verschiedenen Stellen des Gesichtsfeldes über ein 
und dieselbe Marke führen, deren Durchmesser nahezu einen 
Trommelumlauf erfordert. Kämen beträchtliche Differenzen vor, 
so mülste der Wert jeder einzelnen Trommelumdrehung besonders 
in Rechnung gezogen werden. Die Schrauben von Mikroskopen 
werden jedoch mit besonderer Sorgfalt geschnitten, Unregelmälsig- 
keiten darum in der Mitte des Gesichtsfeldes selten zu bemerken 
sein. Gegen die Ränder hin können Verzerrungen des mikrosko- 
pischen Bildes die Schuld daran tragen, dafs die Trommelumläufe 
ungleichwertig ausfallen. — In ähnlicher Weise ist zu prüfen, ob 
die verschiedenen Teile der Trommel gleichen Bewegungen der 
Parallelfäden entsprechen. Geringe Biegungen der Schraubenspindel, 
Excentrizität der Trommel etc. können verursachen, dafs dies nicht 
zutrifft. 

In $. 64 wurde gezeigt, wie durch Verschiebung des Objektivs 
die Grenzen eines Limbusteiles und des Mikrometers im Mikroskop 
in Übereinstimmung gebracht werden können. Ganz dasfelbe gilt, 
wenn man dahin trachtet den Weg, welchen die Parallelfäden bei 
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einer gegebenen Anzahl von n Trommelumläufen zurücklegen, einem 
Limbusintervall in der Bildebene gleich zu machen. Gesetzt, es sei 
dies nicht völlig oder wenigstens nicht allenthalben gelungen, da ja 
die Ungleichheit der Limbusintervalle infolge der Teilungsfehler 
und der Excentricität es erschwert, so läfst sich doch bei jeder 
einzelnen Ablesung der Betrag Ò feststellen, um welchen die vor- 
geschriebene Anzahl von n Trommelumdrehungen überschritten 
wird, während die beweglichen Fäden das Intervall durchlaufen, auf 
welches der Zeiger des Mikroskops weist. Man stelle zu dem Zweck 
die Fäden auf die nächsten Limbusstriche links und rechts vom 
Zeiger ein und lese beidemal ab. Die Differenz beider Ablesungen 
ist n + ò. Man nennt ò den Run (run, englisch) des Mikroskops, 
und kann ihn wie Ò auf 5. 154 in Rechnung bringen, wenn man 
ihn als Bruchteil eines Trommelumlaufs auffafst. Unter # ist jetzt 
die Ablesung am Rechen und der Trommel bei der Einstellung auf 
den Limbusstrich innerhalb des Rechens zu verstehen. Zu der anderen 
Einstellung gehört dann offenbar die Ablesung x — ð. Viele Be- 
obachter bilden einfach das arithmetische Mittel beider Ablesungen, 
also x — Y/,Öö und multiplizieren diese Zahl mit dem Nennwert po 
eines Trommelumlaufs, während der wahre Wert p desfelben mit x 
multipliziert werden müfste. An Stelle von xp erhalten sie daher: 


tpo — 2 ÒPo 
vernachlässigen also den Betrag: 


£ 
(h — Z) ôn =u, 
wobei offenbar gilt: 


— dm < B< + 120Ppo. 

Durch jene Mittelbildung wird somit der Einflufs des Run im 
allgemeinen nicht eliminiert, aber mindestens auf die Hälfte und in 
manchen Fällen auf Null herabgedrückt. Die Erwägung, dafs der 
Run meist von der Ordnung der Einstellungsfehler ist, dafs also 
die beiden Einstellungen auf die Limbusstriche zunächst dem Zeiger 
auch wegen anderer Ursachen (z. B. wegen Schlotterns der Schrauben- 
spindel in der Mutter), nicht blofs infolge des.Run voneinander 
abweichende Trommelablesungen liefern, läfst sich zur Rechtferti- 
gung des theoretisch minder strengen aber kürzeren Verfahrens 
anführen. 

Aus Tafel I geht aufser anderen Konstruktionsdetails hervor, 
auf welche Weise die Objektivröhre einerseits, das Okular anderer- 
seits der Ebene des Fadenkreuzes genähert oder von ihr entfernt 
werden können. Der Abstand des Objektivs vom Limbus wird 
durch Verschieben des Hauptrohrs in seinen Ringen geregelt, welche 
letztere auf Tafel VI ersichtlich sind. Durch Drehung des Haupt- 
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rohrs in den Ringen werden die Mikrometerfäden den Teilstrichen 
des Limbus parallel gestellt. Auf Tafel VI bemerkt man am oberen 
Ende der Mikroskopträger auch diejenigen Justierschrauben, mittels 
welcher die Achse des Mikroskops mit der Achse der Alhidade in 
* eine Ebene gebracht wird. Soll der Abstand der Zeiger beider 
Mikroskope genau auf 180° justiert werden, so reicht dazu in ge- 
wöhnlichen Fällen eine kleine Verdrehung der Trommeln auf den 
Muttern der Mikrometerschrauben aus. Die definitive Stellung jeder 
Trommel wird durch eine Reibungsmutter fixiert, welche in dem 
Hohlraume der Trommel liegt und in der Hauptfigur der Tafel I 
im Durchschnitt sichtbar wird. 

Tafel VI deutet aulserdem an, wie die grobe Ablesung der 
Grade und der Minutenzehner von der mikroskopischen der einzelnen 
Minuten und Sekunden getrennt wird. Neben der feinen Skala für 
das Mikroskop trägt der Kreis noch eine kräftige Strichteilung in 
Grade und die Alhidade dazu eine Marke und daneben eine, durch 
eine Lupe zu betrachtende kurze Skala, welche den Grad in sechs 
Teile teilt. Jene Marke mufs gegen die Mikroskope der Alhidade 
so gestellt oder verstellbar sein, dafs ein Zweifel über die grobe 
Ablesung nicht eintreten kann. Auch dürfen die Mikroskope unter 
sich nur innerhalb des Werts der Trommelskala differieren. Ist die 
Differenz zu grofs, so stellt man die Fäden auf den Anfang des 
Rechens und die Trommeln auf Null, ferner die Marke der groben 
Ablesung auf einen Gradstrich, und ändert mit den seitlich wirkenden 
Schrauben die Stellung der Mikroskope, bis auch ihre Zeiger sehr 
nahe auf einen Gradstrich deuten. 

Schraubenmikroskope sind die feinsten Mefswerkzeuge für 
kleine Skalenteile, insbesondere kleine Limbusbogen. Dafs sie die 
Ablesungsgenauigkeit von Schätzmikroskopen überholen, ist klar, 
denn sie teilen ein Limbusintervall direkt in 60 bis 300, anstatt in 
10 bis 20 Teile. Allerdings kosten Schraubenmikroskope auch 
ungefähr das Zehnfache. Wie sehr dieselben den Nonien über- 
legen sind, zeigte sich schlagend an einem Ertel’schen Höhenkreis 
von 22cm Durchmesser, welcher als Versuchsinstrument für die 
Münchener polytechnische Schule mit beiderlei Ablesevorrichtungen 
versehen worden war. Die Tronmelteile der Mikroskope gaben 
einzelne Sekunden und Zehntel durch Schätzung; die Nonienangabe 
betrug 4” und konnte durch Schätzung noch eben halbiert werden. 
Schärfere Ablesungen als bis auf Zehntelsekunden sind bei geodä- 
tischen Messungen in der Regel zwecklos, 

Dienen Mikroskope zum Vergleich der Dimensionen sehr kleiner 
‚Objekte mit gegebenen Skalen, ohne dafs beide gleichzeitig sichtbar 
gemacht werden können, so sorge man wenigstens dafür, dafs der Ab- 
stand der Objekte und der Skalen vom Objektiv genau derselbe sei, da 

Vogler, Praktische Geometrie, 11 
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mit diesem Abstande der Wert einer Trommelumdrehung sich ändert. 
Die gleiche Deutlichkeit der Mikroskopbilder verbürgt zwar einiger- 
mafsen die gleiche Entfernung der Objekte, besser aber wahrt man 
dieselbe durch mechanische Vorrichtungen. Stampfer schaltete 
in wichtigen Fällen einen Fühlhebel zwischen das Mikroskop und” 
die Objekte ein. Oft wird man sich noch einfacherer Hilfsmittel 
bedienen können. 


C Stative 


$. 66. 


Ältere Stativformen. Wenn Instrumente noch so kleine 
Gröfsen angeben sollen wie die, von denen im vorigen Kapitel und 
in diesem unter B die Rede war, so bedürfen sie einer durchaus 
festen Grundlage, die ihnen das Stativ gewähren soll. Aufser hin- 
reichender Festigkeit verlangt man von demselben Transportabilität 
und leichte Aufstellungsweise. 

Die rasche und bequeme Aufstellung wird dadurch erleichtert, 
dafs man nur drei Füfse anbringt, welche, zugleich zum bequemeren 
Transport, an dem gemeinsamen Oberteil, dem Kopf, um wagrechte 
Achsen drehbar und zum Festklemmen eingerichtet sind. Gehörige 
Stärke der Stativbeine, ihre gespreizte Stellung beim Arbeiten, feste 
Verbindung mit dem Kopf und zwar auf möglichst langer horizontaler 
Verbindungslinie bedingen endlich die Standfestigkeit des Stativs. 

Ganz unbeweglich sind auch die besten hölzernen Stative im 
Sonnenschein nicht, selbst wenn sie durch einen Schirm beschattet 
werden, weil das Holz durch die strahlende Wärme des direkten 
Sonnenscheins sowohl als des Erdbodens sich ungleichmäfsig aus- 
dehnt und wirft. Die Stative transportabler astronomischer Instru- 
mente werden darum auch wohl von Eisen gemacht. Bei den In- 
strumenten der praktischen Geometrie pflegt man des häufigeren 
Ortswechsels halber hölzerne Stative anzuwenden. 

Das Zapfenstativ ist eines der ältesten, transportabelsten und 
billigsten Stative, aber von geringer Widerstandsfähigkeit gegen 
Wind und Wärme An dem prismatisch geformten dreiseitigen 
Kopf (Tafel XIV) stehen rechtwinkelig zu den Seitenflächen hervor 
drei eiserne oder messingene Bolzen, welche den drei Beinen als 
Drehachsen dienen und in Schraubengewinden enden, mit Flügel- 
muttern zum Festklemmen der Beine. Über dem Prisma des Kopfes 
sitzt der konische Zapfen, auf welchen eine geschlitzte Messinghülse 
pafst, die ihrerseits wieder durch eine Schraube an den Zapfen fest- 
geklemmt werden kann. Mit der Messinghülse sind dann die übri- 
gen Metallteile des Instruments verbunden. Der untere prismatische 
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und der obere konische Teil des Stativkopfes sind aus einem Stück 
Holz gearbeitet. Ebenso hängen die drei erwähnten metallenen 
Bolzen unter sich zusammen und bilden einen dreizackigen Stern, 
der von unten in entsprechende Einschnitte des dreiseitigen hölzer- 
nen Prismas eingelassen wird, welche man sorgfältig wieder ausfüllt 
und verleimt. Die Beine können nach aufsen eylindrisch abgerun- 
det werden, so dafs das Stativ mit zusammengeschlagenen Beinen 
den Eindruck eines mehr oder weniger dicken Stabes macht. Man 
versieht die Fulsenden mit Eisenspitzen, Auftritte (zum Eindrücken 
der Spitzen in den Boden mittels des Körpergewichtes) lassen sich 
jedoch bei der eigentümlichen Lattenform der Beine nicht wohl 
anbringen. 

Die dünnen Beine und der schmale Kopf sind Schwächen des 
Instruments, welche auch bei gehörigem Festklemmen fühlbar blei- 
ben. Sodann lassen sich die oberen Instrumententeile, welche an 
der Messinghülse festsitzen, nicht ohne Stativ auf beliebigen Flächen, 
Tischen, Steinplatten aufstellen, was oft erwünscht ist. 

Das Reichenbach’ sche Scheibenstativ. Auf der Unterseite einer 
Scheibe (Teller) von beliebigem Material, Dieke und Durchmesser 
sind drei halbeylindrische Aushöhlungen angebracht, zur Aufnahme 
des mit gleichem Radius abgerundeten Oberteils der Stativbeine 
(Fig.136). Die Achse der so gebildeten Gelenke wird durch metallene 
Bolzen bezeichnet, um welche die Füfse sich drehen. Ein kurzer 
Stiel mit Öse in der Mitte der Bolzen reicht durch den Scheibenkopf 
und wird auf dessen Oberseite, wo er in einem Gewinde endigt, durch 
eine Schraubenmutter festgehalten. 

Die Beine drehen sich in ihren Lagern an der Scheibe mit mehr 
oder weniger Reibung, je nachdem die Schraubenmuttern angezogen 
werden. Sind die Ausschnitte sowohl als die Beine oben gut cylin- 
drisch gearbeitet und die Löcher für die metallenen Querbolzen cen- 
trisch eingebohrt, so läfst sich (aber nur unter dieser Voraussetzung) 
ein völlig sanfter Gang wie an einem Zirkelgelenk erzeugen, obwohl 
zwischen Bein und Kopf jeder Spielraum beseitigt ist, das Stativ 
also nach dem Ausspreizen der Beine ganz feststeht, ohne irgend 
zu wackeln, und dies offenbar um so gewisser, je länger die Achse 
des Gelenkes ist. Die kleine Lücke in der Rundung der Beine, 
welche notwendig wird, um den Schraubenzapfen durchzulassen, 
vermindert die Festigkeit der Verbindung sehr wenig. 

Dies Stativ erspart das lästige Anziehen der Schrauben bei 
jeder neuen Aufstellung, eine Operation, die zum Nachteil der Arbeit 
leicht vergessen wird und jedenfalls Zeit erfordert, also am schäd- 
lichsten wirkt bei Instrumenten, die, wie das Nivellierinstrument, 
häufige Aufstellungen verlangen. Die Füfse des Stativs können 
jede Stärke erhalten, ohne dafs dasfelbe dadurch wesentlich unhand- 
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licher wird, und man giebt ihnen gerne Auftritte. Die Teller- oder 
Scheibenform des Kopfes gestattet jede beliebige Art der Verbindung 
mit dem Oberteil des Instrumentes, sei es durch einen Zapfen, der 
durch ein Loch der Scheibe gesteckt und von unten festgeschraubt 
wird, wie auf Tafel XII, sei es durch einen Dreifuls mit Stellschrau- 
ben, welche in Vertiefungen des Tellers eingreifen und darin durch 
die Kraft eines Federhakens festgehalten werden (Tafel XI), oder 
endlich durch einen Dreifufs, dessen Fufsschrauben auf verschieb- 
baren Messingplättchen ruhen und für dessen Verbindungshaken 
Spielraum gelassen ist, so dafs der ganze obere Teil über dem Stativ 
hin- und herbewegt werden kann (Tafel IV und Fig. 136). 

Den Vorzügen des Reichenbach’schen Stativs aber steht 
gegenüber, dafs es gut gearbeitet sein mufs, um die vorhin genannten 
Voraussetzungen zu erfüllen. In der Werkstätte seines berühmten 
Urhebers wird es daran nicht gefehlt haben; jetzt findet man nur 
selten ein Stativ nach Reichenbach, das dem ursprünglich beab- 
sichtigten Zweck seiner Formen wirklich entspricht. Jedoch be- 
weisen einige neuerdings von Breithaupt für die landwirtschaft- 
lichen Akademieen zu Poppelsdorf und Berlin gearbeitete Stative 
dieser Art, dafs es nur einiger Sorgfalt bedarf um dem Reichen- 
bach’schen Stativ die Vorzüge zu wahren, die ihm der Erfinder 
geben wollte. 


$. 67. 


Neuere Stative. Das Berliner Stativ. Wieder eine andere 
Form zeigt das Stativ (Tafel III), welches einige Berliner Firmen, 
namentlich die jetzt aufgelöste von Pistor und Martins, ein- 
geführt haben. Aus dem Rande des Kopfes springen hier drei quer 
durchlochte vierseitige Prismen vor, deren jedes von dem oberen 
Enden der gabelförmigen Lattenfüfse zangenartig umklammert wird. 
Ein Querbolzen mit Schraubenspindel und Flügelmutter befestigt 
die Fülse unverrückbar an den Stativkopf. Auf dem letzteren ruht 
der Oberteil des Instruments in gleicher Weise, wie auf Reichen- 
bach’s Scheibenstativ. Doch ist Verschiebbarkeit nur mit Beschrän- 
kung zulässig. 

Diese Stative sind sehr leicht zu arbeiten, da sie aus Holz- 
stücken von der einfachsten Form zusammengesetzt werden *). Die 
Beine müssen jedoch aus kräftigen Latten hergestellt und diese 
mehrfach durch Riegel verbunden werden, wenn sie bei der er- 


*) Ein zur Winterzeit abends durch einen Eisenbahnwagen gestreiftes 
und zerschmettertes Stativbein war dem Verfasser des andern Morgens 
8 Uhr durch den Schreiner des nächsten Dorfes mustergetreu ersetzt. 
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wünschten Leichtigkeit die nötige Stärke erlangen sollen. Die Ver- 
bindung mit dem Stativkopf ist so breit als möglich zu halten, was 
besser dann zu erreichen ist, wenn die vierseitigen durchlochten 
Prismen von einem tellerartigen Stativkopf nach unten statt seit- 
wärts vorstehen (Tafel V). 

Die Flügelmuttern müssen an diesen Stativen nach jeder neuen 
Aufstellung geklemmt und vor dem Verlassen der Station wieder 
gelockert werden. Bei Mefstischen und Theodoliten ist der dadurch 
bewirkte Zeitaufwand verhältnismäfsig nicht so grofs als bei Nivel- 
lierinstrumenten. Das Klemmen zu vergessen ist in allen Fällen be- 
denklich. Jedoch hat Verfasser bei Ed. Sprenger in Berlin eine 
Verbesserung vorgefunden, darin bestehend, dafs die Innenflächen 
der Latten, welche die Beine bilden, dort wo sie den Vorsprung des 
Stativkopfes umklammern, vollkommen parallel den Seitenflächen 
dieses Vorsprunges abgeschnitten werden, so dafs durch entsprechen- 
des Anziehen der Flügelmuttern ein sanfter, zirkelartiger Gang der 
Stativbeine bewirkt werden kann. 

Das Stativ von Starke und Kammerer ist ein Scheibenstativ 
der besten Art.. Die durchbrochenen Füfse bestehen aus zwei 
gabelartig zusammengesetzten Rundhölzern von der Art derer, aus 
welchen die bekannten Wiener Sessel verfertigt werden. Einige 
hölzerne Querriegel und am oberen Ende ein langer Bolzen mit Enden, 
welche als halbkugelförmige Schalen abgedreht sind, halten die Gabel- 
hölzer auseinander (siehe Tafel XV). Den Kopf des Stativs bildet 
eine hölzere Scheibe, welche auf drei metallenen Schienen fest- 
geschraubt ist, die unter sich in Dreiecksform fest verbunden sind 
und von denen jede zur Aufnahme des Scharnierbolzens der Beine 
einerseits einen kugeligen Zapfen, andererseits ein Muttergewinde 
trägt. Die Flügelschraube, welche darin läuft, ist am Ende ebenfalls 
mit einer Halbkugel für die zweite Kugelschale des Scharnierbolzens 
versehen. Das Muttergewinde ist gespalten, und da es etwas federt, 
kann es durch eine kurze Klemmschraube zusammengeprefst werden, 
so dafs die vorerwähnte Flügelschraube unbeweglich festsitzt. Den- 
noch ist auch bei fest eingeprefstem Scharnierbolzen eine sanfte 
Bewegung des Gelenks möglich und damit der Vorteil des Reichen - 
bach’schen Stativs erreicht, bei gröfster Breite der Gelenke, also 
grofser Stabilität. Die Rundhölzer der Beine erweisen sich als sehr 
kräftig, doch fehlen bei Starke und Kammerer die Auftritte, 
die aber ebenso leicht wie bei dem Berliner Stativ anzubringen 
sind. Durch drei Griffe an den Scharnierschrauben läfst sich Starke 
und Kammerer’s Stativ in vier Teile zerlegen, die bequem verpackt 
werden können. 

Dies Stativ ist für Instrumente jeder Art geeignet, auch jede 
beliebige Verbindungsart mit den Oberteilen daran anwendbar. Es 
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kann aber nicht so wohlfeil hergestellt und nicht so leicht repariert 
werden als das Berliner Stativ. 

Als Vertreter der englischen Stativform kann das Stockstativ der 
Tafel VII betrachtet werden. Unter dem Stativkopfe zeigen sich drei 
metallene Backenpaare, welche die oberen scheibenförmigen Enden 
der Stativbeine zwischen sich aufnehmen und mittels Querbolzen 
festhalten. Man erkennt leicht die schwachen Seiten dieses Stativs, 
welche in der allzu nahen Stellung der Scharniere zu einander und in 
der Notwendigkeit beruhen, die Scheiben der Beine genau zwischen 
die Backen einzupassen, da letztere nicht elastisch sein können. 
Sind die Scheiben wie hier von Metall, so können sie weit eher 
passend gearbeitet werden, als wenn sie, wie es in England oft ge- 
schieht, von Holz (und dann sehr viel dicker) gemacht werden. 

Den Namen Stockstativ führt dasjenige der Tafel VII, weil die 
Querschnitte seiner Beine Kreisausschnitte von 120° darstellen. Mit 
zusammengeschlagenen Beinen bekommt das Stativ daher das An- 
sehen eines Stabes. 

Auf den Stativkopf ist in Tafel VII der obere Instrumententeil 
während des Gebrauches aufgeschraubt. Bei kleinen Dimensionen 
und sorgfältiger Bearbeitung kann sich ein solches Stativ für Reise- 
instrumente empfehlen. Die Holzteile desfelben sind nicht schwer 
zu ersetzen, und noch leichter an solchen, bei welchen die Hülsen 
unter dem Scharnier eylindrisch geformt sind. 
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Die graphischen und mechanischen Hilfsmittel 
der Rechnung. 
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Wahl der Stellenzahl für logarithmische Rechnung. Die 
unmittelbar gewonnenen Beobachtungszahlen der praktischen Geo- 
metrie sind oft erst durch weitläufige Rechnungen miteinander zu 
verknüpfen, ehe sie auf das verlangte Resultat führen. Alle Mittel, 
welche zur Erleichterung der Zahlenrechnung dienen, müssen daher 
willkommen sein, namentlich wenn ihr Gebrauch nicht blofs die 
Mühe, sondern auch die Aussicht auf Rechenfehler vermindert. Das 
ist im allgemeinen schon bei logarithmischen und anderen Zahlen- 
tabellen der Fall, vorausgesetzt, dafs der Rechner für den ihm vor- 
liegenden Zweck die richtige Wahl der anzuwendenden Tafel zu 
treffen versteht. 

So ist es bei Anwendung von Logarithmentafeln namentlich die 
Stellenzahl, über welche entschieden werden mufs. Es wäre Zeit- 
verschwendung, mit siebenstelligen Logarithmen zurechnen, wenn die 
Beobachtungen, welche der Rechnung zu Grunde liegen, nur auf ein 
Zehntausendstel verbürgt werden können, wenn also schon die vierte 
Stelle der Beobachtungszahlen bis zum Betrage von einer Einheit 
unsicher ist. Aber es hält nicht schwer, einen Mafsstab für das 
richtige Verhältnis zwischen der Genauigkeit der Beobachtungen und 
der Logarithmentafel zu gewinnen. Wir suchen nämlich den (posi- 
tiven oder negativen) Zuwachs des Logarithmus auf, wenn die zu 
gehörige Zahl y um die kleine Gröfse 1x wächst oder abnimmt, und 
bestimmen damit zugleich den Einflufs, den eine Unsicherheit + 1x 
der Zahl auf ihren Logarithmus ausübt. Da bekanntlich der Briggs’- 
sche Logarithmus: 


wA +=- EHEH) 


worin M = 0,4343... den Modulus des Briggs’schen Systems be- 
deutet, so wird: 
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log (x + Ax) = log E (1 + an] 


Ax 41% dx? 
= HH Stat) 


Wenn Jlogx den Zuwachs des Logarithmus von æ bedeuten soll, so 
folgt aus dem vorstehenden: 


Alogx = log (x + 4x) — log 
Is 4%? dg? 
Aa a N) 
Vernachlässigen wir nun die höheren Potenzen von 4g:æ, da dieser 
Bruch immer sehr klein und die Reihe stark konvergent wird, so 
bleibt: 
dí 

4logs = M. SOFAER AIE; 
Steht die Unsicherheit Sx zu der Zahl x in konstantem Verhält- 
nis k, so ist die daraus resultierende Unsicherheit des Logarithmus 
konstant, nämlich 4 log x —= Mk. Für k — 0,0001 hat man 4 log x 
= 0,000043, während die Unsicherheit beim Aufsuchen fünfstelliger 
Logarithmen innerhalb 0,000005 bleibt. Fünfstellige Logarithmen 


Fig. 78. 


sind daher schon viel genauer als hier nötig, und wenn man sie 
dennoch wählt, so geschieht es, um unbesorgter vorgehen zu können 
bei der Interpolation oder Einschaltung von Zwischenwerten zwischen 
die, welche in der-Tafel enthalten sind. Es genügt dann vielleicht 
eine blofse Schätzung der Proportionalteile ohne einen Blick auf die 
seitlichen Täfelchen. Aus diesem Grunde werden von manchen 
Rechnern fünfstellige Tafeln auch dann angewandt, wenn nach For- 
mel (1) vierstellige ausreichten, da solche mehrenteils der Täfelchen 
für Proportionalteile entbehren. Konsequenterweise dürfen dann 
vierstellige Tafeln erst gebraucht werden, wenn die Unsicherheit der 
Beobachtungszahlen 0,001 übersteigt. Von da an aber treten die 
graphischen Hilfsmittel der Rechnung, in erster Linie der Rechen- 
schieber, in ihr Recht, deren Gebrauch eine Schnelligkeit der Rech- 
nung gestattet, wie sie mit numerischen Tabellen nicht erreichbar ist. 
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Anmerkung: Da dem Geodäten die Logarithmentafeln nicht minder 
wichtig sind als seine Mefsinstrumente, so folgen hier die Titel der anerkannt 
brauchbarsten Erscheinungen dieser Art. Die Druckfehler, welche die älte- 
ren Ausgaben dieser Werke enthielten, verschwinden mehr und mehr, je 
häufiger die Tafeln neu aufgelegt werden. Bekanntlich sind solche Bücher 
in der Regel stereotypiert und die einmal in den Platten verbesserten Fehler 
für immer ausgemerzt. Der trigonometrische Teil nachfolgender Loga- 
rithmentafeln ist auf alte Teilung bemessen. Vergl. S. 127 Anm. 

Siebenstellige von Bremicker sowie von Schrön, desgl. von Bruhns. 

Sechsstellige von Bremicker, neu bearbeitet von Albrecht (10. Aufl. 1883). 

Fünfstellige von August, desgl. von Wittstein, von Houöl, ebensolche 

von F. G. Gaufs, von Nell, Albrecht, Rex und anderen. 

Vierstellige von Joh. H. Traugott Müller und von F. G. Gaufs, 

Die mathematischen und geodätischen Hilfstafeln von Jordan enthalten 
eine vollständige vierstellige, und eine fünfstellige Logarithmentafel der Zahlen. 

Der zehnstellige Thesaurus logarithmorum von Vega, der nur noch 
antiquarisch käuflich ist, dient blofs bei Problemen der höheren Geodäsie 
zur Entnahme achtstelliger Logarithmen. 


§. 69. 


Gunters logarithmische Skalen. Kurz nach Erfindung der 
Logarithmen durch John Neper (Napier) wurden, ebenfalls in 
England, durch Gunter um 1620 die logarithmischen Skalen der 
Fig. 78 eingeführt. 

Sie waren die Vorläufer des Rechenschiebers (slide-rule), der in 
England seit langer Zeit populär ist, und neuerdings bei seiner Wieder- 
einführung auf dem Kontinent einige Zuthaten und Verbesserungen, 
namentlich durch Professor Mannheim in Paris, erfahren hat. 

In Fig. 78(a) ist die Einheit durch eine Linie von 5em Länge 
dargestellt, im Mafse dieser Einheit die Werte loge von æ = 1 
bis x = 100 aufgetragen und mit den Zahlen & beziffert. So ist 
log 10 — 1, log 100 = 2, folglich die Zahl 10 am Ende der ersten, 
100 am Ende der zweiten Einheit angeschrieben. Die Länge von 
log2 wurde mit 5cm X 0,301 = 1,505 cm, die Länge von log20 
mit 1,501 x 5cm = 6,505 cm vom Anfangspunkte aus aufgetragen 
und mit 2und 20 beschrieben. Aufser den Logarithmen der ganzen 
Zahlen können auf diesen Skalen auch die der zwischenliegenden 
gebrochenen angemerkt und durch die Skalenstriche so kenntlich 
gemacht werden, dafs man durch Schätzung die logarithmischen 
Längen etwa von dreistelligen Zahlen darin findet, also z. B. von 
12,7, von 32,4, von 5,38. 

Die kongruenten Gleichungen: 

y — x i x!" 
und log y = log æ! + logg" 
lehren uns logy und y selbst mit Hilfe der Gunter’schen Skalen 
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zu finden, wenn z’ und g” gegeben sind. Man greife mit dem Zirkel 
logx an der Skala ab und füge dieses Mafs 
zu dem Skalenmafs von log’, so deutet die 
vordere Zirkelspitze auf log (x . æ") = logy 
und wir können daselbst y an der Skala ab- 
lesen. 

Ferner zeigen die kongruenten Gleichungen: 

EN. 

und logg = log x! — log x" 

den Weg an, wie z aus « und g” gefunden 
werden kann. Hat man logg” an der Skala 
abgegriffen, so setzt man eine Zirkelspitze auf 
den Skalenpunkt x’ (der um logg’ vom An- 
fangspunkte entfernt liegt) und trägt von hier 
aus log æ” rückwärts ab. Dadurch kommt die 
zweite Zirkelspitze auf den Skalenpunkt z, 
. dessen Abstand vom Anfangspunkte gleich 
log (x : æ") ist. 

Man könnte die Skala sowohl rückwärts 
über den Nullpunkt als vorwärts erweitern, 
um sie für andere Zahlen als die beigeschrie- 
benen brauchbar zu machen. Indessen genügt 
es jedesmal, an den gegebenen Zahlen das 
Komma soweit zu versetzen, bis sie in der 
Skala zu finden sind; an dem Resultat ist dann 
ebenfalls eine Kommaversetzung notwendig. 
Der Geübte wird die Stellung des Dezimal- 
zeichensim Resultat sehr leicht durch Schätzung 
finden. 

Neben der ersten ist in Fig. 78(b) eine 
zweite logarithmische Skala angebracht, deren 
Einheit aber doppelt so grofs, nämlich gleich 
10cm genommen ward. Wenn y = a? ver- 
langt wird, so kann y, wegen 

logy = log x? = loga + logx = 2log x, 
auf zweierlei Weise gefunden werden, ent- 
weder so, dafs man log æ auf Skala @ abgreift 
und zweimal aufträgt, oder so, dafs man log x 
auf Skala b abgreift und auf die a-Skala über- 
trägt. Man hat alsdann schon das doppelte 
Mals von logx im Zirkel und dessen vordere 
Spitze trifft auf die Ablesung y = x°. Der 
Vermittelung des Zirkels bedarf es nicht erst, wenn beide Skalen 
nahe genug nebeneinander liegen. 


Fig. 79. 
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z = Vz wird gefunden, wenn man gemäfs 
log z = log x — Yslogx = \/,log x 
entweder so verfährt, dafs man auf der a-Skala log æ abgreift und 
durch Probieren halbiert, worauf das halbierte Mafs an derselben Skala 
abgelesen wird, oder so, dafs man jenes abgegriffene Mafs auf die 
b-Skala überträgt und daselbst abliest, denn in Einheiten dieser Skala 
hat man nicht logz, sondern !/, logx im Zirkel. 


$. 70. 


Der logarithmische Rechenschieber. Alle diese Operationen 
werden sehr erleichtert durch die Einrichtung des Rechenschiebers. 
Sowohl auf seinem Hauptteile, dem Stab, als auch auf dem mit Feder 
und Nut oder auch schwalbenschwanzförmig darin eingelassenen 
Schieber (auch Zunge genannt) finden sich die Skalen (a) und (b) 
der Fig. 78 wieder und in solcher Anordnung, dafs die Nullpunkte 
beider Skalenpaare gleichzeitig zusammenfallen (Fig. 79). 

Es ist nun leicht begreiflich, wie der Schieber den Zirkel ersetzt, 
namentlich wenn man noch ein drittes Stück, den Läufer zu Hilfe 
nimmt, ein Metallplättchen, welches in seitlichen Rinnen längs der 
Skalen schleift und mit vier Marken versehen ist, die bestimmt sind, 
die Ablesung einer der vier Skalen auf irgend eine der drei anderen 
zu übertragen. Hieraus ergiebt sich die Stellung der vier Marken 
genau in einer Geraden. — Wir wollen den Nullpunkt des Schiebers 
Index nennen und die Skalen des Stabes mit a und b, die entspre- 
chenden des Schiebers mit a’ und b’ bezeichnen, um die Auflösung 
folgender Aufgaben kurz auszusprechen. 

1) Zu berechnen y = x . x". Man stelle den Index auf x’ der 
a-Skala, den Läufer auf x” der a'-Skala und lese y gegenüber an der 
a-Skala ab. 

2) Zu berechnen z = &' : x”. Man stelle den Läufer auf x’ der 
a-Skala und ziehe den Schieber unter dem Läufer soweit zurück, 
dafs an der a’-Skala die Ablesung x” erscheint. Gegenüber dem 
Index hat man sodann z an der a-Skala. 

3) Die Reciproke einer Zahl x zu finden. Ohne Beihilfe des 
Läufers suche man nach der letztgegebenen Regel z — 10 : x oder 
æ =— 100 :x zu bestimmen und dividiere das Resultat durch 10 
oder 100. 

4) Es sei eine gröfsere Anzahl Berechnungen von der Form: 
y = mag'z" auszuführen, wobei m ein konstanter Faktor. Man trage 
die Reciproke von m (oder das 10-, 100fache derselben) an: der 
a'-Skala des Schiebers durch eine Marke von Tusche auf, und benutze 
diese Marke bei den kommenden Multiplikationen statt des Index. 
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Ebenso wenn m =1:n. Die logarithmischen Mafse von x" sind 
durch das Einstellen der Marke sofort um logm vergröfsert. 
5) Zu berechnen y = g? Man stelle den Index auf x der 


b-Skala und lese gegenüber auf der a-Skala ab. 


6) e = Vz. Man verfahre umgekehrt. Der Rechenschieber 
bietet also eine höchst bequeme Quadrat- und Wurzeltafel. Man 
beachte beim Wurzelausziehen, dafs V x und V10?*x gleiche Wurzel- 
ziffern ergeben, ebenso V10x und V10?* +12, dafs aber Vx und 
V10x aus verschiedenen Wurzelziffern gebildet werden. 

7) y = x”. Der Zeiger wird auf x der b-Skala und der Läufer 
auf x der a'-Skala gerückt, worauf man gegenüber an der «-Skala y 
abliest. 


JE V z. Der Läufer geht auf x der a-Skala und der Schie- 
ber wird unter ihm weg zurückgezogen, bis an der b-Skala durch 
den Index und an der a’-Skala durch den Läufer gleiche Werte z 
abgeschnitten werden. (Ebenso läfst sich die b'- und a-Skala ver- 
wenden.) 

Um dritte Potenzen zu finden, welche zwischen 100 und 1000 
fallen, denke man sich die Werte der a-Skala mit 10 multipliziert. 
Steht nun der Index auf x der a-Skala, so werden die Teilstriche 
10 und 100 der a'-Skala gegenüber den Werten 10x und 100g der 
ersteren stehen, also statt des Index zum Einstellen benutzt werden 
können. Der Läufer rückt jetzt auf x der b’-Skala und deutet gegen- 
über an der a-Skala auf y = x». i 

Auch beim Aufsuchen der dritten Wurzel aus Dignanden zwi- 
schen 100 und 1000 kann man in Gedanken alle Zahlen der a-Skala 
verzehnfachen, den Läufer auf x stellen und den Schieber darunter 
wegrücken, bis der Läufer an der b’-Skala und der Teilstrich 10 


3,— 
(statt des Index) an der a-Skala gleiche Beträge e = Y x ab- 
schneiden. 
Man beachte, dafs alle Wurzelwerte von der Form: 


gleiche Wurzelziffern haben, nicht aber Ve V10z, y 100z. 

Statt den Schieber mit Skalen zu versehen, welche die Werte 
logæ in der gegebenen Einheit darstellen, können wir auch eine 
Skalenteilung substituieren, auf welcher die Gröfsen log f (u), worin 
f ein Funktionszeichen, abgetragen wurden. Man wird dabei « in 
geeigneten Stufen wachsen lassen und die Skalenmafse log f(u) mit 
der Variabeln u beschreiben. So ist bei den meisten Rechenstäben 
die Rückseite der Schieber mit Skalen versehen, welche in Einheiten 
der a-Skala die Werte logsin u und logtg u enthalten, soweit solche 
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auf je zwei Skaleneinheiten untergebracht werden können. Der 
Schieber ist dann zum Wenden eingerichtet, so dafs diese Skalen 
auf die Vorderseite kommen und ihre Werte als Multiplikatoren 
und Divisoren dienen können, ganz wie oben die Werte der a’-Skala. 
Auch ohne den Schieber herumzudrehen kann man f(u) als Multi- 
plikand einstellen, wenn dazu auf der Rückseite des Stabes eine feste 
Marke vorhanden ist. Rückt man den Schieber nämlich um das 
Stück logf(u) über diese Marke vor, so ist zugleich der Index der 
Vorderseite um ebensoviel über den Nullpunkt der a- Skala vorge- 
rückt und damit der Multiplikand bezeichnet. 

Die Genauigkeit der logarithmischen Skalen wird, richtige Tei- 
lung vorausgesetzt, wesentlich dadurch bedingt, welcher kleinste Teil ò 
der Einheit noch ablesbar, d. h. durch Schätzung mit freiem Auge 
noch mit Sicherheit zu unterscheiden ist. Die Gröfse von Ô hängt 
freilich von der Sehweite des Auges und dessen Übung im Schätzen 
ab; indessen lehrt die Erfahrung, dafs geübte Augen von mittlerer 
Sehweite noch Zehntel von Millimetern mit Sicherheit angeben, 
wenn die Teilstriche der Skala nicht viel enger als Imm und nicht 
viel weiter als 2mm von einander entfernt sind. Hiernach reicht 
die Unsicherheit der Schätzung bis zu 0,05mm, ein Mals, das jedes- 
mal in der Skaleneinheit € ausgedrückt werden mufs, wenn es der 
Gröfse flogx des $. 68 entsprechen soll. Also: 

ee zig, 
woraus nach (1) jenes Paragraphen hervorgeht: 
IE: a 2304 ee. a e A 
Die Gunter’sche b-Skala der Fig. 78 hat die Einheit 100mm, die 
a-Skala der Rechenschieber gewöhnlich 125mm. Diesen Einheiten 
entspricht nach (2) die Unsicherheit einer auf der Skala abgelesenen 
Zahl: 


0,0012 — ci und 0,0009 = s 

Da aber das Resultat von mehreren solchen Ablesungen abhängt, 
so wird es nicht mit dieser Sicherheit gewonnen, sondern läfst sich 
am Rechenschieber etwa nur auf 1 : 600 verbürgen (siehe §. 81). 

Diese Genauigkeit ist für viele Fälle der Praxis völlig aus- 
reichend, setzt aber beim Rechenschieber Gleichheit der Skalenlängen 
des Stabes und Schiebers voraus. Nun ist es sehr selten, dafs diese 
Teile, wenn sie nicht von Metall gefertigt sind, alle Ausdehnungen 
durch Temperatur und Feuchtigkeit in gleicher Weise erleiden, ja 
die hierbei auftretenden Differenzen machen manche hölzerne Rechen- 
schieber zeitweise ganz unbrauchbar. Weniger leidet hierunter die 
Rechenscheibe, bei welcher die logarithmischen Skalen auf zwei Krei- 
sen von gleichem Radius aufgetragen sind, die sich um eine ge- 
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meinsame Achse drehen lassen. Die Kreisperipherie dient als 
Skaleneinheit (erhält also schon bei kleinem Radius ein bedeutendes 
Mafs) und die Ausdehnungen durch die Wärme, wenn sie nur nicht 
einseitig eintreten, können keine schädlichen Verzerrungen der 

` Skalenmafse erzeugen. Freilich läfst sich die Rechenscheibe weder 
so handlich noch so billig herstellen als der Rechenschieber”*), auch 
nicht wohl von Excentrizitätsfehlern befreien. 


$. 71. 


Allgemeines Prinzip des Rechenschiebers. Das allgemeine 
Prinzip, auf dem unter anderen auch der logarithmische Rechen- 
schieber beruht, möge hier kurz dargelegt werden (Fig. 80). 

Die Figur stelle einen Stab mit einem in beliebiger Weise, 
etwa nach Art des beigefügten Querschnitts, eingelassenen Schieber 


Fig. 80. 


vor. Die beiden Skalenkanten (A,D) des Stabes seien gleich und 
gleichmälsig geteilt, dabei gleichsinnig beziffert, diejenigen (B, C) 
des Schiebers ebenso geteilt, aber ungleichsinnig beziffert. Mit 
diesem Instrumente lassen sich drei Zahlen ABC summieren. Ist 
z. B. A = 3, B = 4, 0 = 2, so stelle man den Schieber wie in der 
Figur, in welcher Ringlein die Ablesestellen der Skalen bezeichnen. 
Neben dem Nullpunkte der Schieberskalen liest man auf der D-Skala 
die Summe A + B = 7, und neben dem Teilstriche 2 der C-Skala 
auf der D-Skala die Summe A + B + C = 9 ab. 
Allgemein wird auf der D-Skala abgelesen: 


A each Aal 
Die Teilstriche sämtlicher Skalen sollen vorläufige und aus- 


löschbar sein; in jede derselben werde aber mit bleibenden Marken 
eine neue Skala eingetragen derart, dafs in der ersten die Werte: 


A= ọ (u), 
B=Yl), 


in der zweiten die Werte 


in der dritten diejenigen 


*) Gute Rechenschieber von Tavernier-Gravet in Paris kosten bei 
Gebrüder Wichmann in Berlin 9 Mark das Stück. 
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C = y% (w) 
und in der vierten die Gröfsen 
D=f(«) 


(worin py y und f Funktionszeichen) durch dauernde Teilstriche 
bezeichnet seien, wobei die Grölsen uvwg jede für sich in gleich- 
mäßigen und passend gewählten Intervallen wachsen, und den ent- 
sprechenden Teilstrichen beigesetzt werden sollen. Durch Substitu- 
tion vorstehender Ausdrücke für AB CD in die Gleichung (1) wird 
gebildet: 

g (u) + t) +r) =se) . .» ... B 
woraus hervorgeht, dafs nunmehr an der D-Skala Zahlen x abgelesen 
werden können, deren Zusammenhang mit gegebenen Zahlen vv w 
durch Gleichung (2) feststeht. Die Einstellung der neuen Skalen 
geschieht auf Grund der „Argumente“ «vw, nach welchen sie 
beziffert sind, ähnlich wie zuvor auf Grund der Zahlen ABC. 
Letztere und die dazu gehörigen Teilstriche denken wir uns ge- 
löscht. 

Es ist für die Konstruktion gleichgültig, ob die Funktionen 
ABCD als wirkliche Zahlenformeln oder nur in Form gehörig inter- 
polierter Zahlenreihen vorliegen. 

Als Beispiel der ersteren Art möge die Forderung gestellt 
sein, einen Rechenschieber zur Berechnung von Produkten aus drei 
Faktoren zu entwerfen. Aus 

vw = g 
wird durch Logarithmieren 

logu + logv + logw = logz, 
was mit (2) identisch ist. Die beiden Skalen der u und der æ auf 
dem Stabe dürfen hier zusammenfallen, weil sämtliche Skalen unter 
sich gleich geteilt sind. Der Gunter’sche Rechenschieber ist von 
diesem ein Spezialfall (v = 1). 

Wenn die Marke cines Läufers, der sich frei längs des Stabes 
bewegt, sämtliche Skalen quer übergreift, oder wenn mehrere Schie- 
ber in dem Stabe nebeneinander gleiten, so können auch mehr 
als vier Skalen, in mannigfach veränderter Anordnung, auf einem 
Instrumente Platz finden, und mehr als drei Funktionen zu einander 
(algebraisch) addiert werden. 

Die beliebige Zahl der Argumente und der Parallelismus der 
Skalen bilden den Hauptvorzug des Rechenschiebers gegenüber den 
sogleich zu beschreibenden graphischen Rechentafeln, welche. auf 
zwei Argumente beschränkt bleiben und das suchende Auge nach 
drei Richtungen lenken. 
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$. 72. 


Skalentabellen. Wenn zwischen den zwei Variabeln x und y 
die Gleichung besteht: 


Ch) 


und man eine Tabelle verlangt, in welcher für gegebene x die zu- 

me . . B . . i De 
gehörigen y nebeneinander zu finden sind, so wird in vielen Fällen 
sich aus (1) bilden lassen: 


Setzen wir dann: 

u. = ọ (y) PUE te. 2 
so werden im allgemeinen für gleichmäfsige Stufen von y und v die 
Werte u und v ungleichmäfsig wachsen und, in beliebigem aber ge- 
meinsamem Mafsstabe und von gemeinsamem Ausgangspunkte auf 
einer Linie (Geraden oder Kurve) aufgetragen, zwei Punktreihen 
von ungleichmäfsigen Abständen bilden, welche sich nach Art neben- 
einander hinlaufender Skalen unterscheidbar kenntlich machen lassen. 


S ua EI 2 u aid 3 En Su DE lan El rt Er Hua A A A R 
30 410 50 60 70 80 %9 100 
FATHI FHA 

A E a d 


Beschreiben wir die Punkte der u-Reihe nach den entsprechenden 
Werten von y, die Punkte derv-Reihe nach denen von x, so entsteht 
eine Skalentabelle der gewünschten Art. Je zwei nebeneinander lie- 
gende Werte von x und y in der gezeichneten Doppelskala erfüllen 
Gleichung (1). Zwischen die ausgerechneten Skalenwerte können 
andere graphisch eingeschaltet werden. 

Der mathematische Zusammenhang zwischen « und y oder v 
und x braucht nicht bekannt zu sein. Es genügt, wenn zusammen- 
gehörige Wertpaare empirisch gegeben sind, sei es direkt oder noch 
mittels Interpolation. 

Als Beispiel für die Bildung einer Skalentabelle wählen wir 
diejenige, welche aus 


vd. mw lanciert) 
hervorgeht. Indem wir 
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u = logy — logk W loge aa E an 
und u — v setzen, wird für k = 10 die Skala der « identisch mit 
einer Skala des logarithmischen Rechenschiebers; die Skala der v 
erhält wegen v = 0,4343 gleichmäfßsige Teilung, sowie Fig. 81 es 
angiebt. Bezeichnen wir mit einer Nadelspitze oder einer anderen 
Marke irgend einen Punkt der Doppelskala und lesen das zugehörige 
x auf der einen, y auf der anderen Seite ab, so erfüllen die abge- 
lesenen Werte Gleichung (4). Gebraucht wird die Tabelle in der 
Art, dafs die Marke einem gegebenen x entsprechend angesetzt und 
das zugehörige y abgelesen wird oder umgekehrt. 
Es sei bemerkt, dafs der Mafsstab, in welchem w und v aufge- 
tragen werden, zwar allenthalben für ú und v gemeinsam sein muls, 
aber auf der Länge der Skala variieren darf. Die Urteilung mag 


“also gleichmälsig sein oder nicht, so kommen doch immer zusammen- 


gehörige Werte von x und y nebeneinander zu stehen. Dies ist ein 
wesentlicher Vorteil gegenüber Skalen, welche aneinander hinge- 
schoben werden und welche. nur unter der Voraussetzung brauchbar 
sind, dafs die Urteilung der Stäbe zum Auftrag von u und v gleich- 
mäfsig und für beide Gröfsen identisch sei. 


$. 73. 


Die graphischen Rechentafeln. Jede Funktion gemäfs der 
Form 
a2) = 0 


läfst sich in der Weise abbilden, dafs man für æ eine Reihe von 
Werten einführt, welche stufenweise wachsen und deren jeder die 
gegebene Gleichung in eine solche von nur zwei Variabeln ver- 
wandelt. Über den rechtwinkeligen Koordinatenachsen der æ und y 
lassen sich darauf sämtliche Kurven konstruieren, welche je einem 
der Werte von z entsprechen. Diese Kurven sind demnach für z 
gleichwertig (isopleth) und wir wollen sie z-Isoplethen nennen. 

Wir haben auf solche Weise ein geometrisches Bild der Fläche 
erhalten, welche durch die gegebene Gleichung f(x,y,z) = 0 ver- 
treten wird. Denn denken wir sie uns über drei rechtwinkeligen 
Koordinatenachsen konstruiert und von Parallelen zur (æ %)- Ebene 
geschnitten, so sind die Orthogonalprojektionen der Schnitte auf 
dieselbe Ebene unsere 2-Isoplethen. 

Es sei z. B. gegeben die Gleichung 

g? Fy? — 2? = 0; 
dieselbe wird, in vorstehender Weise abgebildet, ein System kon- 
centrischer Kreise gemäfs Fig. 82 (a. f. S.) liefern, welches, räumlich 
betrachtet, einen Kegel darstellt, dessen Achse mit der 2-Achse und 
Vogler, Praktische Geometrie. 12 
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dessen Spitze mit dem Koordinatenanfang zusammenfällt, dessen 
Seiten ferner rechtwinkelig zusammentreffen. 

Da es sich hier aber nicht um Untersuchung räumlicher Ge- 
bilde, sondern um Berechnung von Formeln handelt, so benutzen 
wir die Abbildung der gegebenen Funktion lediglich dazu, um zu 
einem gegebenen Koordinatenpaar (x,y) mit leichter Mühe die zu- 
gehörige Zahl z zu finden. Teilen wir nämlich die Koordinaten- 
achsen nach Einheiten von æ und y, und wenn nötig noch feiner ein, 
und ziehen durch die Teilungs- 
punkte Parallele zu der æ- und 
y-Achse, so entsteht das Koor- 
dinatennetz, mit dessen Hilfe wir 
die Lage des Punktes (x,y) augen- 
blicklich angeben können, sei es ' 
dafs er auf den Parallellinien sel- 
ber liege oder dafs wir ihn durch 
Schätzung in die Maschen ein- 
schalten müssen. Nunmehr fassen 
wir die Lage des gewonnenen Punk- 
tes gegen die Isoplethen ins Auge 
und schätzen den Zahlenwert g 
derjenigen Isoplethe, welche durch 
(x,y) gehen müfste. Je näher einander die ursprünglich eingezeich- 
neten Isoplethen liegen, desto mehr werden die Isoplethenstücke zu- 
nächst dem Punkte (x,y) unter sich parallel sein, um so mehr wird 
auch die nur gedachte Isoplethe durch (x,y) den vorhandenen parallel 
laufen und wir ferner berechtigt sein anzunehmen, dafs der normale 
Abstand der Isoplethen voneinander proportional dem Wachstum 
von 2 zunehme. Wir legen also nach dem Augenmafse eine nor- 
male Trajektorie, in unserem Beispiele einen Kreisradius durch den 
gegebenen Punkt und schätzen nach Zehnteln des Isopletheninter- 
‚alles seinen Abstand von der nächst niederen. Dem zu dieser 
gehörigen Werte von z fügen wir ebensoviel Zehntel der Stufe bei, 
um welche z an der betreffenden Stelle der Tafel wächst. 

In der Fig. 82 führt dies Verfahren in aller Strenge auf 
gz = 195, wenn z = 17,5 und y = 8,6 gegeben sind; bei nicht 
parallelen Kurven und solchen von ungleichen Abständen ist es 
nur näherungsweise richtig, aber praktisch ebenso anwendbar. Man 
nennt, wie in numerischen Tafeln, die gegebenen Variabeln Argu- 
mente, zum Unterschied von der gesuchten. 

Selbstverständlich braucht die Trajektorie durch (x,y) so wenig 
als die Isoplethe wirklich ausgezogen zu werden. Nur den Punkt 
selbst wird man durch ein Glasplättchen mit eingeritztem Strichkreuz 
markieren. 
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Geradlinige und Kreisisoplethen. Zur Anwendung in der 
praktischen Geometrie empfehlen sich vornehmlich solche graphische 
|. Tafeln, deren Isoplethen Gerade oder Kreise sind, weil sich diese 
Linien leicht und korrekt konstruieren lassen. Nun führen aber bei 
weitem nicht alle Funktionen von drei Variabeln, "deren graphische 
Tabulierung man wünscht, auf Gerade oder Kreise. Vielen Funk- 
tionen lälst sich indessen durch geeignete Substitutionen eine Form 
geben, welche sie zur Abbildung durch jene einfachen Linien ge- 
eignet macht. 
Die allgemeine Gleichung der Geraden ist in üblicher Be- 
zeichnungsweise: 


yon + NND FEN ae 


Wäre nun irgend eine Funktion der drei Variabeln w, u, v gegeben 
von der Form: 


SW=PW)+uW.Fo) ..... 0 
so lassen sich folgende Substitutionen machen: 

BI 1 

£ =F (v) q = Y (w) 


wodurch Gleichung (2) in (1) übergeht, also lineare Form ange- 
nommen hat. 

Zur Konstruktion der Isoplethentafel geht man nun in folgender 
Weise vor. Zunächst wird das Koordinatennetz entworfen, indem 
nach der für v und y gewählten Längeneinheit die Mafse y — f(u), 
in geeigneten Stufen von ù wachsend, auf der Ordinatenachse, 
und y = F(v), in erwünschten Intervallen des Argumentes v zu- 
nehmend, auf der Abseissenachse abgetragen: werden. Den Paral- 
lelen durch die entstehenden Teilungspunkte setzt man die zuge- 
hörigen Werte von u und v bei. 

Die w-Isoplethen werden im allgemeinen Gerade sein, welche 
die Koordinatenachsen schneiden. Man sucht zu ihrer Konstruktion 
die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen auf, oder, wenn dies 
bequemer, die Schnittpunkte mit zwei anderen Linien des Koordinaten- 
netzes. Die Ordinatenachse wird in dem Abstande p vom Koordi- 
natenanfang geschnitten. In Einheiten dieser Achse trägt man 
daher die Mafse p = ọ (w), nach zweckmäfsigen Intervallen von w 
berechnet, auf. Ferner berechnet man: 


12* 
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für dieselben Werte von w wie zuvor und trägt die gewonnenen 
Mafse in Einheiten der Abscissenachse auf dieser ab. Die zusammen- 
gehörigen Punktpaare beider Reihen verbindet man durch Gerade, 
welche nach w zu bezeichnen sind. 

Die Gleichungen der Geraden sind nach (1) gebildet, die Zahlen- 
bedeutung ihrer Zeiger w aber aus (2) zu entnehmen. Zu irgend 
einem Punkte (u,v) des Koordinatennetzes kann durch Schätzung 
zwischen den Isoplethen unmittelbar das zu den Argumenten u 
und v gehörige w abgelesen werden. Umgekehrt kann man zu 
gegebenen Werten w und v an der Ordinatenachse u suchen. Man 
wird es freilich vorziehen, die Tafel so zu konstruieren, dafs die 
Argumente an den Achsen, der gesuchte Wert an den Isoplethen 
abzulesen sind. 

Hier gilt, ganz wie beim Rechenschieber ($. 71), die Bemerkung, 
dafs die Funktionen (3) ebenso oft in Gestalt wirklicher Zahlenformeln 
als in Gestalt blolser Zahlenreihen gegeben sind, welche letzteren 
empirisch gefunden sein mögen, aber gehörig interpoliert werden 
müssen. 

Logarithmische Rechentafeln. Eine Gleichung von der Form: 

IE. ee a E) 
kann nach dem Bisherigen durch geeignete Substitutionen auf die 
lineare Form gebracht werden: 

MD 
jedoch führt die Darstellung dieser Gleichung auf Isoplethen, welche 
sich alle in einem Punkte schneiden, was nicht immer erwünscht ist. 

Logarithmiert man aber (4), so erhält man eine Gleichung, 
welche ebenfalls linear und frei von dem genannten Übelstande ist. 
Denn setzt man in 

log f (u) = log p (w) + log F (v) 
der Reihe nach ein: 
y = logf (u) — p= logo (w) x = lóg F (v); 
so kommt man auf einen besonderen Fall von (1), nämlich: 

N RE a) 
worin also g = 1, sämtliche Isoplethen parallel und unter 45° 
gegen die Koordinatenachsen geneigt sind, wenn man für y und g 
gleiche Einheiten gewählt hatte. (Man kann unbedenklich auch 
ungleiche nehmen, hier sowohl als in anderen Fällen, und man 
macht davon Gebrauch, um allzu schiefe Schnitte der Isoplethen mit 
dem Koordinatennetz zu vermeiden). Die Koordinaten wird man 
mit u und v, die Isoplethen aber mit w in den geeigneten Stufen 
dieser Variabeln beschreiben. 


Die Gleichung 
SW) = p(w) Fot 
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ist durch unmittelbare Substitutionen überhaupt nicht linear zu 
machen, logarithmiert man sie aber, so entsteht: 
logf(u) = log yọ (w) + y (w) log Fo) . . . (25) 

und durch die Substitutionen: 

y=logf (w) p = log p (w) (3%) 

£ — log F (v) q = v (w) 
die lineare Gleichung (1). Es ist also ein Mittel gefunden, auch 
Exponentialfunktionen durch graphische Tafeln mit geradlinigen 
Isoplethen darzustellen. 

Zu wie vielfältiger Anwendung die graphischen Rechentafeln ge- 
eignet sind, zeigt besonders diejenige, welche die einfache Gleichung: 
w— uv 

nach logarithmischen Skalen darstellt. Aus 
logw — logu + loge, 
oder nach entsprechenden Substitutionen (3): 
pyta 
gewinnt die Konstruktion eine Tafel, auf deren Koordinatenachsen 
sich die Skalen des Rechenschiebers wiederfinden, während die 
gleichwertigen Skalenpunkte durch die Isoplethen geradlinig ver- 
bunden sind. Die Tafel, wenn man in ihr noch einige andere 
Gerade als Leitlinien für die Rechnung konstruiert, gestattet die 
Ausführung aller Operationen, die der logarithmische Rechenschieber 
ohne Sinus- und Tangentenskala leistet, und wenn man es wünscht 
noch einige mehr, aber þei gleicher Skaleneinheit mit etwas geringerer 
Genauigkeit. 
Graphische Tafeln mit Kreisisoplethen. Auf die allgemeine Glei- 
chung des Kreises: 
 —- Mb - »er N N A NSO) 
kann jede Funktion zurückgeführt werden, wenn sich dieselbe in 
die Form bringen läfst: 


Ep (w) — SW]? + [Ylw) — FW] =x(w) ae (6) 


und man darin einsetzt: 


æ = f(v) a = Q (w) 
y= F(u) b = p (w) 
Toe Vz (w). 


Am häufigsten werden Tafeln zu konstruieren sein nach Gleichungen 


von der Form: ; 

LE) + [FW] = [P (w)]}, 
wo dann a und b Null werden und bei der Abbildung koncentrische 
Kreise entstehen von den Radien r —= ® (w). Dafs solche Glei- 
chungen auch auf geradlinige Isoplethen führen können, ist aus der 
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Allgemeinheit der Formeln (1), (2) und (3) ersichtlich und unter 
Umständen vorzuziehen. Man macht dann die Substitutionen: 
:=[(/W); y = [FW]; p = [bu] 
und hat die lineare Gleichung: 
| x +y=p». 

Isoplethentafeln bleiben zwar auf die Darstellung von Funk- 
tionen nur dreier Variabeln beschränkt, lassen aber bezüglich der 
Form der Funktionen eine grölsere Allgemeinheit zu. Die Formeln 
(2) und (6) können, wie wir oben sahen, ohne weiteres durch 
Gerade und Kreise dargestellt, auf den Rechenschieber aber nur 
übertragen werden, wenn in (2) y (w) = 1 und in (6) p(w) und 
» (w) verschwinden. Hierin und in ihrer gröfseren Übersichtlichkeit 
liegt ein Vorzug der Isoplethentafeln. 

Die Umformung von Funktionen dreier Variabeln durch ge- 
eignete Substitutionen zum Zweck ihrer Darstellung mittels gerad- 
liniger oder Kreisisoplethen wird von dem Urheber der Methode, 
Leon Lalanne, Anamorphose genannt und in einem längeren Auf- 
satze (Sur les tables graphiques et sur la g&eometrie anamorphique etc. 
Annales des Ponts et Chaussées, 1846, 1° Semestre, p. 1— 69) 
ausführlich dargestellt und mit Beispielen belegt. Eine ausführlichere 
Darstellung der graphischen Rechenhilfsmittel, als sie die vorher- 
gehenden Paragraphen bieten, findet der Leser auch in des Ver- 
fassers „Anleitung zum Entwerfen graphischer Tafeln und zu deren 
Gebrauch beim Schnellrechnen sowie beim Schnellquotieren mit 
Aneroid und Tachymeter etc.“, Berlin 1877. In betreff einer ganz 
überflüssigen Polemik, welche Lalanne wegen dieses Buches gegen 
den Verfasser erhob, sei auf die Abwehr im. IX. Bande der „Zeit- 
schrift_ für Vermessungswesen“, Jahrgang 1880, Heft 3, S. 127 
verwiesen. Man sehe auch den Artikel „Rechentafeln“ in dem tech- 


nischen Wörterbuche von Karmarsch und Heeren, Bd. VII, 
S. 313 ein. 


$. 75. 


Rechenmaschine von Thomas. Der Elsässer Thomas aus 
Kolmar ist durch rastlose Arbeit und Ausdauer beim Überwinden 
von Schwierigkeiten, ausgehend von dem Bau der Leibnitz’schen 
Rechenmaschine, zur Konstruktion seines „Arithmometers“ gelangt, 
welches nun seit 40 Jahren auf technischen Büreaus und kaufmän- 
nischen Kontors sich einzubürgern begonnen hat. Dasfelbe leistet 
jedem Zahlenrechner durch die rasche und sichere Ausführung von 
Multiplikationen und Divisionen so aufserordentliche Dienste, dafs 
seine Beschreibung hier eine Stelle verdient. 
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Die bisher betrachteten graphischen Rechenhilfsmittel rechnen 
blofs mit unvollständigen Zahlen und geben auch das Resultat nur 
in solchen, und zwar kaum mehr als dreistellig. Dagegen liefert 
die Thomas’sche Rechenmaschine ihre Produkte wie bei der ge- 
meinen Ziffernrechnung mit vollständigen Zahlen, und zwar die 
kleinste Sorte des Arithmometers schon wie mit vierstelligen, die 
grölste sogar wie mit achtstelligen Faktoren. Obwohl nun eine 
solche Genauigkeit des Resultats in der Geodäsie niemals nötig 
wäre und die gewöhnliche Zahlenrechnung darum von der abge- 
kürzten Multiplikation und Division Gebrauch macht, so werden 
die überflüssigen Stellen doch auf der Maschine mit solcher Leichtigkeit 
entwickelt, dafs man, um sie zu unterdrücken, nur Zeit verlieren 
würde. Obwohl also die letzten Ziffern von Produkten, welche die 
Maschine giebt, für den Rechner im allgemeinen wertlos sind, so 
werden sie doch nur demjenigen eine Last, der nicht beurteilen 
kann, bis zu welcher Stelle das Resultat einer Rechnung gültig 
bleibt, wenn die Zahlen, welche ihr zu Grunde liegen, nur beschränkte 
Gültigkeit besitzen. 

Es soll hier zunächst der Gebrauch der Maschine vorgeführt 
und dann erst der Mechanismus erörtert werden, auf den sich ihre 
erstaunlichen Leistungen gründen. 

Gebrauch der Rechenmaschine. Auf Tafel II fasse man die 
obere Ansicht (f) der Rechenmaschine ins Auge. Man erblickt darin 
zunächst vorn sechs gröfsere Spalte in der metallenen Decke des 
hölzernen Kastens, welcher den Mechanismus enthält. Neben jedem 
Spalt stehen die Ziffern O bis 9 und in jedem ist ein Knöpfchen 
mit Zeiger beweglich und kann auf irgend eine der Ziffern einge- 
stellt werden. Die sechs Knöpfchen der Zeichnung sind auf die 
Zahl 730 902 eingestellt. 

Aus einem kürzeren Spalt zur Linken ragt der Griff eines Stell- 


. hebels hervor. Je nachdem man denselben auf das eine oder andere 


Ende des Spaltes rückt, ist die Maschine, wie in der Figur zu Addition 
und Multiplikation, oder zu Subtraktion und Division bereit. Ganz 
zur Rechten ist eine Kurbel (Fig. f und F, Fig.c) um eine lotrechte 
Drehachse beweglich. Eine Umdrehung derselben bewirkt, dafs die 
eingestellte Zahl 730 902 in den runden Schaulöchern der hinteren 
Reihe, wo zuvor lauter Nullen standen, zum Vorschein kommt, und 
zwar jede Ziffer in demjenigen Schauloch, das sich in der Richtung 
ihres Spaltes befindet. Waren dort schon andere Ziffern als Nullen 
sichtbar, so addiert sich die eingestellte Zahl nach den Regeln der 
dekadischen Addition hinzu, so dafs jedesmal, wenn die Summe der 
Ziffern im Spalt und Schauloch die Zahl 9 übersteigt, eine Einheit 
mehr in das Schauloch zur Linken übertragen wird. Durch jede 
folgende Kurbeldrehung wird die eingestellte Zahl abermals zu jener 


ka 
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in den Schaulöchern addiert. Die Figur / zeigt, wie durch vier 
Kurbeldrehungen die Zahl 730902 viermal in die Reihe der hinteren 
Schaulöcher übertragen wurde, in welchen zuvor lauter Nullen standen. 
Die Zehner der sechsten Stelle von rechts aus sind dabei richtig als 
Einheiten in die siebente übertragen worden. Dabei ist der Zeiger 
vier in dem Schauloch der vorderen Reihe erschienen, welches der 
Kurbel zunächst steht. Auf gleiche Weise könnte durch nfache 
Kurbeldrehung das Produkt 730 902n erhalten werden, doch pflegt 
man blofs bis zu neun Drehungen zu gehen, auch entsprechen die 
Zeiger nur bis zu dieser Zahl der Kurbelbewegung. 

Ganz dasfelbe Resultat wäre nun auch erhalten worden, wenn 
den sechs Spalten sechs andere Schaulöcher gegenüber gestanden 
hätten. Das Zifferlineal nämlich, welches die Schaulöcher und die 
darunter sichtbaren Zifferblätter trägt, läfst sich in seiner Längen- 
richtung verschieben. Es wird zu dem Ende um ein Scharnier an 
seiner hinteren Kante (siehe K, Fig. c) aufgeklappt und gleitet längs 
der Scharnierachse, welche aus einem Stahldraht von der Länge des 
ganzen Kastens besteht, hin und her. Beim Niederklappen des 
Zifferlineals fällt eine daran angebrachte Nase in eine Lücke, deren 
eine ganze Reihe an der Hauptscheidewand des inneren Kasten- 
raumes so angebracht ist, dafs, wenn das Zifferlineal schliefst, immer 
wieder je eine Deckelspalte und ein Schauloch der hinteren oder 
Produktenzeile sich gegenüberstehen. 

Demnach ist es möglich, die eingestellte Zahl 730902 in die 
Schaulöcher zur Rechten durch a Kurbeldrehungen amal, sodann 
nach Verschieben des Zifferlineals nach rechts um ein Schauloch, 
durch b Drehungen der Kurbel bmal, nach abermaligem Verschieben 
durch eDrehungen emal und so fort zu übertragen, und zwar jedes- 
mal in die gegenüberstehenden Schaulöcher (und die nächsten zur 
Linken). Der Vorgang ist derselbe wie bei der Multiplikation 
mehrstelliger dekadischer Zahlen, wenn die Ziffern .... cba (sämt- 
lich < 9) den Multiplikator zusammensetzen. Gleichzeitig mit dem 
Produkt, welches in der hinteren Reihe der Schaulöcher entsteht, 
erscheint dann in der vorderen kürzeren Reihe der Multiplikator, 
vorausgesetzt, dafs vor Beginn der Operation sämtliche Schaulöcher 
Null zeigten. 

Will man zum Schlufs der Rechnung wieder allenthalben Nullen 
sehen, so greift man an die beiden Knöpfe an den Enden des Ziffer- 
lineals und bewegt dieselben einige Male, als ob es Schraubenköpfe 
wären, herum, wobei der Widerstand einer Feder zu überwinden ist. 
Durch die Bewegung am Knopfe links wird die Produktenzeile 
ausgelöscht, durch den Knopf zur Rechten die Zeile des Multiplikators. 
Doch muls beim Gebrauche der Auslöscher das Zifferlineal etwas 
aufgeklappt werden. 
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Der Vorgang beim Multiplizieren läfst sich also zusammenfassen 
wie folgt: Durch die Auslöscher bringt man alles auf Null und das 
Zifferlineal wie in Fig. f ganz nach links. An den Knöpfchen der 
sechs Spalte wird der Multiplikand eingestellt. Man dreht nun die 
Kurbel so oft, als die Finer des Multiplikators verlangen, verrückt 
das Zifferlineal um eine Stelle nach rechts, dreht die Kurbel so oft 
um, als die Zehnerzahl des Multiplikators angiebt, rückt das Lineal 
wieder um eine Stelle weiter, leiert die Zahl der Hunderter ab und 
so fort bis zur höchsten Multiplikatorstelle. In der hinteren Zeile 
der Schaulöcher erscheint das vollständige Produkt, in der vorderen 
der Multiplikator. 

Zwischen je zwei Schaulöchern liegt eine kleine Vertiefung zur 
Aufnahme vorrätiger kleiner Elfenbeinknöpfchen, die statt der 
Kommas dienen. Enthielten die Faktoren Dezimalstellen, so zählt 
man schon vor der Rechnung die Gesamtzahl derselben an den 
Schaulöchern von rechts nach links ab und steckt das Komma ein. 

Die ganze Rechnung kann wieder rückwärts durchlaufen werden, 
wenn man den Stellhebel auf Subtraktion stellt und den Multiplikator, 
nicht das Produkt, auslöscht. Nunmehr zieht jede Kurbeldrehung 
die eingestellte Zahl einmal von der Zahl der gegenüberliegenden 
Schaulöcher ab. Hierbei verführt die Maschine genau wie bei der 
dekadischen Subtraktion, indem sie bei unzureichenden Stellen des 
Minuenden in die nächstfolgende Stelle zur Linken übergreift und 
daselbst eine Einheit tilgt. Zugleich notiert sie die Anzahl der 
Kurbeldrehungen in demjenigen Schauloch der vorderen Zeile, welches 
der Kurbel zunächst steht. 

Man beginnt nun an der höchsten Stelle des Produktes, den 
Multiplikand mehrmals durch Kurbeldrehungen abzuziehen, bis die 
höchste Stelle im Zifferlineal weniger Einheiten hat als die höchste 
des Multiplikanden. Jetzt rückt man das Lineal um eine Stelle weiter 
links und setzt die Subtraktion fort, bis dasfelbe Kennzeichen dazu 
auffordert, das Lineal nochmals links zu schieben und so weiter. 
Zuletzt werden in der hinteren Zeile lauter Nullen, in den Schau- 
löchern der vorderen der vollständige Multiplikator zum Vorschein 
kommen. 

Der Vorgang ist derselbe wie beim Dividieren dekadischer 
Zahlen, wenn wir die Worte Produkt, Multiplikand, Multiplikator 
mit Dividend, Divisor, Quotient vertauschen, und man macht auch 
in den Fällen Gebrauch davon, wo die Division nicht aufgeht. Um 
aber möglichst viel Stellen des Quotienten entwickeln zu können, 
setzt man den Dividenden, auch wenn er nur wenige Stellen hat, 
ganz zur Linken der hinteren Zeile an. Bei der Bildung von Pro- 
dukten ist die vordere Zeile der Schaulöcher ziemlich nutzlos und 
höchstens zur Bestätigung da, dafs man die Kurbel richtig bewegt 
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hat. Bei der Division aber liefert diese Zeile das Resultat der Rech- 
nung, den Quotienten, und deshalb heifst sie auch die Quotientenzeile. 
Unentbehrlich ist sie jedoch auch bei der Division nicht, wenn 
man die Anzahl der Kurbeldrehungen abzählt. Darum mufste vor- 
dem bei Bestellungen *) auf Rechenmaschinen der Quotient eigens 
verlangt werden. 

Um den Dividenden einzustellen, ragen aus dem Zifferlineal 
die Achsen der Zifferblätter, welche in den Schaulöchern sichtbar 
werden, in Gestalt von kleinen Knöpfchen hervor, die einzeln mit 
der Hand gedreht werden können. Hierbei mufs das Lineal vorn 
gehoben werden. Trotz dieses Zeitverlustes und des anderen durch 
Einstellen der Spaltknöpfe auf den Divisor ist die Division eines 
zwöltstelligen Dividenden durch eine sechsstellige Zahl in !/, bis 1 
Minute auszuführen, Multiplikationen sechsstelliger Zahlen mit ein- 
ander in 20 Sekunden. 

Sind mehrere Produkte zu bilden und zugleich zu addieren, so 
erhält man die Summe einfach dadurch, dafs man den Auslöscher 
der Produktenzeile nicht benutzt, also an Zeit spart statt zusetzt. 

Weniger unbezweifelt ist die Zeitersparnis beim Radizieren 
mit der Maschine, obwohl Thomas ein eigens für sie bestimmtes 
Verfahren angiebt, welches darauf beruht, dafs Quwadratzahlen sich 
in Reihen von ungeraden Zahlen zerlegen lassen. Man wird sich 
statt dessen mit Vorteil der Quadrat- und Kubiktabellen bedienen 
und von der gegebenen Quadrat- oder Kubikzahl die nächst niedere 
der Tabelle abziehen. Sodann verdoppelt man die zugehörige Wurzel 
der Tabelle oder verdreifacht ihr Quadrat und dividiert damit ver- 
mittelst der Maschine in den Rest. Es lassen sich so, wenn die 
Tabellenwurzel »stellig war, noch n—1 Stellen durch Division 
entwickeln. 

Sei VA = a zu suchen, die Tafel gebe als n erste Wurzel- 
ziffern b und es sei a — b = c, ferner a? — b? = r, so wird statt c 
gebildet r: 2b und nach dem Fehler g = r : 2b — c gefragt. Man 
findet: 

r = 2be + 02 
und 
c? 0,5 ec 
= < To 
d. h. ist kleiner als eine halbe Einheit in der n — lten Stelle 
von e, also in der (2 n — 1)ten Stelle von a. 


*) Bezugsquellen: Mr.Payen, Chargé de l!’exploitation de l’Arithmometre, 
Paris, 44 Rue de Chateaudun; Arthur Burkhardt, vormals in Glashütte, 
Sachsen, jetzt in Braunschweig. Derselbe übernimmt auch Reparaturen von 
Pariser Maschinen. Die seinigen bekunden mehrere Fortschritte der Fabri- 
kation. 
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Hat man Y A = a zu bilden und findet aus einer Kubiktabelle 
als n erste Wurzelziffern b; ist ferner a — b? = r und a —b=e, 
so berechnet man mittels der Maschine r : 3b? und fragt nach dem 
Fehler Y = r : 3b? — e. Man hat: 


r —3b?c + 3bc? + c? 
c? g’ e 
v= t giS o 
d. h. % ist kleiner als eine Einheit der n — lten Stelle von ce oder 
der (2n — 1)ten Stelle von a. 

Rechenfehler begeht die Maschine nicht, wenn man die Kurbel 
stets im Sinne der Uhrzeiger dreht und Gewalt vermeidet, sobald 
man Widerstand spürt. Man halte nicht ein, wenn man aus Ver- 
sehen zu weit über den Aufhaltestift (E, Fig.c) hinaus gedreht haben 
sollte, sondern vollende die angefangene Drehung, auch wenn sie 
überzählig ist, denn eine Rückkehr ist nicht möglich. Wohl aber 
eine Verbesserung des entstandenen Fehlers, indem man den Stell- 
hebel versetzt und durch eine neue Kurbeldrehung die falsche Opera- 
tion in entgegengesetztem Sinne wiederholt. Darauf kehrt der Stell- 
hebel in seine erste Lage zurück und die Rechnung kann fortgesetzt 
werden. 

Hat man bei der Division den Divisor noch abgezogen, als der 
Dividend schon mit einer kleineren Ziffer. begann und eine Stelien- 
verlegung des Lineals nötig gewesen wäre, so treten mit der 
falschen Kurbeldrehung zur Linken vom Dividenden lauter Neun 
auf. Man macht auf dies Zeichen hin den begangenen Fehler rück- 
gängig wie vorbeschrieben. 

Zuweilen tritt bei der Kurbeldrehung ein plötzlicher Widerstand 
auf. In den meisten Fällen aber läfst er sich heben, indem man 
das Zifferlineal aufklapp. Nun wird die Kurbel mehrmals leer 
herumgeleiert, damit der Mechanismus nicht rückfällig wird. Man 
sehe stets darauf, dafs das Zifferlineal völlig niedergelegt ist, wenn 
die Kurbeldrehungen beginnen, und man versäume nicht, dasfelbe 
zu heben, wenn die Auslöscher wirken sollen. Endlich bewache 
man das Holz des Kästchens vor dem Werfen, wodurch sonst auch 
Verspannungen im Mechanismus erzeugt werden. ; 

Aufser diesen leicht zu beachtenden Regeln braucht der Rechner 
keine besondere Vorsicht anzuwenden, namentlich läfst sich die 
Geschwindigkeit der Kurbelbewegung sehr weit steigern. Repa- 
raturen sind selten nötig, aber zeitweises Ölen, was nach Reuleaux 
am besten so geschieht, dafs man die Maschine aus ihrem Kasten, 
von dem man sie losgeschraubt, herausnimmt, ihren unteren Teil, 
bis nahe unter die Deckplatte und die Zifferblätter, ganz in Öl taucht 
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und vor dem Eh gebrauch einen Tag lang abtropfen läfst. 
(Kommt Öl auf die Zifferblätter, so werden sie leicht unleserlich.) 


$. 76. 
i 

Der Bau des Arithmometers. Die glänzenden Leistungen der 
Maschine werden durch einen yerhältnismäfsig einfachen Mechanismus 
erzielt. Tafel II giebt den Hauptteil desfelben im wesentlichen 
nach einer Beschreibung und Abbildung von Reuleaux (Civil- 
ingenieur Bd. VIII, auch separat gedruckt, Freiberg 1862) wieder. 

Von den Figuren ist (f) als obere Ansicht des Arithmometers 
aus $. 75 bereits näher bekannt. Die Hauptfigur (c), ein Vertikal- 
schnitt parallel den Zifferspalten, zeigt links das Zifferlineal mit dem 
Zählwerk, rechts das sogenannte Schaltwerk. Zwei Elemente des letz- 
teren sieht man in (a) parallel den Längswänden des Kastens ge- 
schnitten. (b) stellt eine Zifferscheibe vor dem Übergang von 9 auf 
0 dar, (b) und (d) erklären die peii übertragung und (e) die Wirkung 
des Auslöschers. 

Die Handkurbel, deren Griff in Fig. c umgelegt ist, wirkt 
zunächst durch ein Kegelgetriebe auf die Triebachse Q, welche längs 
der Vorderwand des Kästchens horizontal läuft und, abermals durch 
Kegelgetriebe, das Schaltwerk bewegt, wovon ein Element in (c) 
in der Seitenansicht, und zwei in (a) im Durchschnitt sichtbar sind. 
Jedes Element besteht zunächst aus einer Walze B mit neun Zähnen, 
die sich staffelförmig übergreifen und nur etwa ?/, des ganzen Walzen- 
umfanges überdecken. An dem untersten der Zähne sind in der 
Figur e die Ziffern 9 bis O angeschrieben, die letztere an einer 
ungezahnten Walzenstelle. Diesen Ziffern entsprechen jene, welche 
auf dem Deckel neben den Spalten mit Stellknöpfchen stehen, wovon 
eines in Fig. c und zwei in (a) gezeichnet sind. Mit seiner stift- 
artigen unteren Fortsetzung bewegt jedes Knöpfchen ein kleines 
Zahnrad, den Läufer J, längs einer Vierkantachse, welche fast durch 
die ganze Breite des Kästchens reicht und dazu dient, die Bewegung 
des Schaltwerkes auf die Zifferblätter zu übertragen. Dies geschieht 
mittels der beiden, unter sich verbundenen und auf der Läuferachse 
verschieblichen, Kegelräder des Wendegetriebes, von denen immer 
eines in das Kegelrad des Zühlwerkes eingreift (s. zwischen L und G, 
Fig. ec). Der Läufer hat zehn Zähne (Fig. a). Wird er, während 
die darunter liegende Walze sich umdreht, von m Zähnen erfalst, so 
macht er sowohl als die Läuferachse m Zehntelumdrehungen. Je 
nach der Berührung des Wendegetriebes mit dem Zählwerk bewegt 
sich die Zifferscheibe C desfelben (Fig. b) um ebenfalls m Zehntel- 
drehungen recht- oder rückläufig, d. h. so, dafs immer höhere oder 
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immer niedrigere Zahlen unter das in Fig. b punktierte Schauloch 
(H, Fig. c) treten. 

In (c) ist das Wendegetriebe auf Addition und der Läufer 
auf 7 gestellt. Wird die Handkurbel im Sinne eines Uhrzeigers 
gedreht, so bewegen sich Triebachse, Walze, Läufer, Wendegetriebe 
und Zählwerk alle im Sinne der Pfeile, das Zifferblatt, Fig. b, recht- 
läufig und zwar um 7 Zehnteldrehungen, und es werden nach der 
im Schauloch sichtbaren Neun im Ganzen sieben Zahlen erscheinen, 
das Zifferblatt also sechs zeigen und in der neuen Lage vermöge 
seines gebogten Randes durch die schwache vorn gekrümmte 
Feder festgehalten werden. War das Wendegetriebe dagegen auf 
Subtraktion gestellt, so bewegt sich das Zifferblatt rückläufig um 
sieben Zähne, also bis die Zahl zwei unter das Schauloch tritt. 

Wir sahen schon, dafs beim Ubergang von 9 auf O sich das 
nächste Zifferblatt zur Linken um einen seiner Bogenzähne weiter 
bewegt, entsprechend dem Zehner, welcher von dem anderen Ziffer- 
blatt verschwand. Diese Zehnerübertragung könnte so erfolgen, dafs 
die getriebene Zifferscheibe mit einem besonders hervorragenden 
Zahn in ein Nachbarrad eingreift, welches seinerseits mit dem 
nächsten Zählwerk zur Linken derart in Berührung stände, dafs sich 
dasfelbe rechtläufig um eine Zehnteldrehung weiter bewegt. Es ist 
dabei vorausgesetzt, einmal dafs das Zählwerk zur Linken stillstehe, 
wenn der Zehnerzahn eingreift, da er sonst gar nicht zur Wirkung 
käme; sodann dafs die Läuferachse zur Linken frei beweglich sei, 
also kein Hindernis bilde, wenn immer der Zehnerzahn eingreift. 
Das erste wäre dadurch zu erreichen, dafs sich die Walzen des 
Schaltwerks nicht gleichzeitig, sondern von rechts nach links eine 
nach der anderen in Bewegung setzen; das zweite dadurch, dafs 
man die Stellung der Zifferblätter nicht weiter sichert als durch die 
schon angegebene schwache Feder. Dann aber könnten bei rascher 
Bewegung des Mechanismus Fehler als Folge der Trägheit der 
einzelnen Teile entstehen und es mufs daher die Bewegung der 
Zifferblätter in dem Augenblick gehemmt werden, wo der letzte 
Schaltzahn der Walze in den Läufer eingegriffen hat. Dazu sitzt 
auf der Läuferachse die Sperrscheibe A und auf der Walzenachse ein 
Cylinderstück, welches dem letzten Schaltzahn der Walze unmittelbar 
nachfolgt und sofort nach dessen Wirkung in einen Bogenzahn der 
Sperrscheibe hemmend eingreift. Nur solange der gezahnte Bogen 
der Walze an dem Läufer vorbeigeht, ist diese Hemmung unter- 
brochen. Sie mufs aufserdem eigens ausgelöst werden, wenn der 
Zehnerzahn in das nächste Zifferblatt eingreifen soll. 

Um dies möglich zu machen, ist die Zehnerübertragung in eine 
vorbereitende und eine ausführende Bewegung des Mechanismus 
zerlegt. Der vorspringende Zapfen am Zifferblatt (b und c) in der 
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Lücke zwischen den Ziffern 4 und 5 dient nur, um die Bewegung 
vorzubereiten, sobald das Zifferblatt von 9 auf O rückt. Er drückt 
gegen einen einarmigen Hebel, den Ausrücker D, und dieser gegen 
einen zweiarmigen, welcher schief bis zu einem Schieber neben der 
Achse der nächsten Walze links hinüberreicht (d) und diesen etwas 
herauszieht (c). Dadurch rückt der erwähnte Hemmeylinder auf 
dem Vierkant der Walzenachse etwas vor und stellt der Sperrscheibe 
einen Teil gegenüber, welcher für den Vorbeigang von zehn Zähnen 
statt von neun ausgeschnitten ist. Zu gleicher Zeit ist die Walze 
mit dem zehnten Schaltzahn versehen worden, denn mit dem Hemm- 
cylinder verbunden sieht man in (c) und (a) einen Arm mit seitlichem 
Stift, welcher in der punktierten Lage bereit ist, in das dem Läufer 
an Umfang und Zahl der Zähne gleiche Rad zu greifen, sobald die 
neun Walzenzähne den Läufer passiert haben. Unmittelbar nach 
der Wirkung des Zehnerzahnes ist die Läuferachse wieder durch 
Sperrscheibe und Hemmeylinder gebremst. Der Zehnerarm aber, 
der nun wieder überflüssig geworden ist, wird durch eine Schrauben- 
fläche an seiner Nabe, die über einen festen Stift gleitet, in seine 
vorige Lage zurückgeschoben. 

Der Zehnerzahn fehlt bei der ersten Walze rechts, weil auf ihr 
Zifferblatt keine Zehner übertragen werden. Dagegen liegen ganz 
zur Linken des Schaltwerkes noch zwei Walzen, welche nur zum 
Übertragen der Zehner auf höhere Stellen dienen und über welchen 
sich demnach kein Schlitz und Stellknöpfchen befindet. Der Raum 
links vom Schaltwerk wird als Behälter der Kommas und sein Deckel 
als Schreibtafel benutzt. 

Durch Übertragen eines Zehners auf das nächste Zifferblatt 
links kann dort wieder eine Zehnerübertragung nötig werden, und 
bereitet sich dann auch mittels des Ausrückers vor, könnte indes 
erst bei der nächsten Kurbeldrehung vollzogen werden, wenn alle 
Walzenzähne gleichzeitig die Läufer passiert hätten. Das ist aber 
nicht der Fall, vielmehr ist an jeder Walze zur Linken der Vorüber- 
gang um je einen Zahn verzögert und jede vorbereitete Zehnerüber- 
tragung kann demnach noch ausgeführt werden. Hieraus erklärt 
sich zugleich, warum die Walzen des Schaltwerkes nicht von kleinerem 
Umfang und rundum gezahnt sein können. Stellt man Eins in der 
Einerspalte und lauter Neun in der Produktenzeile ein, gegenüber 
dem letzten Elemente zur Linken des Schaltwerkes aber eine Null, 
den Stellhebel endlich auf Addition, so kommen bei der Kurbel- 
drehung alle Zehnerzähne der Reihe nach zur Wirkung, und der 
letzte . dreht sein Zifferblatt auf Eins, während die übrigen Ziffer- 
scheiben sämtlich auf Null gegangen sind. 

Wie der Stellhebel in das Wendegetriebe eingreift, ist auf Tafel I 
nicht angegeben. Es genügt anzuführen, dafs eine Verstellung 
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desfelben nur nach vollen Umdrehungen der Handkurbel möglich 
ist und sich vermöge der durchlaufenden Achse und Schiene, 
deren Schnitte in (c) unter und über L zu sehen sind, auf sämt- 
liche Elemente zugleich erstreckt. Von dem Zählwerk greifen je- 
doch nur diejenigen Elemente ein, welche nicht rechts über den 
Kasten hinausragen und nur dann, wenn das Zifferlineal niederge- 
legt ist. 

Wie die Einerwalze den Multiplikator oder den Quotienten er- 
zeugt, ist ebenfalls aus der Zeichnung nicht ersichtlich. Dagegen 
ist der Auslöscher @ des Zählwerkes in (c) im Schnitte und in (e) in 
oberer Ansicht skizziert. Dicht über den Kegelrädern des Zähl- 
werkes liegen noch einmal kleinere cylindrische Räder mit neun 
Zähnen und einer Zahnlücke N unter der Null des Zifferblattes. Da- 
neben läuft die Zahnstange @ des Auslöschers dem ganzen Zählwerke 
entlang und kann durch den Triebknopf am linken Ende des Ziffer- 
lineals hin- und hergeschoben werden, wobei eine starke Spiralfeder 
die Triebknöpfe immer wieder zurückdreht. Sobald sich nun die 
Zahnstange vorwärts bewegt, trifft eine Abschrägung derselben auf 
den Stift, welcher die Stange zum Ausweichen gegen das Zählwerk 
und zum Eingreifen in die Zahnrädchen zwingt, bis letztere ihr die 
Lücke zukehren und die Zifferblätter zugleich auf Null zeigen. 
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Theorie der Beobachtungsfehler. 


§. 77. 


Einflufs der Messungsfehler. Unsere Messungen sind im 
allgemeinen nicht fehlerfrei. Je nachdem wir nun die unmittelbar 
gemessenen Stücke selbst oder erst gewisse von ihnen abhängige 
Gröfsen zu kennen verlangen, ist es der Messungsfehler selbst oder 
eine Funktion von ihm, was das Resultat der Messung entstellt. Wir 
wollen die Beobachtungsfehler als bekannt voraussetzen, um zunächst 
ihren Einflufs auf das verlangte Resultat zu berechnen. 

Es seien die Gröfsen X, Y :... gesucht, statt ihrer aber x, y .... 
gemessen, die Messung also mit Fehlern 4g, Ay .... behaftet, 
derart dals 

æ + Jıe=X y AY iais 
und es werde als Endergebnis der Messung die Gröfse f(X, Y ....), 
worin f ein Funktionszeichen, zu kennen verlangt; dann ist der Ein- 
flufs p der Messungsfehler auf f(X, Y ....) zu berechnen, für den 
Fall, dafs wir anstatt X,Y .... die unmittelbaren Messungsergebnisse 
%,Y .... einzuführen genötigt sind. Es wird also gefragt nach der 
Differenz: 


alt ee IF Gat AIAT EESC $, 


Obwohl diese Rechnung in vielen Fällen auf elementarem Wege 
ganz bequem ausführbar ist, und immer auf geschlossene Ausdrücke 
führen wird, wenn die Funktion eine algebraische mit positiven 
ganzen Exponenten ist, so erspart man doch in anderen Fällen 
manche Weitläufigkeiten, indem man sich zu solchen häufig vor- 
kommenden Rechnungen des Taylor’schen Lehrsatzes bedient. 
Derselbe lautet bekanntlich für eine Funktion von beispielsweise 
zwei Variabeln: 
Vogler, Praktische Geometrie. 13 
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© 
fa + Js, y+ I) =) + (Z OF Ja 4 ay) 


1 a TE a a: 
AE RRS. 022 > IRRE av) 


F 
pr 3I 


1 
tg 
+ 
Man erhält für y daraus in einer noch übersichtlicheren Schreibweise 
und für beliebig viele Variabeln: 


er A RR D df 
TTP TE, 3 AET ; 9°) 


rl 
A ee 


Wenn diese Reihe rasch konvergiert, wie es für kleine Fehler Ix 
und 4y meist der Fall ist, so reicht das erste Glied der Reihe zur 
Darstellung von $ hin und man hat demnach für eine Funktion 
mehrerer Variabeln #,9,2.... 
O © ð 

p= 4r + Ayt AeH a (9) 
Weifs man nur, dafs es sich um endliche Fehlergröfsen handelt, so 
ist es erlaubt, statt Ax, dy .... da,dy.... zu schreiben. In (2) ist 
der Einflufs des Fehlers jeder einzelnen Messungsgrölse x,y, z 
ersichtlich. Das Verhältnis dieses Einflusses zum Messungsfehler 
ist jedesmal gleich dem partiellen Differentialquotienten, genommen 
nach der Variabeln, welche mit dem Fehler behaftet ist. 

Beispiel. Von einem rechteckigen Grundstücke sei die Länge x 
mit + fx, die Breite y mit — Ay Fehler behaftet. Den Einflufs 
der Fehler auf den Inhalt des Grundstückes zu berechnen. 

Auf elementarem Wege findet man sehr leicht: 

fey) =at. y 

fla + Ay — Ay) =ıy + ydi — zAy— Ardy, 
folglich: g= yda—xdy— AxAIy 
Die Taylor’sche Reihe führt begreiflicherweise genau auf dasfelbe 
Resultat, doch werden wir nach (2) ohne weiteres das letzte Glied 
vernachlässigen. 

Beispiel. In einem ebenen Dreiecke (Fig. 83) sei die Basis a 
und die anliegenden Winkel ß und y gemessen worden, letztere 
mit den Fehlern 4f und 4y Sekunden. Man berechne den Ein- 


flufs p und % dieser Fehler auf die Koordinaten é und y der Drei- 
ecksspitze. Aus der Figur hat man: 
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sin B NER IA sin Ë cos y 

Ray) 
Mu 

sin(ß + y) 
Wir setzen dB = AB : 206265 und dy = 4y : 206265, wodurch 
wir die Winkelfehler in analytischem Mafse ausgedrückt haben. 
Sodann erhalten wir durch Differenzieren nach (2): 


Man 


dre 


n =bsiny Sa 


iE =a aß — sin Bay _ 
2sin? (B + 7) (3) 
By: sin?ydß + sin? Pay u 


sin? (B + 7) 

Wenn statt nach @ und Y nach dem Einflufs eines Fehlers 4 a 

der Basis gefragt würde, so fände sich gleich einfach auf elementarem 

Fig. 83. Wege oder nach (2), dafs Ja sich mit 

demselben Faktor multipliziert, mit welchem 
a in & und n multipliziert erscheint. 

In den Fällen, wo nach logarithmischen 
Formeln numerische Beispiele zu berechnen 
sind, kann man den Einflufs der Fehler 
mit Hilfe der logarithmischen- Differenzen 
bequem ermitteln, ohne eine allgemeine Formel dafür zu entwickeln. 
Man stellt dabei fest, welche Anderung das logarithmische Resultat 
durch Änderung der Beobachtungszahlen erlitte und berechnet 
schliefslich, wie weit die Zahl durch Änderung ihres Logarithmus 
beeinflufst wird. 

Beispiel. In Fig. 83 seien 

a — 114232 , = 24412172”. , Be: 890 38772837 
Man ermittele die Änderung in b, wenn yund ß um je 10” wachsen. 
log a —4,241128 


d.e. log sin (y + B)—0,002511 Änderung für 20” Zuwachs: —:--- 4 
log sin y = 9,612783 z PrO” „+++ +47 
logb = 3,856 422 eventueller Zuwachs: + »---43 


b — 7184,92 m, eventueller Zuwachs: + 43 : 60 = + 0,72m, 


da an dieser Stelle der Tafel der Logarithmus sich für jede Einheit 
der Zahl um 60 Einheiten der letzten Dezimale ändert. 

Wenn es sich nicht um die absolute Fehlergröfse, sondern nur 
um das Verhältnis des Fehlers zu dem Resultat handelt, so ist es 
bequem, vor der Differentiation zu logärithmieren. 

Beispiel. Das Verhältnis zu bestimmen, in welchem n in Fig. 83 
fehlerhaft wird, infolge von Fehlern in y und ß. 

13* 


www.rcin.org.pl 


196 Abschn. I. Kap. VI. Theorie der Beobachtungsfehler. 


Durch Logarithmieren von y nach der Basis e bekommt man: 
logn = loga + logsinß + logsiny — logsin(ß + y) 
sodann durch Differenzieren: 


A = eoßdß + cotydy — cot(B + y)dab — cot(B + y)dy 


K” A REN sinydß rt sin ßdy 
n  sinßsin(ß + Y) 


ler: 
he sinysin(ß + y) 
Dasfelbe Resultat erhält man, wenn der Quotient Y : n aus (3) 
berechnet wird. 


$: 78. 


Arten der Messungsfehler. Von welcher Art und Entstehung 
die Messungsfehler seien, blieb bisher unerörtert. Es giebt deren 
solche, welche sich bei jeder Messung derselben Gattung wiederholen, 
weil sie der Beobachtungsmethode oder dem Instrument dauernd 
anhaften. Sie heifsen darum regelmäfsige Fehler und ihr Einflufs 
läfst sich, wenn man ihren Betrag erst kennt, nach dem vorigen 
Paragraphen berechnen. Umgekehrt läfst sich auf ihren Betrag 
schliefsen, wenn ihr Einflufs in dem Resultat deutlich hervortritt. 
Hierhin gehören z. B. dauernde Ausdehnungen von Längenmals- 
stäben über das Mafs hinaus, welches sie angeben sollen, die Pro- 
jektionsfehler eines Abloters (§. 52 und 53) und mehr dergleichen. 

Ganz anderer Art sind die zufälligen Messungsfehler, deren 
Betrag bei jeder neuen Messung unaufhörlich wechselt und dabei 
das Messungsergebnis ebenso oft vergrölsert als verkleinert. Sie 
entstehen aus dem Zusammenwirken von Ursachen, deren Einflufs 
im einzelnen sich unserer Beobachtung entzieht, so dafs ihre gemein- 
same Wirkung nur dem Zufall zu folgen scheint. Von dieser Art 
sind z. B. die Fehler, welche erhalten werden, wenn man eine genau 
bekannte Länge mit wohlverglichenen hölzernen Mafsstäben, und 
zwar immer mit denselben und unter scheinbar gleichen Umständen, 
wiederholt und sorgfältig abmisst. 

Aber auch die zufälligen Fehler müssen wir uns gewissen 
Regeln unterworfen denken. So ist es logisch notwendig anzu- 
nehmen, dafs unter unendlich vielen zufälligen Beobachtungsfehlern 
gleichen Ursprungs entgegengesetzt gleiche Beträge gleich häufig 
vorkommen; eine Abweichung hiervon würde uns zwingen, auf eine 
regelmä/sig wirkende Fehlerquelle zu schliefsen. Neben dieser Er- 
wägung beweist die Erfahrung, dafs kleine absolute Werte der 
Beobachtungsfehler verhältnismäfsig häufiger auftreten als grofse 
und dafs bei jeder Art der Messung den Fehlerbeträgen gewisse, 
wenn auch nicht genau angebbare Grenzen gezogen sind. Hieraus 
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ergiebt sich ein Recht, von einem gesetzmäfsigen Auftreten der 
einzelnen Fehlerbeträge zu sprechen und die gesetzmäfsige Häufigkeit 
ihres Auftretens zu suchen. C. F. Gaufs hat dafür auf rein theo- 
retischem Wege eine analytische Form (das sogenannte Gaufs’sche 
„Fehlergesetz“) gefunden, welche unter gewissen Bedingungen mit 
grofser Annäherung das Gesetz der relativen Häufigkeit oder 
Wahrscheinlichkeit zufälliger Fehler darstellt und von der Erfahrung 
in vielen Fällen bestätigt wird, soweit aus einer endlichen Fehler- 
anzahl auf die Richtigkeit von Regeln geschlossen werden kann, 
die streng genommen nur für unendlich viele Fehler abgeleitet sind 
und auch dann nur bedingungsweise gelten. 

Um fehlerfrei zu arbeiten, bedürfte es der Kenntnis sowohl der 
regelmäfsigen als der zufälligen Messungsfehler. Man wird zum 
mindesten bemüht sein, beide voneinander zu trennen. Sind die 
regelmäfsigen Fehler und ihre Ursache einmal gefunden, so lassen 
sie sich bei neuen Messungen vermeiden oder am Instrument be- 
seitigen oder in Rechnung ziehen. Die zufälligen Fehler sind 
dagegen unvermeidlich, sie lassen sich blofs einschränken, und zwar 
dadurch, dafs man die Anzahl der Ursachen vermindert, welchen 
zufällige Fehler ihre Entstehung verdanken. So vermindert z. B. 
ein Glasmantel um eine Libellenröhre die Ursachen, welche ungleiche 
Erwärmung der Enden der Luftblase und infolgedessen fehlerhafte 
Lage derselben bewirken. Und weil Fehler derart, im Freien 
wenigstens bei den mannigfaltigen Wärmequellen, den Charakter 
des Zufälligen tragen, so werden damit zugleich die zufälligen Ein- 
stellungsfehler der Libelle eingeschränkt. 

Während also aus einer Reihe von Beobachtungen regelmäfsige 
Fehler sich so ermitteln lassen, dafs man bei neuen Messungen der 
gleichen Art ihren Betrag im voraus angeben kann, ist dies bei 
zufälligen offenbar nicht möglich. Gleichwohl läfst sich aus gegebenen 
zufälligen Messungsfehlern ein Malsstab für die zu erwartenden 
gewinnen. Denkt man sich alle bei einer bestimmten Messung 
überhaupt möglichen zufälligen Beobachtungsfehler, deren Gesamt- 
anzahl unendlich ist, ihrer absoluten Gröfse nach geordnet und 
denjenigen herausgegriffen, welcher von den übrigen ebenso oft 
übertroffen als nicht erreicht wird, so ist dies der sogenannte 
wahrscheinliche Fehler, so genannt, weil die Wahrscheinlichkeit gleich 
grols ist, dafs der zufällige Fehler einer neuen Beobachtung gröfser 
oder kleiner als jener gefunden werde. Weil aufserdem, entsprechend 
der Grundeigenschaft zufälliger Fehler, die Wahrscheinlichkeit gleich 
grols ist, dafs er positiv oder negativ ausfalle, so setzt man dem 
wahrscheinlichen Fehler, wenn er bekannt ist, das Doppelzeichen + 
vor. Giebt man z. B. als Länge einer Linie 137,24m und als 
wahrscheinlichen Fehler + 0,06 an, so sagt dies aus, dafs die Messung 
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137,24 m ergeben hat und die Wahrscheinlichkeit gleich grofs ist» 
dafs der begangene Messungsfehler zwischen den Grenzen + 0,06m 
und — 0,06 m oder aufserhalb derselben liegt. 

Schon aus einer endlichen Anzahl gegebener gleichartiger 
Messungsfehler läfst sich der wahrscheinliche Fehler mit grofser 
Annäherung entnehmen. Je grölser jene Anzahl ist, um so mehr 
wird sich darin das Gesetz der Häufigkeit aussprechen, mit welcher 
die verschiedenen Fehlergröfsen auftreten; um so mehr wird man 
also berechtigt sein, denjenigen als wahrscheinlichen Fehler heraus- 
zugreifen, wecher von 2n — 1 gegebenen und nach ihrer Gröfse 
geordneten Messungsfehlern der nte ist. 

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung lehrt noch andere Wege, um 
den wahrscheinlichen Fehler einer Messung aus einer gegebenen 
Reihe von Fehlern zu berechnen. Bildet man die Summe der Quadrate 
aller Fehler und dividiert sie durch ihre Anzahl, so erhält man durch 
Ausziehen der Wurzel aus dem Quotienten zunächst den mittleren 
Fehler. Dieser mit ?2/; oder genauer mit 0,67449 multipliziert giebt 
den wahrscheinlichen. Es kann also auch der mittlere Fehler, 
ebensogut wie der wahrscheinliche, einen Mafsstab abgeben, nach 
welchem die zu erwartenden Fehler bei erneuten Messungen beurteilt 
und zugleich die Güte der vorliegenden Messungsergebnisse geschätzt 
werden darf. Der angeführte Koeffizient ist jedoch nur gültig, 
wenn die gegebenen Fehler das gesetzmälsige Auftreten zufälliger 
Messungsfehler wenigstens näherungsweise erkennen lassen. Streng 
genommen sollte überdies der mittlere Fehler nicht aus einer endlichen 
Anzahl beobachteter, sondern aus allen möglichen, also unendlich 
vielen Beobachtungsfehlern, mit Rücksicht auf die Häufigkeit ihres 
Auftretens, gebildet sein. 

Zur Schätzung der Güte vorliegender Messungsergebnisse könnte 
der mittlere Fehler immerhin dienen, auch ohne seine einfache 
Beziehung zu dem wahrscheinlichen; dennoch wird man die Unter- 
suchung, ob die gegebenen Beobachtungsfehler nach dem Gesetze 
zufälliger Fehler auftreten, in allen wichtigen Fällen schon deshalb 
führen, um zu erkennen, ob man es blo/s mit zufälligen Fehlern zu 
thun hat oder ob die Beobachtungen noch durch systematische 
(regelmäfsige) Fehler entstellt erscheinen. Zu dieser Untersuchung 
geben die nachfolgenden Betrachtungen ein Mittel an die Hand. 
Dabei schliefsen wir uns in wesentlichen Punkten an Helmert’s 
„Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate“, 
Leipzig 1872, an, um uns kurz fassen und doch dem Leser Gelegen- 
heit bieten zu können, das hier Unausgeführte nach einem speziellen 
Lehrbuche zu studieren, was noch dadurch erleichtert werden mag, 
dafs wir hier und künftig die Helmert’schen Bezeichnungen bei- 
behalten. 
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$. 79. 


Gesetzmäfsigkeit zufälliger Fehler. Wie zuvor gesagt, ist 
die Wahrscheinlichkeit o (£) des Eintreffens einer bestimmten Fehler- 
gröfse € sehr nahe darzustellen durch das G@aw/fs’sche Fehlergesetz, 
und dieses lautet: 

g (E) = ne PO en 
Hierin ist unter p (£) die relative Häufigkeit oder Wahrscheinlichkeit 
des Fehlers & zu verstehen, d. h. das Verhältnis der Anzahl von 
Fällen, in welchen unter sehr vielen Fehlern der Fehler & zu erwarten 
ist, zu der Anzahl der Fehler überhaupt. Also ist ọ (€) ein sehr 
kleiner Bruch, und eine verschwindend kleine Grölse, wenn streng 
genommen die Anzahl aller möglichen Fehler gleich unendlich gesetzt 
wird. Unter e wird die Basis der natürlichen Logarithmen verstanden, 
c und h sind Konstanten, von welchen die letztere mit der Gröfse des 
wahrscheinlichen Fehlers wechselt und die erstere erhalten wird 
für € = 0, also die Wahrscheinlichkeit des Fehlers Null bezeichnet. 

Aus (4) erkennt man, dafs kleine Fehler häufiger auftreten als 
grolse, denn @(&) ist eine mit wachsendem & sehr rasch fallende 
Funktion. Und obgleich hiernach auch sehr grofse & noch als 
möglich angenommen werden, so ist doch die Wahrscheinlichkeit 
ihres Auftretens, verglichen mit der des Fehlers € = 0, aufserordentlich 
gering, übereinstimmend mit der Erfahrung, welche lehrt, dafs bei 
Messungen gewisse Fehlergröfsen so gut als niemals überschritten 
werden. | 

Über unendlich kleine Fehlerwahrscheinlichkeiten kann freilich 
die Erfahrung nicht entscheiden. Wir fassen jedoch, wie es z. B. 
durch Abrunden der Messungsergebnisse sowohl als auch der 
Messungsfehler thatsächlich geschieht, jeden vorkommenden Fehler & 
als Repräsentanten der Gruppe derjenigen auf, welche zwischen den 
Grenzen € — 1 4 und € + !/4 gelegen sind und deren jedem 
wir gleiche Wahrscheinlichkeit beilegen. Unter 4 ist eine sehr 
kleine Gröfse, etwa die Einheit der letzten beibehaltenen Dezimale 
verstanden und unter @(&) verstehen wir nunmehr die (endliche) 
Wahrscheinlichkeit des Auftretens eines Fehlers der genannten 
Gruppe. Für eine noch enger begrenzte Fehlergruppe, z. B. diejenige 
zwischen den Grenzen & und & + de, ist die Fehlerwahrscheinlich- 
keit ® dann augenscheinlich aus der Proportion zu berechnen; 

o: O (8) —=de:.d. 
Es steht uns jederzeit frei, die € durch 4, etwa in Einheiten der 
letzten beibehaltenen Dezimale auszudrücken, also 4 = 1 zu setzen. 


Dann wird 
u = gp(e)de 
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Die Summe aller @ zwischen den Grenzen €&=—aunde=-+-.a, oder: 
+a +a 
EZol)de = a Eede 
~et Ok -mg 


giebt die Wahrscheinlichkeit an, dafs bei einer Messung gegebener 
Art irgend ein Fehler zwischen den Grenzen — a und + a zum 
Vorschein komme, oder zwischen den Grenzen 0 und a, wenn man 
blofs die absoluten Fehlergröfsen ins Auge falst. Wir ersetzen 
vorstehende Summe mit um so grölserem Recht durch das Integral: 
+a a 
edler rede: E cr E L) 
=g 0 . 
je kleiner wir 4 annehmen durften, weil damit ọ (e)de um so näher 
die relative Häufigkeit der Fehler zwischen & und & + de darstellt. 
Liefse sich ein Grenzfehler A angeben, der bei der Beobachtung 
niemals überschritten werden kann, so wäre ohne Frage die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs ein vorkommender Fehler zwischen 0 und A 
liegt, der Gewifsheit gleich, das heifst: 


A A 
2 /p(E)de =2Jce-Prds — |]. 
0 0 


Die Wahrscheinlichkeit, dafs ein Fehler zwischen dem negativen 
und positiven Wert des wahrscheinlichen Fehlers ọ erscheint, ist 
nach der Definition des letzteren !/,.. Vorstehendes Integral nimmt 
also den Wert !/; an, wenn A durch ọ ersetzt wird. Dagegen bleibt 
der Wert des Integrals unverändert, wenn wir A gegen ® ver- 
tauschen, sobald wir bedenken, dafs die Wahrscheinlichkeit von 
Fehlern > A verschwindet. Somit gilt auch: 


2o feeds. 
0 


Das hier vorkommende Integral gehört zu den Gammafunktionen, 
und sein Wert ist: 


+} 


e-Pede — Vr i 
2h 


0 


Zur Berechnung von c hat man daher die beiden vorigen Gleichungen 
zu vereinigen: 


Aar ES E, 


Somit ist nach Einsetzen dieses Wertes in das Integral (5), das wir 
mit w bezeichnen wollen, 


ee u [er ras 
Vx 


0 
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Setzen wir darin ke —= t, so wird die Wahrscheinlichkeit, dafs bei 
einer Beobachtung ein Fehler zwischen den Grenzen — a und + a 


auftrete: 
ha 


v= yz | a TOER EOR PITAR) 


Den Integralwert z7- J e-®"dt hat man in Tafeln gebracht 
x 

nach dem Argumente T —= ha. Umgekehrt findet man aus diesen 
Tafeln durch Interpolation bei gegebenem w die Gröfse T. Anibale 
Ferrero’s Lehrbuch der Methode der kleinsten Quadrate (Florenz 
1876) enthält den Integralwert siebenstellig für T = 0,00 bis 
T = 3,00; die Wahrscheinlichkeitstheorie von A. Sawitsch, 
Leipzig 1863, giebt dieselbe Tafel nur bis T = 2,00. Folgendes ist 
davon ein Auszug: 


T wW y i w 
0,00 0,000 00 1,50 0,966 11 
0,10 0,112 46 1,60 0,976 35 
0,20 0,222 70 1,70 0,983 79 
0,30 0,328 63 1380 -  0,98909 
0,40 0,428 39 1,90 0,992 80 
2,00 0,995 32 
0,47 0,493 75 2,10 0,997 02 
0,48 0,502 75 2,20 0,998 14 
0,49 0,511 67 2,30 0,998 86 
0,50 0,520 50 2,32 0,998 9655 
0,60 0,603 86 2,33 0,999 0162 
0,70 0,677 80 2,34 0,999 0646 
0,80 0,742 10 
0,90 0,796 91 2,40 0,999 31 
1,00 0,842 70 2,50 0,999 59 
1,10 0,880 21 2,60 0,999 76 
1,20 0,910 31 2,70 0,999 87 
1,30 0,934 01 2,80 0,999 93 
1,40 0,952 29 2,90 0,999 96 
1,50 0,966 11 3,00 0,999 98 
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Für w= N, finden wir T = ho = 0,476 94. Für ein gfaches 
von ọ ist zu setzen: 


T = ha = gho = 0,476 94q 


und mit diesem Werte in die Tafel einzugehen, um das zugehörige 
w zu entnehmen. 

Nunmehr kann man sich leicht überzeugen, ob eine gegebene 
Reihe von Fehlern sich dem Gaufs’schen Gesetze anschlielst. Man 
berechne ọ = 0,67449 u (wenn u der mittlere Fehler) und sehe 
zu, in welchem Verhältnisse die Fehler von 0 bis g'ọ, von O bis 
q"ọ ... in der Gesamtzahl vertreten sind. Sodann berechne man 
die theoretische Wahrscheinlichkeit derselben Fehlergruppen, indem 
man mit 0,477 q in die Tafel eingeht, und vergleiche die Wahr- 
scheinlichkeit des Vorkommens mit der Wirklichkeit. Sobald beide 
nahe übereinstimmen, ist das Gaufs’sche Fehlergesetz als erfüllt 
und ọ als richtig berechnet zu betrachten. 

Es ist dabei aber vorausgesetzt, dafs positive und negative 
Fehler gleich häufig unter den gegebenen auftreten, da sonst auf 
das Vorhandensein anderer als zufälliger Fehler geschlossen werden 
mülste. Ebenso sieht man leicht ein, dafs bei Abwesenheit konstanter 
Fehler auch die Summe der ersten und selbst höherer Fehlerpotenzen 
für die Reihe der positiven und negativen Fehler gleich ausfallen 
mufs, und dies um so genauer, je grölser ihre Gesamtzahl ist. 

Für die meisten Untersuchungen reicht es aus zu wissen, dafs 
nach dem Gaufs’schen Fehlergesetz unter 1000 Beobachtungen 
vorkommen: 


264, deren Fehler zwischen — !/;, ọ und + !/; ọ liegen; 


500, n n n TEN 0 n ae Q ” 
688, » ” n 5% 3/3 0 „5 7 3/2 o ” 
823, n n ” 2 0 a» “He 2 Q n 
956, n n » EE O a» +3 Q n 
HOB h k N -4eoe,.+4e „ 
999, ” n n —D5 Q n + 5 Q n 


Beispiel. Beim Abstecken der Achse des Gotthardtunnels hat 
C. Koppe ein Dreiecksnetz über das Gebirge gelegt, worin sich 
19 Dreiecke finden, deren sämtliche drei Winkel gemessen wurden. 
Die Beobachtungsfehler bewirken, dafs die theoretische Winkel- 
summe im Dreieck: 


180° + sphärischer Exzefs, 


um Überschüsse € von der Summe je dreier gemessenen Winkel 
übertroffen wird. 
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Die & lauten, nach der absoluten Grölse geordnet, in Sekunden: 


€ RR ; € £2 
— 0,60 0,4 + 2,29 5,2 
— 0,64 0.4 — 14 5,3 
+ 1,12 1.3 — 2,69 1,2 
— 1,39 1,9 — 3,13 9,8 
+ 1,49 2,2 + 3,63 13,2 
+ 1,74 3,0 + 3,69 13,6 
+ 1,83 3,4 — 3,74 14,0 
— 2,06 4,2 + 4,22 17,8 
+ 2,18 4,8 + 4,99 24,9 
— 2,28 5,2 
Zunächst stellen wir hiernach zusammen: 
— ê +e 
ARADI O E A ERE 9 10 
Summe ihrer Beträge. . . 22,5 23,5 
Summe ihrer Quadrate . . 62,0 75,8 


Demnach zeigen die Dreieckswidersprüche & den Charakter 
zufälliger Fehler. Wir zählen nun den wahrscheinlichen Fehler ab. 
Unter 19 steht der zehnte in der Mitte, sein absoluter Betrag 
ist 2,28”. Da aber bei nur 19 Fehlerwerten das Abzählen kein 
sehr sicheres Ergebnis liefert, so berechnen wir auch den mittleren 
Fehler u und daraus den wahrscheinlichen ọ. Die Summe der 
Fehlerquadrate dividiert durch ihre Anzahl ist: 


187,8: 10 Ta ee 
u = V72 = DE 2,69" 
oe = 0,67449u = + 1,81" 
was nicht unbeträchtlich von dem abgezählten Betrage abweicht. 


Nach der vorhin gegebenen Tabelle kommen nun, absolut 
betrachtet, unter 19 Fehlern vor: l 


theoretisch thatsächlich 


Zwischen 0 und 1/0 5 2 
A" M URA. 4,5 4 
n 0.5 20 6 8 
& a rgo 2,5 5 
über 30 1 0 


Hier erkennt man allerdings eine Anhäufung der Fehler zwischen 
den Beträgen ọ und 30 und darin zugleich den Grund für die 
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Differenz des abgezählten und des berechneten wahrscheinlichen 
Fehlers. Diese Anomalie deutet an, dafs die & nicht rein zufällige 
Fehler sind, sondern dafs sich von ihnen noch solche Fehler (Teilungs- 
fehler, persönliche Auffassung einzelner Visuren) ausscheiden lassen, 
welche nach anderen Gesetzen entstehen *). 


$. 80. 


Durchschnitts- und mittlerer Fehler. Wir haben zur Schätzung 
der Güte vorliegender Beobachtungsreihen den wahrscheinlichen 
Fehler ọ und nächstdem den mittleren Fehler u kennen gelernt. 
Auch der Durchschnittsfehler 9 kann diesem Zwecke dienen. Man 
versteht darunter das arithmetische Mittel der absolut genommenen 
Fehler einer gegebenen Beobachtungsreihe, oder deren Summe divi- 
diert durch ihre Anzahl, und man berechnet aus dem Durchschnitts- 
fehler den wahrscheinlichen durch Multiplikation mit 0,845 35. Die 
Koeffizienten zur Ableitung des wahrscheinlichen aus dem mittleren 
und dem Durchschnittsfehler lassen sich, anknüpfend an das Voran- 
gegangene und unter Annahme des Gau[s’schen Fehlergesetzes, für 
Reihen von unendlich vielen Beobachtungen wie folgt ableiten. 

Der einzelne Fehler € kann alle Werte zwischen — © und 
+ œ annehmen, jedoch mit ungleicher Wahrscheinlichkeit ihres Vor- 
kommens. Multipliziert man jeden möglichen Wert, zunächst von &, 
sodann von &2, mit einer Zahl p (e)de, welche der relativen Häufig- 
keit seines Auftretens proportional ist, summiert und dividiert beide 
Summen durch die Summe aller Häufigkeitszahlen p(z)de, so erhält 
man einerseits den Durchschnitts-, andererseits das Quadrat des 
mittleren Fehlers in der Form **): 


e] +o 
2feg(e)de Se? p(e)de 
0-4; We — 
S p(e)de f y(e)de 


*) Eine derartige Ausscheidung hat Helmert vorgenommen, Zeit- 
schrift für Vermessungswesen, Bd. V, 8.146. Koppe’s Mitteilungen ebenda, 
Bd. IV und V. 


**) Da 9(— £) = g (+ £), so ist 
+o 
S:y()de =0 
—0 
der Zähler von # aber entstanden aus: 


0 +o 
— Seple)de + RA 
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Der Ausdruck im Nenner bedeutet nach S. 200 die Wahrscheinlich- 
keit, dafs ein vorkommender Fehler & zwischen — œ und + œ 
liege, und diese Wahrscheinlichkeit ist gleich eins, gleichviel welchem 
Gesetz die Fehlerwahrscheinlichkeit folgt. In die Zähler führen wir 
jedoch das Gaufs’sche Fehlergesetz (4) ein und erhalten mit Rück- 
sicht auf (6): 

N e-Megde; = [etea 


Va Va. 


Die Werte der hier vorkommenden Integrale, von denen das zweite 
zu den Gammafunktionen gehört, sind bekannt, und es findet sich: 


! pl iR 
= h m u Ju] h? (8) 
Weiter oben (S. 202) hatten wir gefunden: 
0,476 94 
SE 


Mit Hilfe der drei letzten Gleichungen bildet man: 


ọ = 0,47694 Vx è — 0,47694 V2 u. 
ee A ə 
oder: ọ = 0,84535 9 — 0,67449 u. 

u = 1,253 31 9. 
Wir fügen diesen drei Mafsen ọ,u,® für die Güte von Beobach- 
tungen noch ein viertes bei, nämlich den Fehler 7 des tausendsten 
Falles. Es ist derjenige, dessen Überschreitung unter tausend Beob- 
achtungen einmal zu erwarten steht, welcher also eine Fehlergruppe 


begrenzt, aus der 999 unter 1000 Beobachtungsfehlern hervorgehen 
werden. Nach (7) gilt daher: 


j ht 
» we e#®dt = 0,999 
Va i 
0 


und wenn man aus der Tabelle der S. 201 T = hr für diesen Wert 
von w durch Interpolation aufsucht, erhält man: 


hr = 2,326 75. 
Nun folgt aus (8): 
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und nach Substitution dieses Wertes von h: 
t = 2,326 75 V2u = 32%052u .... 0) 


Es ist häufig von Interesse, und nach (9) nicht schwierig, einen 
Fehler anzugeben, dessen Überschreitung bei Beobachtungen zu 
geringe Wahrscheinlichkeit hat, um nicht zur Untersuchung aufzu- 
fordern, ob sein Auftreten etwa auf einem groben Versehen oder 
der unvermuteten Einmischung einer Quelle regelmäfsiger Fehler 
beruht. 

Wie der mittlere Fehler, so läfst sich auch der Durchschnitts- 
fehler und nach beiden der wahrscheinliche Fehler aus einer end- 
lichen Anzahl gegebener Fehler mittels der Koeffizienten bilden, die 
wir soeben bestimmt haben. So berechnet sich aus den Fehlern im 
Beispiel des $. 79 die Summe der absoluten Fehlerwerte zu 46,0 
und Z&:n = 46,0 : 19 = 2,42. Dies mit dem angeführten Koef- 
fizienten multipliziert giebt 2,05 als wahrscheinlichen Fehler der 
Dreiecksabschlüsse gegen 2,28 und 1,81 auf S. 203. 

Auch wenn die & das Gauf’s’sche Fehlergesetz genau befolg- 
ten, würden die drei Bestimmungsweisen des wahrscheinlichen 
Fehlers kaum ein ganz übereinstimmendes Resultat geliefert haben, 
denn keine derselben ist bei einer endlichen Anzahl von Fehlern 
absolut genau. In der folgenden Formelübersicht bedeutet die mit 
+ bezeichnete Gröfse die wahrscheinliche Unsicherheit in der Bestim- 
mung des Durchschnitts- und mittleren Fehlers sowie des wahr- 
scheinlichen,, einmal aus den ersten, dann aus den zweiten Potenzen 
von nFehlern. Die eckige Klammer dient als Summenzeichen. Es 
gilt: 


PERUI G 0,509 58 [e] 


PANET, n Yn 


[e2] (10) 

de a Ic 

g, — 0,845 35 u li + 
$ (11) 


[e2] 0,476 94 
0, = 0,674 49 y | lk ArT 


n 


Es geht aus diesen Formeln hervor, dafs ọ genauer aus dem mitt- 
leren als aus dem Durchschnittsfehler berechnet wird. Die letztere 
Berechnungsweise ist aber zuweilen etwas bequemer. In unserem 
Beispiele findet sich die wahrscheinliche Unsicherheit in ọ, zu + 0,24”; 


- 
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von @, zu + 0,19”. Demnach würden die gefundenen Werte 
0, = 2,05” und @, = 1,81” nicht schlecht miteinander stimmen *). 


$. 81. 


Genauigkeit von Beobachtungen und Funktionen dersel- 
ben. Unter Genauigkeit der Messungen versteht man Zahlen, welche 
dem wahrscheinlichen Fehler derselben umgekehrt proportional sind. 
Da nun nach den Formeln (10) und (11) auch der mittlere und der 
Durchschnittsfehler zu dem wahrscheinlichen in konstantem Verhält- 
nis stehen, so sind die Genauigkeitszahlen auch diesen Fehlern um- 
gekehrt proportional. 

Die Genauigkeit von Funktionen unter sich unabhängiger 

Messungen zu ermitteln, wird man daher den mittleren Fehler dieser 
Funktionen bilden. Wir gehen dabei wieder davon aus, den Durch- 
schnittswert der Quadrate von allen denkbaren, also unendlich vielen 
Fehlern @ der Funktion f(x, Y,....) zu suchen, von denen wir jeden 
‘einzeln nach Mafsgabe der Formel (2) des §. 75 in die Gestalt 
bringen: 
End sind als die Fehler der einzelnen ku in jeder denk- 
baren Gröfse und in jeder möglichen Komplexion in (12) einzusetzen, 
um jeden erdenklichen Wert von p zu bilden. Quadrieren wir (12), 
so entsteht: 


p-e Ge E] etts: m 


worin S die Summe der Doppelprodukte je zweier Glieder bedeuten 
soll. Diese Doppelprodukte nehmen, wenn wir alle Werte von ọ? 
durchlaufen, der Reihe nach alle vorkommenden Kombinationen der 


*) In betreff der Ableitung der Formeln (10) und (11) sowie einiger an- 
deren mufs hier auf Spezialwerke verwiesen werden, so namentlich auf: 

J. Bertrand, Méthode des moindres carrés, mémoires sur la combinaison 
des observations, par ©. F. Gaufs, Paris 1855. 

Ph. Fischer, Lehrbuch der höheren Geodäsie, I. Darmstadt 1845. 

Ch. L. Gerling, Ausgleichungsrechnungen der praktischen Geometrie, 
Hamburg und Gotha 1843. 

G. Hagen, Wahrscheinlichkeitsrechnung, 2. Aufl., Berlin 1867. 

A. Sawitsch, Anwendung der Wahrscheinlichkeitstheorie, deutsch von 
C: G. Lait, Leipzig 1863. 

F. R. Helmert, Ausgleichungsrechnung nach‘ der Methode der kleinsten 
Quadrate, Leipzig 1872. 

W. Jordan, Handbuch der Vermessungskunde, I, 2. Aufl., Stuttgart 1877, 
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End zu je zweien auf, also abgesehen von den konstanten Koeffi- 
zienten Produkte wie z. B.: 


Ei no 19 Ni o 
éin é$ ni $1 
Eine Ei bo Ni Éz 


Hier nehmen wir an, dafs durch die Indices alle Fehlerwerte von 
0 bis + © in unendlich kleinen Intervallen bezeichnet werden, 
während der allgemeine Index ¿ selbst wieder alle Zahlen von 
0 bis + © bedeuten kann. Jedes der vorstehenden Produkte, deren 
in jeder Spalte unendlich viele sind, tritt aber nicht blofs einmal 
als möglich auf, sondern im Verhältnis der Fehlerwahrscheinlichkeit 
von n, &..... Gemäfs $. 80 wird also der Durchschnittswert jeder 
Spalte sein: 


+» +o +» 
Sayman,  _SEr@a: SEP@aE 


nt et Te TRETEN 
Soa)an Saat SoEg 


und so ferner. Die Nenner dieser Brüche sind der Einheit gleich 
und die Zähler gleich Null (Anmerkung auf S. 204). Mit ihnen 
verschwindet auch S (und zwar auch dann, wenn einer der Feh- 
ler &n& von der Natur regelmäfsiger Fehler ist). 

Bilden wir jetzt den Durchschnittswert u? sämtlicher @?, so 
verschwinden, wie wir sahen, die Durchschnittswerte aller Glieder 
von § in (13). Die Durchschnittswerte von &?n?&2.... sind, wenn 
man die Häufigkeit des Auftretens der verschiedenen Fehlergrölsen 
berücksichtigt, die Quadrate der mittleren Beobachtungsfehler 
Ux Uy My»... Wir kommen somit auf: 


m= (HY me + (EY me + (Je e o aD 


Bezeichnen wir mit Ọs @y 0; die wahrscheinlichen Beobachtungs- 
fehler, mit ọ den wahrscheinlichen Fehler der Funktion /(®,%,2..:.), 
so gilt uns: 

U: Ọ = Ma: Ọs = Uy : Qy. 
indem wir auch ọ? bilden nach dem Ausdruck: 


e= (Lee t (Hor t (Ferte am 


dessen Berechtigung wir hier nicht besonders beweisen. 

Aufgabe. Die Messung der Winkel eines Dreiecks ist mit den 
mittleren Fehlern Wi, Us, Uz behaftet. Wie grofs ist der mittlere 
Fehler der Winkelsumme? 
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Man hat, wenn &ßy die Winkel sind und 6 ihre Summe: 
SuBby)=so=a+ß+Y 


und, weil die partiellen Differentialquotienten von 6 nach «,ß,y der 
Einheit gleich sind, nach (14): 

u = u? + u + us. 
War die Messung der Winkel gleich genau erfolgt, ist also, nach 


der Definition der Genauigkeit im Eingange dieses Paragraphen, 
Ui = U = Wg = l, so erhält man: 


u =E a V8 


Unter derselben Voraussetzung läfst sich umgekehrt von u auf uw, 
schliefsen. In dem Beispiele des $. 79 war für die Winkelsumme 
der Dreiecke u — + 2,6%’ gefunden worden; daraus folgt für den 
mittleren Fehler eines Winkels: 


u = + 269: V3 = + 1,55". 


Eine ähnliche Aufgabe als diese stellt jede Längenmessung, wobei 
Mafse von gleicher oder verschiedener Länge aneinandergelegt und 
die Summen ihrer Längen gebildet werden. Auch folgender Fall 
hängt eng mit dem vorigen zusammen. 


Aufgabe. Wie grols ist der mittlere Fehler in der Berech- 
nung des Produktes w = uv mittels des Rechenschiebers, wenn bei 
der einzelnen Ablesung oder Einstellung der mittlere Schätzungs- 
fehler u, begangen wird, ausgedrückt im Mafse der logarithmischen 
Einheit. 

Wir bilden 
uv 
wi 
und log F (u, v, w) = f (2,4,2), 


wobei nämlich gesetzt ward : 


F (u,v, w) = 1 


logu + logv — logw = x + y — z = 0. 


Die partiellen Differentialquotienten von f nach æ, y und z sind hier 
gleich + 1 und da die mittleren Ablesungsfehler für alle drei Beob- 
achtungsgröfsen gleich sind, so liefert (14) in diesem Falle: 


us = + u y3. 
als mittleren Fehler der Funktion f(x,y, 2). 
Setzen wir nun kurz f = logF, so ist nach TaWlors Satz 
genau genug: 
AF 
Af == 0,4343 FP. 
Vogler, Praktische Geometrie. 14 
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Wir führen an Stelle der Differenzen 4 die mittleren Fehler u; 
und u ein, wozu uns (14) ebenfalls berechtigt, und kommen auf: 


ur = 0,4343 u: F 


woraus, weil F = 1, folgt: 


10 ton VB. .: 2... (ld) 
Man liest demnach statt uv : w = 1 ab: 
~ =l p= L t 230m V3 . We R 


und statt uv = w den Werth 
uv —=w(l + 230 u, V3). 


Bei Rechenschiebern, deren logarithmische Einheit 125 mm beträgt, 
läfst sich u, = + 0,0005 annehmen, folglich der mittlere Fehler 
einer Produktbestimmung u = + 0,0020. Ebenso genau werden 
Quotienten berechnet, wie sich auf demselben Wege nachweisen 
läfst. 

Die Umkehrung der Aufgabe würde fordern, u, in Teilen der 
logarithmischen Längeneinheit aus dem mittleren Fehler u in Teilen 
des Produkts, zu entnehmen, was nach (15) sehr leicht geschehen 
kann. 

Um u zu erhalten, ist eine Reihe von Berechnungen uv : w nötig, 
deren Zahlen man am Rechenschieber eingestellt oder abgelesen hat. 
Die (numerisch) berechneten Quotienten g erscheinen im allgemeinen 
fehlerhaft, derart, dafs q + € = 1. Die Prüfung der Fehler e 
mufs ganz wie in $. 79 erfolgen, und wenn sie das Gau fs’sche 
Fehlergesetz erfüllen, die Berechnung des mittleren Fehlers u ganz 
wie dort. Wenn sodann t#, berechnet worden, so giebt es, mit der 
Länge der logarithmischen Einheit (125mm) multipliziert, die mitt- 
lere Gröfse des kleinsten Mafses an, welches der Beobachter fein 
geteilten Mafsstäben zu entnehmen vermag. Es wird mit vermehr- 
ter Ubung des Beobachters allmählich abnehmen. 

Entsprechen die & jedoch nicht dem Gaufs’schen Fehlergesetz, 
so können Teilungsfehler und namentlich verschiedene Längen der 
logarithmischen Einheit auf Stab und Schieber daran die Schuld 
tragen, ein Übelstand, der bei hölzernen Rechenschiebern durch den 
Wechsel der Temperatur und Feuchtigkeit leicht entsteht. Auch 
sind die verschieden grolsen Strichintervalle einer gleichmäfsigen 
Abschätzung nicht günstig, noch weniger aber eine Einrichtung 
derart, dafs die Zeiger des Läufers das Intervall nur zum Teil sicht- 
bar lassen, also zum Extrapolieren statt Interpolieren des Zeiger- 
standes zwingen. Mit einem solchen Rechenschieber sind die 
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nachfolgenden Zahlen gewonnen worden. Wir geben die & in 
Zehntausendteln der Einheit an: ; 


E E? 
+ 02 0 
22 5 
+93 5 Anzahl der Fehler: 
+ 44 19 MSE 
+ 58 34 
ES E S 
K 81 a i; Re re 
a 81 
7 121 = + ESG 
TA 19 33u = t = + 61,3 
+21 441 
B harapok 
gabi i 10000 ~ + 538 
+ 23 529 
— 97 729 Be u) 
87 729 10000 16 
+ 39 1521 
5179 


Der Vergleich des Auftretens der & mit der theoretischen Fehler- 
wahrscheinlichkeit wird hier bedeutende Abweichungen ergeben, so 
dafs egona auch die Berechnung von t, welche sich auf das 
Gaufs’sche Fehlergesetz stützt, probleioatigch bleibt. Sonst würde 
unter 1000 Fällen nur eine Überschreitung der Unsicherheit von 
1: 163 des Produkts zu gewärtigen sein. 

Wir suchen noch w, nach (15) und erhalten in Zehntausendteln 
der logarithmischen Einheit: 


u = + 4,65, 


etwas weniger als auf der vorigen Seite angenommen worden. 


$. 82. 


Arithmetisches Mittel gleich genauer Beobachtungen und 
sein Gewicht. An den vorigen Paragraphen schliefst sich die 
Aufgabe, aus den mittleren Fehlern u; ug .... mehrerer Beobachtungs- 
grölsen £ı Xz... den mittleren Fehler u, ihr es arithmetischen Mittels 
y zu finden. Gogebaä ist hier die Funktion: 

y = '/n (zi + t3 + + m) 
14* 
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deren partielle Differentialquotienten nach & sämtlich gleich 1: m 
sind. Folglich wird nach Gleichung (14): 


1 
BR HET BE en e len. KIT) 


und da in der Klammer »Fehlerquadrate stehen, im Falle diese 
einander gleich und gleich u sind: 


ORT ‚in 
Ha En) 
PR Pa (19) 


Vn 
Der mittlere Fehler des arithmetischen Mittels gleich genauer Be- 
obachtungen ist gleich dem mittleren Fehler der einzelnen Beob- 
achtung, dividiert durch die Wurzel aus der Anzahl derselben. 

Da die Genauigkeit (§. 81) umgekehrt proportional ist dem 
mittleren Fehler, so gilt auch der Satz: das arithmetische Mittel aus 
n gleich genauen Beobachtungen ist Vnmal so genau als jede 
einzelne. 

Hiernach läfst sich der Vorteil ermessen, den man durch Wieder- 
holung von Beobachtungen und Bildung ihres arithmetischen Mittels 
gewinnt. Er beruht nicht blofs in einer Kontrolle gegen grobe 
Fehler, sondern auch in einer erheblichen Vermehrung der Genauig- 
keit des: Resultats. 

Einem arithmetischen Mittel aus n gleich genauen Beobach- 
tungen einer und derselben Unbekannten wird das nfache Gewicht 
jeder einzelnen zugeschrieben. Nun sind die Quadrate der mittleren 
Fehler un und up zweier arithmetischen Mittel aus n und p gleich 
genauen Einzelbeobachtungen nach (18) die folgenden: 


u? u? 
2 au 2 zo Zum 
Un n Up p ’ 
woraus man bildet: 
1 1 
hen ra A 


d. h. die Quadrate der mittleren Fehler arithmetischer Mittel aus 
gleich genauen Beobachtungen verhalten sich umgekehrt wie ihre 
Gewichte. Selbstverständlich können wir aus 

RE 
auch folgern: die Gewichte arithmetischer Mittel aus gleich genauen 


Beobachtungen verhalten sich umgekehrt wie die Quadrate ihrer 
mittleren Fehler. 


n:p= 
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Wir haben hier n und p kurz die Gewichte der arithmetischen 
Mittel genannt und damit der einzelnen Beobachtung das Gewicht 
Eins beigelegt. Der oben gegebenen Definition nach dürfen wir 
der Einzelbeobachtung auch das beliebige Gewicht y zuschreiben. 
Dann sind die Gewichte der arithmetischen Mittel: 


N=ny ud P=py, 


wonach jedoch weder der ausgesprochene Satz noch seine Um- 
kehrung einer Abänderung bedarf. 

Es liegt nahe, die Gewichte der arithmetischen Mittel mit ihren 
Genauigkeiten ($. 81) zu vergleichen: Die Gewichte verhalten sich 
wie die Quadrate der Genauigkeiten. Nichts steht im Wege, diesem 
Satz, der sich hier vorerst auf arithmetische Mittel aus gleich genauen 
Beobachtungen bezog, allgemeine Geltung zu verleihen, indem wir 
den Begriff des Gewichtes verallgemeinern. Wir definieren die Ge- 
wichte von Beobachtungen oder Funktionen derselben als Zahlen, 
welche den Quadraten der mittleren Fehler der Beobachtungen oder 
ihrer Funktionen umgekehrt proportional sind. Oder 


N Konstante 
Soot Sen Quadrat des mittleren Fehlers ` ` (HO) 
Die Wahl der Konstanten steht uns frei. Oft wird sie dadurch 
festgestellt, dafs man einer einzelnen Beobachtung das Gewicht Eins 
beilegt, noch ehe man den mittleren Fehler dieser Beobachtung kennt. 
Mit der nachträglichen Berechnung desfelben ist dann auch die 
Konstante bestimmt. In diesem Falle wird man streben, auch die 
Gewichte der Funktionen von Beobachtungen unbekümmert um 
ihren mittleren Fehler zu berechnen, und dafs es dazu Mittel giebt, 
davon haben wir an der einfachsten Funktion, dem arithmetischen 
Mittel gleich genauer Beobachtungen, schon ein Beispiel. Ein 
anderes Verfahren stellt zunächst die Konstante fest, etwa in der 
Art, dafs einer (hypothetischen Beobachtungs- oder Rechnungs-) 
Gröfse von dem mittleren Fehler + 1 das Gewicht Eins beigelegt 
wird, wodurch auch die Konstante den Wert Eins erhält. In 
solchem Falle können die Gewichte erst nach Berechnung der mitt- 
leren Fehler der Beobachtungen oder ihrer Funktionen festgestellt 
werden. 
Da wir nach der Definition des Begriffes der Genauigkeit auch 
schreiben dürfen 


Konstante 
Mittl. Fehler’ 
so kann die Gewichts- und die Genauigkeitskonstante so angenommen 


werden, dafs die Gewichte Quadrate der Genauigkeiten werden. 
Man ersieht daraus, dafs die Gewichte viel empfindlichere Wert- 


Genauigkeit — 
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messer für die Schärfe von Beobachtungen oder Funktionen derselben 
sind, als die Genauigkeiten. Die Berechnung der letzteren pflegt 
man daher zu unterlassen. 

Der Wert von Beobachtungen wird durch ihre Gewichte fast 
wie der Wert von Waren durch klingende Münze ausgesprochen. 
Eine direkte Beobachtung vom Gewicht n kann in Hinsicht ihrer 
Genauigkeit das arithmetische Mittel von n direkten Beobachtungen 
vom Gewicht Eins ersetzen, sie darf also ebensoviel Mühe, Zeit und 
Geld kosten, als n der letzteren Art, ohne unvorteilhaft zu sein. 
Ein Verfahren aber, welches in derselben Zeit und mit gleicher 
Mühe und Kosten zu einer Beobachtung vom Gewicht n führt, welche 
ein anderes Verfahren zu einer Beobachtung vom Gewichte Eins 
aufwendet, ist nmal so vorteilhaft als das zweite. Und doch ergiebt 


das erste Verfahren nur die Vnrfache Genauigkeit des zweiten. 

In den meisten Fällen werden zur Bestimmung irgend einer 
gesuchten Gröfse Messungen in Überzahl ausgeführt, teils zur groben 
Kontrolle, teils zur Verstärkung der Genauigkeit des Resultats, wie 
uns dies bei der Wiederholung direkter Beobachtungen und der 
Mittelbildung daraus entgegentrat. Es läfst sich von vornherein 
einsehen, dafs die gesuchte Gröfse aus allen vorhandenen Beob- 
achtungen ‚gebildet werden mufs, wenn diese alle zur Verstärkung 
der Genauigkeit des Resultats beitragen sollen. Jedoch liegt es 
bis zu gewissem Grade in unserer Wahl, auf welche Weise die über- 
zähligen Messungen durch die Rechnung berücksichtigt werden sollen. 
Bei nur zwei gleich genauen direkten Beobachtungen einer gesuchten 
Gröfse ist freilich jene Wahl nicht schwer. Welche von denselben 
der Wahrheit näher liegt, bleibt zwar unbekannt, aber indem wir 
das arithmetische Mittel beider als Ersatz der Wahrheit bilden, nähern 
wir uns der letzteren von dem extremen Beobachtungswert aus so 
viel als möglich, nämlich um die Hälfte des Abstandes der Beob- 
achtungen unter sich. Bei vier direkten und gleich genauen Beob- 
achtungen bilden wir aus je zweien das Mittel. Indem wir sodann 
aus diesen zwei Mitteln das Mittel nehmen, kommen wir ganz wie 
vorhin der Wahrheit so nahe als möglich; und so fort bei 8, 16, 2” 
direkten Beobachtungen. Bei 2” + p direkten Beobachtungen 
führen Analogieschlüsse zu dem gleichen Verfahren; wir gewinnen 
dabei unter anderen Eigenschaften des arithmetischen Mittels auch 
die, dafs die algebraische Summe der Differenzen zwischen ihm und 
den einzelnen Beobachtungen verschwindet, wie leicht zu beweisen. 
Bei unendlich vielen Beobachtungen trifft das arithmetische Mittel 
also mit der Wahrheit zusammen. Eine strenge Diskussion der 
Wahl des arithmetischen Mittels als Ersatz der Wahrheit in Fällen 
gleichartiger direkter Beobachtungen wird hier nicht beabsichtigt. 
Auch ist sie nicht abzutrennen von der Untersuchung verwickelterer 
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Fälle der Beobachtung, bei welchen die Wahl unter den möglichen 
Werten für die Unbekannten nicht so zutage zu liegen scheint. 

Es giebt aber einen Mafsstab, an dem wir prüfen können, 
welches Verfahren von mehreren zulässigen zur Ermittelung der 
Unbekannten das günstigere ist: Wir ermitteln zugleich das Ge- 
wicht derselben und erkennen dasjenige Rechnungsverfahren als das 
günstigere, welches dem Resultat das gröfsere Gewicht erteilt. Ge- 
setzt, von zwei Verfahren gebe das eine das nfache an Gewicht wie 
das andere, so ist bei gleichem Zeit-, Mühe- und Kostenaufwand für 
die Messung, aus dieser, allein durch die Wahl des Verfahrens der 
Berechnung, im ersten Falle der nfache Nutzen gezogen als im 
zweiten, denn erst eine n malige Wiederholung der ganzen Messung 
und Berechnung würde dem Endergebnis des zweiten Verfahrens 
die gleiche Genauigkeit erteilen, welche dem des ersten zufällt. Unter 
mehreren zulässigen Ermittelungsverfahren für die Unbekannten, die 
durch Messungen zu bestimmen sind, haben wir deshalb dasjenige 
als das günstigste zu betrachten, welches den Unbekannten die gröfsten 
Gewichte erteilt. 


8. 83. 


Unterschied des Gewichts richtig und unrichtig gebildeter 
Mittel. Ehe wir eine allgemeine Methode kennen lernen, den Un- 
bekannten einer ausgeführten Messung durch die Anordnung der 
Rechnung gröfste Gewichte zuzuteilen, wollen wir, als an einem 
Beispiel, uns davon überzeugen, dafs eine fehlerhafte Bildung des 
arithmetischen Mittels wirklich zu geringeren Gewichten führt als 
die richtige. Gesetzt, es seien aus drei Gruppen von m, n und p 
gleich genauen direkten Beobachtungen x die Mittel £m ©, x, gebildet 
und es solle daraus das Gesamtmittel y aller m + n + p Beob- 
achtungen gezogen werden, so muls, falls man nicht wieder zu den 
einzelnen & zurückgreifen will oder kann, die Summe der m ersten & 
aus MLm, die der n folgenden aus nz, und die der p letzten aus px, 
zurückberechnet werden. Daher wird 


MEm + NEn + 2%, 
m+n-+p Kal) 
Fehlerhaft dagegen wäre beispielsweise das Mittel berechnet aus 
r __%m +2 F p 
Ti 3 


Wir prüfen das Behauptete, indem wir die Gewichte g und g’ von y 
und y’ bilden und voneinander subtrahieren. Zu dem Ende suchen 
wir zunächst die mittleren Fehler u und u' von y und y’ aus dem 


Y 


ii (22) 
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mittleren Fehler u, der Einzelbeobachtung auf. Gemäls (14) und 
(18) wird 


o — Mm? + mm? + Pit? _ m 
KOT (mfn Fp mFnFp 
a a e a TAE EA i. 
a 9 9 mnp 
Nach (20) hat man: 
k AAEN 
4,7 u? E w? 
und wenn wir das Gewicht gọ der einzelnen Beobachtung 
k 
Jo — m = 1 
setzen, so folgt: 
j 9 mnp 


g=m+n+p; J= (23) 


mn + mp + np A 
Hieraus wird ohne Schwierigkeiten gefunden: 


_ ynte tnm m 

9 Ba mn + mp + np 

eine stets positive Gröfse, solange nicht die an sich positiven Zahlen 
wen» 

werden, in welchem Falle die Differenz g — g' verschwindet. Aus 

den Gruppenmitteln von gleichviel Beobachtungselementen darf das 

Gesamtmittel wie y’ nach (22) gebildet werden, aus solchen von 

ungleich vielen nicht. Auch lehrt Gleichung (21), wie man aus 

direkten Beobachtungen &m&n%p von den ungleichen Gewichten m, n 

und p den günstigsten Wert y der unbekannten beobachteten Gröfse 

zu ziehen hat. Aus (23) folgt, dafs das Gewicht g dieses günstigsten 

Wertes gleich der Summe der Gewichte der einzelnen Beobachtungen 

wird. 

Hätte man aus Unkenntnis der richtigen Gewichte den Beob- 
achtungen m&n Vp die unrichtigen, Gewichte m, m pı zugeschrieben 
und gebildet 

i Em + M Xn + Pı Tp. 
Bi; % jo + Pı 
so würde sich das Gewicht g” von y” nach der gegebenen Anleitung 
berechnen wie folgt: 


Dr (m + m + pı)? mnp 
~ mnp + nèmp + pèmn’ 
woraus im Verein mit (23) sich ergiebt: 


g 
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Na m(np — pin)? + n(mıp — pim)? + plmın — nm)? 

mènp + nèmp + p?mn , 

eine Gröfse, die nicht negativ werden kann und nur verschwindet, 
wenn 


R= g 


nmam 


p n m 


angenommen wurde, wenn also die gewählten Gewichte den richtigen 
proportional ausgefallen sind. Je näher dies zutrifft, um so kleiner 
wird die Differenz g — g” zwischen dem Gewicht der günstigsten 
Zahl y und der berechneten y". 
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Ausgleichung der Beobachtungsfehler nach der 
Methode der kleinsten Quadratsummen. 


S. 84. 
Aufgabe der Ausgleichungsrechnung. Wenn zur Bestimmung 
der Gröfsen v, Y,2.... mehr als eine ausreichende Anzahl unab- 


hängiger, gleich genauer Messungen angestellt wurden, so entstehen 
beim Berechnen der Unbekannten aus den Messungsergebnissen 
Widersprüche infolge der Beobachtungsfehler. Es wird nun ver- 
langt, die Beobachtungen auszugleichen, d. h. für die ausgeführten 
Messungen andere hypothetische zu substituieren, durch welche die 
Berechnung der Unbekannten widerspruchsfrei wird. Die ausgegli- 
chenen Beobachtungen haben sich an die ausgeführten so nahe als 


Fig. 84. 


DON 
NN 


möglich anzuschliefsen, damit allen wirklichen Beobachtungen ein 
entsprechender Einflufs auf das Resultat gesichert werde. Das 
mathematische Prinzip, welches diese Beziehungen regeln soll, wurde 
schon im $. 82 berührt und soll in einem der folgenden Paragraphen 
in anderer Form ausgesprochen werden. Hier mag zunächst ein 
Beispiel das Vorstehende erläutern. 
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Fig. 84 stellt einen Teil eines im Ausbau begriffenen neu an- 
gelegten Stadtviertels dar, in welchem die alten Grenzen teilweise 
verlegt wurden. Aus einer Meinungsverschiedenheit über den Ver- 
lauf der vormaligen Grenze AP sind Streitigkeiten in bezug auf die 
rechtmäfsigen Grenzen eines Grundstückes bei P entstanden. AP 
war vordem durch eine lange geradlinige Mauer gegeben, von der 
aber nur noch ein etwa 40m langes Stück AB auf unbebautem 
Grunde besteht. Die Parteien haben sich geeinigt, die Verlängerung 
von AB, welche indirekt durch Messung hergestellt werden soll, als 
vormalige Grenzlinie anzuerkennen. 

Auf der Strafse wird eine Abscissenachse MN abgesteckt und 
auf diese die Mauerflucht A B durch rechtwinkelige Ordinaten 7, ....1;, 
welche mittels eines Stahlbandes von 20 m Länge gemessen werden, 
bezogen. In der Messung der Abseissen und dem Absetzen der 
rechten Winkel sei durch die Sorgfalt des Verfahrens jeder irgend 
erhebliche Fehler ausgeschlossen, während schon die zufälligen Un- 
regelmäfsigkeiten des Grenzzeichens, einer verfallenden Mauer, Fehler 
in die Ordinatenmessung bringen müssen. Ebendeshalb werden 
mehr als zwei, und zwar fünf Ordinaten in regelmäfsigen Abständen 
aufgenommen. 

Stellen wir die Gleichung der Geraden AB auf, bezogen auf 
die Koordinaten b und l, so möge sie lauten: 


I=xH+4yb. 


Die Konstanten der Gleichung sind die Unbekannten & und y unserer 
Aufgabe, da die Koordinaten ! und b, sogar für mehr als zwei Punkte, 
durch Messung gegeben sind. Sind & und y erst bestimmt, dann 
läfst sich die Ordinate NP für den Punkt P, dessen Abseisse MN 
mefsbar ist, berechnen und auftragen, ebenso der Winkel APN 
berechnen und an PN anlegen. 

Dals die fünf gemessenen Ordinaten nicht in Strenge einer 
Geraden angehören, ergiebt sich, wenn wir mittels zweier ver- 
schiedenen Koordinatenpaare die Unbekannten æ und y berechnen. 
Es werden sich sofort Widersprüche zwischen den Ergebnissen 
beider Rechnungen zeigen. Wir suchen darum so viele hypo- 
thetische, nicht beobachtete Ordinatenwerte L auf, als Z gemessen 
wurden, die aber alle einer Geraden angehören und einer solchen, 
welche den Beobachtungspunkten möglichst nahe liegt. Jene L 
entsprechen den Gleichungen 


Li =% + by 


AT DA Rn 


2 - T 


S 
| 
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Es sind die ausgeglichenen Beobachtungswerte, die sich von den 
auszugleichenden 7 um kleine Verbesserungen A unterscheiden, welche 
an letzteren anzubringen sind: 


l + å = Li 
l +, = 4 i (2) 
b + is = Ls 
Durch Substitution dieser Ausdrücke in (1) und Subtraktion der 


Beobachtungen zu beiden Seiten erhält man die Verbesserungen 4, 
nämlich: 
A=—h+etby 
k = — h Het bhy 
Die Gleichungen (3) heifsen Fehlergleichungen, weil man die Ver- 
besserungen A auch als die nach der Ausgleichung übrig bleibenden 
Fehler bezeichnet, obwohl wir im allgemeinen nicht behaupten 
können, dafs es die wirklichen Beobachtungsfehler seien. Das ist 
offenbar nur dann der Fall, wenn die L wahre, nicht hypothetische 
Werte der zu beobachtenden Gröfsen darstellen. 

Denken wir uns Fig. 84 in gröfserem Mafsstabe konstruiert, so 
treten darin die Widersprüche der Messungen I vor Augen, insofern 
es unmöglich ist, das Lineal an alle Ordinatenendpunkte zugleich 
anzulegen. Für manche Zwecke könnte es nun genügen, eine gra- 
phische Ausgleichung durch eine Gerade vorzunehmen, welche nach 
Gutdünken und so zwischen den Endpunkten der Ordinaten hin- 
durchgezogen würde, dafs die letzteren teils zu lang, teils zu kurz 
erscheinen, und dafs die Summe der überschüssigen kleinen Strecken 
der Ordinaten der Summe der fehlenden Strecken eben gleichkommt. 
Allein gesetzt, es sei durch AB eine solche Lösung der Ausgleichungs- 
aufgabe erzielt, so ist es nicht die einzige. Jede durch den Mittel- 
punkt C der Strecke AB gezogene Linie erfüllt die eben ausgesprochene 
Bedingung ebenfalls, und auch bei ungleichen Ordinatenabständen 
findet sich. stets ein Punkt von derselben Eigenschaft wie ©. Erst 
durch eine zweite Bedingung, etwa die, dafs die gemeinsame Summe 
aller überschüssigen und fehlenden Strecken ein Minimum werde, 
wird die Lösung eine bestimmte. 

Aber bereits, wenn mehr als zwei Unbekannte in den Fehler- 
gleichungen aufträten, würden die beiden vorgenannten Aus- 
gleichungsbedingungen nicht mehr genügen und das Aufsuchen 
immer neuer erforderlich. Darum ist es als ein besonderer Vorzug 
der Methode der kleinsten Quadratsummen zu betrachten, dafs sie durch 


www.rcin.org.pl 


$. 84. Methode der kleinsten Quadratsummen. 221 


eine einzige Bedingung jede Ausgleichungsaufgabe zu einer bestimm- 
ten macht, ohne Rücksicht auf die Anzahl der Unbekannten in 
den Fehlergleichungen. Jene Bedingung lautet: Die Quadrate der 
übrigbleibenden Fehler (oder Verbesserungen A) der Beobachtungen 
sollen die kleinstmögliche Summe bilden ; 


[AÀ] ein Minimum! *) 


Auf graphischem Wege diese Bedingung zu erfüllen, ist nur durch 
wiederholte Versuche möglich, doch hat das graphische Ausgleichungs- 
verfahren seine entschiedene Berechtigung in Fällen, wo man mit 
einer Annäherung ausreicht oder nur ein vorläufiges Resultat auf- 
sucht. — Die Rechnung ermittelt dagegen auf direktem Wege jene 
Unbekannten %,%...., für welche die gestellte Bedingung eintrifft. 


Aus den Fehlergleichungen (3) bildet sie íi = f(x,y) und differen- 
ziert diese Funktion der Unbekannten partiell nach x und y, setzt 
sodann die partiellen Differentialquotienten gleich Null, hier: 

Of =:0 df =; 

Òx oy 


Daraus ergeben sich ebensoviele Endgleichungen als Unbekannte, 
und die Auflösung des gewonnenen Systems von Gleichungen liefert 
für x und y widerspruchsfreie Resultate, welche, in die Fehler 
gleichungen (3) eingesetzt, zu den Verbesserungen A der einzelnen 
Beobachtungen führen. 


$. 85. 


Zurückführen der Funktionen der Messungen auf lineare 
Form. In dem Beispiel des vorigen Paragraphen war jede Beob- 
achtung eine lineare Funktion von æ und y, den Unbekannten der 
Messung. Wollte man die Ausgleichungsrechnung ohne weiteres 
auf Funktionen erstrecken, die in Bezug auf jene Unbekannten nicht 
linear sind, wie z. B. L = a sin x cos y, so könnten die Endgleichungen 
nicht linear werden und der Auflösung mitunter grofse Schwierig- 
keiten entgegenstellen. Man beseitigt sie, indem man für die Un- 
bekannteri der Messung Näherungswerte einführt, welche entweder 
auf dem Wege der Rechnung aus einer hinreichenden Anzahl Be- 


*) In diesem Kapitel soll die eckige Klammer ausschliefslich als Summen- 
zeichen gelten. Dieselbe Bedeutung hat hier und künftig der Cirkumflex 
(in dem Sinne eines liegenden s), so dafs: 


„FH... FR Se 
#24. Fee 
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obachtungen, oder durch graphische Ausgleichung gewonnen werden. 
Wenn in L = 9 (z,9,2....) gesetzt wird 


er yafınm kalt... 
wo xy" 2°.... Näherungswerte der Unbekannten vorstellen, so er- 
giebt der Taylor’sche Satz in erster Annäherung: 


LH DEREN FE FE. Play 80...) 
—_ 99,199 E ENET 
= rn ER Ber 


Setzen wir wie im vorigen Paragraphen Z=1-+4 und 1— L? 
= T, so erhalten wir, unter Vernachlässigung aller Glieder von 
höherem als dem ersten Grade, die linearen Fehlergleichungen in der 
Form: 


ir Bir Fur Fit: A 


in welcher die partiellen Differentialquotienten durch Einführen von 
x, y’,2%.... als Zahlenkoeffizienten erscheinen und auf der linken 
Seite die endgültigen Verbesserungen auftreten, welche den ur- 
sprünglichen Beobachtungen zukommen, vorausgesetzt, dafs die Grö- 
(sen L° aus LO = g (x, y',2°....) scharf genug berechnet wurden. 
War die erste Annäherung der Z° an die hypothetischen Beob- 
achtungswerte L nicht ausreichend, so weichen die linken Seiten der 
Gleichungen (4) von den endgültigen Verbesserungen L — l ab 
um Beträge, welche erst die Rechnung eingeführt hat und welche 
dem Resultat der Ausgleichung die Bedeutung eines nur vorläufigen 
geben. Aus den gewonnenen Näherungswerten der E&n&.... wird 
in diesem Falle eine neue und bessere Wahl der xy 2° sowie eine 
scharfe Neuberechnung der L° hervorgehen müssen, und erst die 
wiederholte Ausgleichung wird die Quadratsummen der übrigbleiben- 
den Beobachtungsfehler A wirklich zu einem Minimum machen. 

Auch wenn die Fehlergleichungen in linearer Form schon vor- 
liegen, ist die Einführung von Näherungswerten der Unbekannten 
von Nutzen, um die Zahlenrechnung zu erleichtern. Namentlich 
werden dadurch die konstanten Glieder der End- oder Normal- 
gleichungen verringert und die Auflösung der letzteren beschleunigt. 
Die Form der linearen Fehlergleichungen sei: 


A=—1 +ax +by +c2 +4:-: e (5) 
Mittels der Näherungswerte x°yP2°.... sei berechnet: 
0 = — I! + ax? +by! + ce! p 
Durch Subtraktion kommt man auf die reduzierten Fehlergleichungen: 
a= t Hag Hon tep ten co: (6) 
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welche der Ausgleichung unterworfen werden. Gleichung (5) stellt 
daher die typische Form dar für alle Gleichungen (4) und (6), in 
denen die Verbesserungen, welche die Ausgleichung feststellen 
soll, als lineare Funktionen der Unbekannten. erscheinen können. 
Wir werden daher von (5) ausgehen, wenn wir die Formeln zur 
Berechnung der Unbekannten aufstellen. 

Wenn, wie hier, die Unbekannten xy.... nicht direkt, sondern 
statt ihrer die Gröfsen ! beobachtet worden sind, so nennt man 
diese mittelbare oder vermittelnde Beobachtungen, zum Unterschiede 
von den unmittelbaren oder direkten. Ein Gegensatz besteht hier 
zwar nicht, vielmehr kann man direkte Beobachtungen als einen 
besonderen Fall vermittelnder betrachten, nämlich den, in welchem 
nur eine Unbekannte x aus den Beobachtungen gesucht wird und 
der Koeffizient derselben «= 1 ist. Die Fehlergleichungen erhalten 
dann die Form: 


Eee AN A 


Besonders hervorzuheben -sind diejenigen direkten Beobachtungen, 
welche unter sich durch gewisse, aus der mathematischen Natur des 
Messungsobjektes entspringende Bedingungen verknüpft sind. Man 
nennt sie bedingte Beobachtungen. So sind Messungen der drei 
Winkel eines ebenen Dreiecks bedingt, denn die Summe der aus- 
geglichenen Beobachtungen mufs 180° betragen. 

Die Ausgleichung in allen drei Fällen, nämlich von direkten, 
mittelbaren und bedingten Beobachtungen, läfst sich auf diejenige 
der zweiten Gattung zurückführen, weshalb die Ausgleichung ver- 
mittelnder Beobachtungen zunächst betrachtet werden mufs. 


§. 86. 


Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen von gleicher 
Genauigkeit. Wie im §. 84 werden auch hier die Beobachtungen l 
als von gleichem Gewicht vorausgesetzt und die Fehlergleichungen 
gebildet, indem man nach (1) von 


L = aa iy p e +": : (9 
ausgehend, für L die Gleichungen 
FA A s a a E E ANE AAS) 


substituiert und beiderseits 7 abzieht. Wir beschränken uns hier 
auf die Ausgleichung von n Beobachtungen, welche eine lineare 
Funktion von drei Unbekannten darstellen. Die Erweiterung der 
Rechnung auf m Unbekannte ist leicht. 
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Fehlergleichungen: 
A, h+as+by+az 


—h te 


2 
11: 


(3*) 
ER Hana + dy + oe 
Forderung der Ausgleichung : 
J/(«,y,2) = [AA] werde ein Minimum, 
Um die Werte von 2,9,2 zu finden, für welche diese Forderung 
erfüllt wird, setzt man nach den Regeln der Differentialrechnung 
die partiellen Differentialquotienten von f nach x,y,2 gleich Null: 


I = 2 fah] = 0 

of__ ms 

A e A 
0 

Lae = 0 


Die Koeffizienten 2 werden wegdividiert. Die Klammergröfsen 
drücken aus, dafs die Fehlergleichungen der Reihe nach mit den 
Koeffizienten der Unbekannten x, dann mit denen der y, endlich 
mit denen der 2 multipliziert und jede Reihe für sich addiert werden 
soll. Sonach ist: 


MNI MNI M MNI MNI 

aå — — al + aax + aby + acz 

MNI M MA MI MNA 

bà = — bl + absz + bby + beg. . . . (9) 
MI 


ch = — cl + acs + bey + ces 
und da jede dieser drei Summen verschwindet, so ergeben sich zur 
Berechnung der drei Unbekannten die drei Normalgleichungen: 


MN MN MN MNI 

aax + aby + acz =al 

MN IN MN MN 
ode + bhy TOLRE eA ra a aa (10) 

MN M M MN 

acz + bey + ceg = cl 
Die Koeffizientendeterminante D dieses Systems zeigt einen 
vollkommen symmetrischen Bau in bezug auf die erste Diagonale, 


welche selbst nur Summen von quadratischen Gliedern, also lauter 


positive Elemente enthält: 
M MNI MNI 


aa ab ac 
D= ab bb be 


ac be cc 


Dadurch, dafs wir in D der Reihe nach die erste, die zweite, die 
dritte Spalte durch die absoluten Glieder der Normalgleichungen 
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ersetzen, entstehen der Reihe nach die Determinanten Ds Dy D; und 
nun gilt bekanntlich: 


z = — y = => Be E R 


Bei nur zwei Unbekannten sind diese Formeln zur Auflösung der 
Normalgleichungen am bequemsten, bei drei Unbekannten noch 
immer vorteilhaft. Bei einer gröfseren Anzahl hat das von Gaufs 
eingeschlagene Eliminationsverfahren, das später mitgeteilt werden 
soll, an die Stelle der Formeln (11) zu treten, welche jedoch in allen 
Fällen ihrer Übersichtlichkeit halber Bedeutung behalten. 

Als Probe der Rechnung bildet man durch Einsetzen der Zahlen- 
werte von &y2 in (3*) die Verbesserungen A und darauf die Summen 


aA, bå, ch, welche nach (8) verschwinden müssen. Sind sämtliche a 


oder alle b oder alle c gleich 1, so ist A — 0 eine sehr bequeme 
Kontrolle. Noch durchschlagender wird die Rechnung kontrolliert 
durch doppelte Bildung der. Quadratsumme der Verbesserungen, 
einmal aus den einzeln berechneten A, das andere Mal nach For- 
mel (14), welche sich wie folgt ergiebt. Man multipliziere jede der 
Fehlergleichungen (3*) mit ihrem 7 und dem Faktor — 1, sodann 
summiere man die gewonnenen Gleichungen: 


= ål == hl, ei ahg A bily er Glg 
— fala = ls ser da la £ bala Y abs Cala 2 


= Ailn = Inlan — anns — bnlan Y — Calan 


TT nn nn rw 
Summe: — iM =lU— als = bly — else... (12) 


Nunmehr multipliziere man jede der Fehlergleichungen (3*) mit 
ihrem A und summiere: 


hh = — Lå + ah +bAYy+ adz 

zho = — hh + ahaz + bahay + chg 

Anin = — biha + Andy + bn An Y + Ön An 2 
ame ee TÀ + al + bA y + ows yN G) 
Summiert man jetzt (12) und (13), so folgt in Rücksicht auf (8): 


Aå = ll — aly — bly — clg .... (14) 
Neu zu bilden ist hier nur Zl, während die Unbekannten und ihre 
Koeffizienten bei der Ausgleichung schon gewonnen wurden. Man 
beachte die Vorzeichen sowohl der Unbekannten als der Koeffi- 


zienten. 
Vogler, Praktische Geometrie, 15 
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$. 87. 


Beispiele der Ausgleichung nach vermittelnden Beob- 
achtungen. Wir führen zunächst das Beispiel des $. 84, Fig. 84, in 
Zahlenwerten durch. Die fünf Ordinaten l, welche gemessen wurden, 
seien der Reihe nach: 

u = 8,39 für b, = 10 
=, u ee 20 
= a8 0 
16,83 „ bi 40 
19,66 „ b; 50 
Die ausgeglichenen Beobachtungen werden zu berechnen sein aus 
DEE et een sie RO) 
Um aber bei der Ausgleichung mit kleineren Zahlen zu operieren, 


führen wir für x und y Näherungswerte x° und y’ ein und berechnen 
die fünf Gröfsen L’ aus: 


~ 
v 


E DNG RED SE Wn il 1426) 
wie folgt: 
TARA 
L.=.11,30 
L? = 14,10 
. ar: 16,90 
IE ==,19,10 
Setzen wir 
æ = 56 + é ESOO E e S „ (10) 


so wird durch Subtraktion der Gleichung (16) von (15) erhalten: 
L— LL =ë + by. 
Substituieren wir hierein der Reihe ‚nach die L° wie vorstehend, 


sodann die L = A + I, wie oben angegeben, so erhalten wir folgende 
fünf 


Fehlergleichungen: 
| 
P E 0,11 + é + 10y 
à = — 0,12 + E + 207 
4. = ONE BON. eier. (18) 
à, = 0,07 + E + 409 
A 0,04 +& + 50n 
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Wir machen noch, um die grofsen Koeffizienten zu vermeiden, die 
Substitution: 
10 = H 


MNI MN 
und haben jetzt aA und bA zu bilden, indem wir zuerst mit 1 multi- 
plizieren und summieren, dann der Reihe nach mit 123.... multi- 
plizieren und abermals die Summe ziehen. Daraus entstehen die 
Normalgleichungen : 
0=012+ 55 + 15H 
0 = 0,41 +155 + 55H 
Die Auflösung ergiebt: 
660 + 6,15 0,45 


(19) 


alter een E a 
ee 180 © En 
a Ver u a 
i = SAG F 
"= 15 = — 9,005 


æ — 5,70 + £ = 5691 
y = 0,28 + q = 0,2795. 


Zur Kontrolle bilden wir aus (18) die einzelnen A und prüfen, ob, da 
sämtliche Koeffizienten von & der Einheit gleich sind, 


0 a R O A R 
Wirklich findet sich aus nachstehender Tabelle: 


bÀ AA 

Li 2.0.0086 0,096 0,009 216 
1 20,198 — 0,978 0,019 321 
Kr 0 — 0,012 0,000 016 
N 0,164 0,001 681 
BEER T 0,030 0,000 036 
Ä = 0,000 và — 0,000 | AR = 0,030 270 


Die genannten Proben stimmen vollkommen, weil die Rechnung mit 
vollständigen Zahlen ausgeführt wurde. Kürzungen von Zahlen 
verursachen, ebenso wie Ungenauigkeiten beim Berechnen der vor- 
läufigen Werte LP, leicht Abweichungen in der letzten Dezimalstelle 


I nm 
von aA und bå. 
15* 
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Vorstehende Tabelle enthält auch die Summe der Quadrate der 
übrigbleibenden Fehler A, die wir ein zweites Mal nach Gleichung (14) 
berechnen wollen. Die Summe der Quadrate der Spalte in (18), 
welche mit — V überschrieben ist, giebt 0,0334. Gleichung (14) 
lautet nun mit Rücksicht auf (19): 

1A — 0,0334 + 0,12 + 0,41 H 
= 0,0334 — 0,001 08 — 0,002 05 = 0,030 27 
genau wie oben gefunden ward. Selbstverständlich wurden, um 
die bereits berechneten Zahlen verwenden zu können, alle zur Ab- 
kürzung der Zahlenrechnung erfolgten Substitutionen auch in (14) 
mit eingeführt. 

Als zweites Beispiel wählen wir die Ausgleichung direkter Beob- 
achtungen nach den Regeln, welche für mittelbare gelten. 

An den Schätzmikroskopen A und B eines Theodolits der geo- 
dätischen Sammlung zu Poppelsdorf wurden die folgenden Kreis- 
stellungen (in Minuten) beobachtet und daraus der scheinbare Ab- 
stand 180 + x der Mikroskope gesucht. Nach $. 58 ist derselbe 
infolge der Excentrizität der Alhidadenachse nicht an allen Kreis- 
stellen gleich grofs. Da indessen hier nach jeder Beobachtung die 
Alhidade nur um ein kleines verschoben ward, so darf angenommen 
werden, dafs man es nur mit einer Unbekannten zu thun hat. Jede 
der angegebenen Beobachtungszahlen ist das Mittel aus zwei Ab- 
lesungen von verschiedenen Beobachtern, welche sich bemühten, noch 
Zwanzigstel des Intervalles (gleich 1 Minute) abzuschätzen. 


A B B—-A=180-+1 
19,35 180 + 19,85 180 + 0,50 
4,93 5,10 0,17 
8,95 9,20 0,25 
5,20 5,80 0,60 
7,83 8,03 0,20 
1,05 1,28 0,23 
9,45 9,78 0,33 
6,00 6,20 0,20 
1,03 1,30 0,27 
3,23 3,55 0,32 
Summa: 3,07 

Die Fehlergleichungen sind von der Form: 
\=—I+e, 


lauten daher der Reihe nach: 
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à = — 0,50 +z às = — 0,23 + z 
a ET ı% % = — 0,33 + z 
E T +9 às = — 0,20 + 2 
à, = — 0,60 + z à% =— 027+ 
1, = — 0,20 + 2 o = — 0,32 + z 


Daraus ergiebt sich durch Multiplikation mit eins und Addition die 
Normalgleichung : 


0 = — 3,07 + 10x 
und die Auflösung: 
3AT a 
= 7 0,307. 


Die Augleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate setzt 
demnach die Unbekannte direkter Beobachtungen von gleicher Ge- 
nauigkeit dem arithmetischen Mittel derselben gleich, was sich auch 
ausspricht in der Forderung (vergl. $. 82): 


à —0. 
Um diese letztere Probe der Rechnung zu machen, bilden wir aus 


den Fehlergleichungen die A wie in folgender Tabelle auf zwei 
Dezimalstellen abgerundet. 


A Ah ll 

— 0,19 0,0361 0,2500 
+ 0,14 0,0196 0,0289 
+ 0,06 0,0036 0,0625 
— 0,29 0,0841 0,3600 
+ 0,11 0,0121 0,0400 
+ 0,08 0,0064 0,0529 
— 0,02 0,0004 0,1089 
+ 011 0,0121 0,0400 
+ 0,04 0,0016 0,0729 
— 0,01 0,0001 0,1024 

Š F MN MN 

pa w At í — 0,1761 N = 1,1185 

3 


Wir finden A = + 0,03, was eben der Abrundung der Fehler 
zuzuschreiben ist. Dieselbe bewirkt auch, dafs die Quadratsumme 
der. Verbesserungen je nach dem Wege der Berechnung etwas ver- - 
sehieden ausfällt. Aus den abgerundeten Verbesserungen folgt nach 


der Tabelle AA — 0,1761, während Gleichung (14) ergiebt: 
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— 1,1185 — 3,07 . 0,307 
— 1,1185 — 0,9425 = 0,1760. 


$. 88. 


Berechnung des mittleren Beobachtungsfehlers aus den 
übrigbleibenden der Ausgleichung. Wenn es nicht möglich ist, 
die Gröfsen X YZ direkt zu beobachten, sondern nur eine Funk- 
tion A derselben: 

ra. nee (20) 
und dafür die gleich genauen Beobachtungen l vorliegen, so können 


wir doch, ganz wie bei gleich genauen direkten Beobachtungen einer 
und derselben Gröfse, nach dem gemeinsamen mittleren Fehler der 
Beobachtungen fragen und denselben nach $. 80 aus u? = cc:n 
bestimmen, sobald die wahren Beobachtungsfehler & im einzelnen 
bekannt sind. Das ist selbstverständlich nie der Fall, wenn eine 
Ausgleichungsaufgabe vorliegt. Vielmehr führt die Ausgleichung 
nur auf eine Funktion 
Leere. (2) 
der Gröfsen xyz, welche von den gesuchten Gröfsen X = s + Ja, 
Y =y + Ay, Z= z + Az um kleine, aus den Messungsfehlern 
entspringende Différenzen abweichen. Die wahren Beobachtungs- 
fehler € würden sich berechnen aus: 
€ = A— l= —l4+4aXx+bY+ceczZ. . . (22) 
während die übrigbleibenden Fehler A der Ausgleichung gebildet 
werden nach: 
i=L-l=—1I+ar +by+tce. . . (23) 
Daher die Unterschiede von beiden Fehlern: 
€e — A= adz +bIy+cIE .. . . (24) 
Von diesen Gleichungen lassen sich soviele anschreiben, als Beob- 
achtungen vorliegen, sagen wir n. Wir multiplizieren jede derselben 
zuerst mit ihrem &, sodann mit ihrem A, addieren und erhalten: 
se — Eh = asdx +beAy+ cedz 
83 — Aà = aldxz + bhldy + cAdz 
Es — lA = (as — al) Ax + (be -— bh) Ay + (ee — cA) Ae. 
Wenn wir die n Gleichungen der letzteren Form summieren, so ist 


zu bedenken, dafs ai = bh = ch = 0 die Bedingungen der Aus, 
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gleichung waren, aus welcher die A hervorgingen. Demnach lautet 
die Summe: 

Ma M~I MN MN MN 

se AÀ = ac Ag + be Ay + ce dez 
woraus nach einer kleinen Umstellung wird: 
MNI $ ‘m~ MNI M MN 
A = se — (ae Ax + be Ay + ce Ae). . . (25) 


Da wir weder die & noch die 4 kennen, so suchen wir für die rechte 
Seite einen Durchschnittswert. Zuvor aber drücken wir 4 durch & 
aus. Wir kommen auf drei Gleichungen zur Berechnung von 
Ax Ay Az, wenn wir jede der nGleichungen (24) zuerst mit ihrem 
a multiplizieren und alle summieren, dann jede mit ihrem b multi- 
plizieren und die Summe bilden, ebenso endlich in bezug auf die c 


verfahren. Wegen aA — bA = cå = 0 lauten die drei Gleichungen: 


Dii aa Az Lab Ayı+ ac As 
be = ab At + bb Ay bede.. . . 20 


MI 


ce=acAn +beAy-+ 00 4x 


Nach der Lehre von den linearen Gleichungssystemen gehen hieraus 
die Unbekannten als lineare Funktionen der absoluten Glieder der 
linken Seiten hervor in der Form: 


Ax = Qu ae + Qu be + Qis ce 
Pa = Os 08 + N + T E . . (27) 
Az = Oz ae + Qu be + Q ce 


Die Koeffizienten Q sind hier Brüche von gemeinsamem Nenner D 
(der Koeffizientendeterminante des Systems). Die Summe der Zäh- 
ler einer jeden Zeile geht aus dem Nenner dadurch hervor, dafs 
man die Koeffizienten der Unbekannten der Reihe nach durch die 
absoluten Glieder ersetzt. Daraus folgt umgekehrt, dafs jede der 
drei rechten Seiten von (27) identisch gleich eins wird, wenn wir 


PNG E 
die absoluten Glieder ae be ce wieder mit den Koeffizienten der 
Unbekannten vertauschen, also: 


Qu aa + Qu ab + Qu ac =l 
Anao + O OT el E E), 
Qı ac + Qz be + Qu ce = 1 


Multiplizieren wir die drei Werte (27) der Reihe nach mit ae, be, c& 
und summieren, so erhalten wir das Klammerglied in (25) in der 
Form: 
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I IM nrw M M 
Q aë . aë + Quo ac. be + Qi aE. ce 
MA MNA MA M MA Dy g 
+ Qu ae . be + Qu be.be + Babes. (29) 
M MNA MI M MA mM 
+ Quae. ce + Q be.ce + Qs cE. ce 


Für jedes dieser neun Glieder liefert die Ausführung der Multipli- 
kation eine Anzahl gleichbezeichneter Produkte, wie 


Qir Wi dii; Quio QiEi biei:... 
und eine Anzahl von Produkten mit ungleichen Zeigern, wie 
Qir Wir; Qiz GE De Ek ++» 


Die Glieder der ersten dieser Zeilen enthalten sämtlich Produkte 
von der Form &;&;, d. h. wie das ite, so ist jedes andere € nur mit 
sich selbst multipliziert. Lassen wir && alle denkbaren Werte 
durchlaufen, multiplizieren jeden Wert mit einer Zahl, welche der 
Häufigkeit seines Auftretens proportional ist und dividieren die 
Summe der Produkte durch die Summe der Häufigkeitszahlen, so 
ist der resultierende Durchschnittswert von &;&; das Quadrat des 
mittleren Fehlers u einer Beobachtung l. Daher mufs der Durch- 
schnittswert eines jeden Produktes der ersten Zeile, welches && 
enthält, den Faktor u? enthalten. 

Die Durchschnittswerte ungleich bezeichneter Produkte zweier &, 
wie &&, inderzweiten der vorstehenden Zeilen verschwinden. Denn 
multiplizieren wir einen beliebigen Wert, welchen &; annehmen kann, 
der Reihe nach mit allen Werten, die & zu durchlaufen vermag, 
Jedes &&, sodann mit einem Faktor, welcher der Häufigkeit des 
Auftretens von ê proportional ist, so wird die Summe aller dieser 
Produkte gleich Null, weil gleiche positive und negative Beträge 
zufälliger Fehler gleich häufig auftreten müssen, wenn man alle mög- 
lichen Fälle zusammenfafst. Läfst man nun auch z; alle denkbaren 
Werte durchlaufen, so ist für jeden derselben die Summe aller &; & 
gleich Null, und der Durchschnittswert von Produkten, deren Summe 
verschwindet, offenbar auch gleich Null. Mit dem Durchschnitts- 
werte aller & & verschwindet zugleich der Durchschnittswert aller 
Glieder der zweiten Zeile. Demnach wird unter Rücksicht auf die 
Identitäten (28) der Durchschnittswert von (29): 


(Qu aa + Q ab + Qs ac) u? 
+ (Qan s? + Qoz bo + Qn be) u = 83 w. 
+ (Qzı ac + Qy be + Qs; cc) u? 


MNI 
Da ferner der Durchschnittswert von £e gleich nu?, so wird aus (25): 


M=-lm—-d)m:i.......00) 
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IN 
3 Ak 
a ea 
n — 3 


Die Ableitung läfst sich ebenso leicht auf m Unbekannte ausdehnen 
and führt dann auf die Formel: 
MNI 
AA 
u? — E EE EIR E R = 1 


Nm 


Formel (30) giebt eine um so genauere Annäherung an die Wahr- 
heit, je gröfser die Anzahl n der Beobachtungen, und je näher die A 
(als Vertreter der unbekannten wahren Fehler £) das Gaufs’sche 
Fehlergesetz erfüllen. Einer Grundbedingung aller Fehler, welche 


als zufällige gelten sollen, nämlich à — 0 mufs, wenn sie nicht 
schon als Ausgleichungserfordernis auftrat, doch jedenfalls nähe- 
rungsweise genügt werden. 


$. 89. 


Gewichte und mittlere Fehler der Unbekannten der Aus- 
gleichung. Um die mittleren Fehler u,Uyu, der Unbekannten zu 
finden haben wir ihre Quadrate als Durchschnittswerte von 
A, Ay?, 12° aufzufassen. Es genügt hier, den Durchschnittswert 
von fx? aufzusuchen. Multiplizieren wir fx aus (27) zunächst mit 
seinem ersten, dann mit seinem zweiten und dritten Gliede, so er- 
scheint: 


I MN MN M Ma MA 
æ? = (Qıı QE . QE + Qiz aE. be + Qı3 QE. ce) Qi 
+ (Quas.be + Qiu be.be + Qu be. ce) Qi 
+ (Quas.ce + Qube. ce + Qi ce. ce) Q 


Die Durchschnittswerte dieser drei Klammerglieder ergeben sich 
auf Grund derselben Betrachtungen wie die von (29), also: 


ta? = (Qu au + Qe ab + Qi ac) Qu u? 
+ (Qu ab + Qo ob + Qi be) Qua u? . . (32) 


+ (Qu ac + Qi be + Qi m) Qi u? 

Nach (28) ist der erste Klammerausdruck in (32) der Einheit gleich. 
Mit Hilfe der Bezout’schen Methode der Elimination durch unbe- 
stimmte Koeffizienten weist man ferner leicht nach, dafs der zweite 
und dritte Klammerausdruck verschwinden. Noch einfacher zeigt 
dies die Lehre von den Determinanten, weil die Rückbildung dieser 
Ausdrücke in die Form von Brüchen aus Determinanten auf Zähler 
führt, welche zwei gleichlautende Spalten besitzen, also verschwinden, 
Demnach folgt aus (32): 


- 
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íA 
ls = Qı W= Qui gr 


an (33) 


Ebenso findet man: 
ly? = Qo w; M? = lsl?. . . . . (84) 

Schreibt man Qı in Form eines Bruches von Determinanten oder 
auch in der entwickelten Form an, auf welche die Bézout’sche 
Methode führt, so zeigt sich unmittelbar, dafs Q,ı auch als erste 
Unbekannte eines Systems von Gleichungen betrachtet werden 
kann, dessen Koeffizienten diejenigen der Gleichungen (26), dessen 
konstante Glieder aber der Reihe nach 1, 0, O heifsen. Qə wird als 
zweite Unbekannte desselben Systems gewonnen, nachdem man 
0, 1, O als konstante Glieder eingeführt hat u. s. w. Die Zähler von 
Qıı, Qaa.... sind die Unterdeterminanten des Nenners D (S. 224), 
je nach dem Isten, 2ten.... Gliede der Diagonalreihe genommen. 

Zur Übersicht wollen wir die Werte Q, ausgedrückt als Brüche 
von Determinanten, anschreiben, und die Gleichungssysteme, aus 
deren Auflösung man sie gewinnen kann. Wenn, wie S. 224: 


NI MA MI 
aa ab ac 
IN MNA MA 
D=] ab bb be 
NI MNI NI 
ac be cc 


und D;ı Diz Di; aus D hervorgehen, indem wir der Reihe. nach die 
Elemente der ersten, der zweiten, der dritten Spalte durch 1, 0, O 
ersetzen, so ist: 
D D 
n=7 = = + (85) 
Indem wir ferner D21 Dz Dog dadurch bilden, dafs die drei Spalten 
von D der Reihe nach die Elemente 0, 1, 0 aufnehmen, kommen 
wir auf 
nr Q S ac WAA (36) 
Endlich lassen wir Dı Dz D,, entstehen, indem wir in die Spalten 
von D nacheinander die Elemente 0, 0, 1 einführen. Dann wird: 
D,, Dy By! 


Q= Q= Nr "ut, (37) 


Man erkennt leicht dafs, infolge der früher hervorgehobenen Sym- 
metrie der Koeffizientendeterminante, auch alle Zählerdeterminanten 
und infolge davon auch alle Q mit gleichen Indices, ohne Rücksicht 
auf die Reihenfolge derselben, gleichen Wert besitzen. Z. B. 


-Qi = Qa; Qo = Q ete. 
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Die drei Gleichungssysteme zur Berechnung der @ lauten hier- 
nach: 


1 = aa Qu + ab Qo + ac Qi 
0 = ab Qu + bb Qu + be Qs . . . . (388) 
O= aCe Qıı + be Qiz + cc Qis 


0 = au Qn + ab Qu + ac Qa 
| N ab Qa + bb Qs3 nz be Qə3 ANE DE, FARRA (39) 
0 = ac Qu + be Qu + ce Qa 


MNI d MNI 

0 = aa Qz + ab Q2 + ac Qs 

0 = ab Qu + bb Aa + be ls - . . . (40) 
M MN MN 

1 = ac Qz + be Q + ce Qs 


Man sieht leicht, wie man diese Gleichungen für eine Ausgleichung 
mit mehr als drei Unbekannten zu erweitern hat. Noch einiges über 
die Berechnung der Gröfsen Q folgt im §. 95 bei Gelegenheit der 
Betrachtung verschiedener Wege zur Auflösung der Normal- 
gleichungen. 

Vorstehende Gleichungen nennt man Gewichtsgleichungen, weil 
die Gewichte gs 9, 9; der Unbekannten gyz zum Gewicht g der 
einzelnen Beobachtung sich verhalten wie die Reciproken der Zahlen 
Qıı Q22 Q33- Nach $. 82 gilt z. B.: 


. -= 1 . 1 
9:9 = u, : u? 
1 SA 
Aut ups 
woraus im Verein mit ähnlichen Berechnungen folgt: 


BER a 2 Be: IR 
TA Qıı ý; Qa2 ER Q33 

Für die Annahme g = 1 sind demnach die Zahlen Q mit gleich- 
lautenden Indices die reciproken Gewichte der Unbekannten.. Dals 
dieselben notwendig positiv sein müssen, ergiebt sich aus §. 95. 

Die Gröfsen Q lassen sich berechnen, auch wenn überschüssige 
Beobachtungen gar nicht vorhanden sind, eine Ausgleichungsauf- 
gabe also nicht vorliegt. Für theoretische Untersuchungen sind sie 
auch dann noch von Bedeutung. 
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Beispiele der Gewichtsberechnung. Zu dem ersten Zahlen- 
beispiele des $. 87 schreiben wir die Gewichtsgleichungen an wie 


folgt: 
1= 5Qı +15 Qi 
0 = 15 Qu + F5.Qı2 
55 — 15 
Qui = gp = ll Meeg = 03 
0 = 5ßı + 15 Qz 
1 = 15 Qa + 55 Qo 


5 
“Qa = zg mOl en 7 T 0S = Oi 
Wir hatten früher gefunden: l 


2. — 0,03027. 
In unserem Beispiele ist n = 5, m = 2, daher: 


AA _ 0,08027 
1 FEN nn aa . 
A naa in 3 = 0,01009; 
hieraus der mittlere Fehler einer Beobachtung : 
u= + 0,1005. 


Wir berechnen ferner: 
ie? = Qu? = 0,0111; un? = Qa u? = 0,001 009 
Be = 0,1054 üa == 0.0318, 


folglich sind die beiden Unbekannten x und y nebst ihren mittleren 
Fehlern: 


& = 5,691 + 0,105; y = 0,2795 + 0,0032. 
Da nämlich y = 0,1 H, so ist auch der mittlere Fehler von uy = uy 
= 0,1 uH. 
Die Gewichtsgleichung des zweiten Beispiels des §. 87 lautet: 


E 
also: Qı = Ol. 
Da wir ferner gefunden hatten: 
AA — 0,1760 


und n — 10, m = 1 gesetzt werden mufs, so ist: 
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Me 
2 E 
und der mittlere Fehler der einzelnen Beobachtung: 
u = + 0,14 (Minuten) 


— 0,0196 


oder auch 
u =— + 8,4 (Sekunden). 
Das Quadrat des mittleren Fehlers der Unbekannten berechnet 
sich aus: 
ua? = Qu u? = 0,00196 
Us = + 0,044 (Minuten). 
Der scheinbare Abstand der beiden Mikroskope ergiebt sich daher 
gleich: 
180° 0,307’ + 0,044 
oder 180° 0’ 18,4” re. 

Den allgemeinen Ausdruck für den- mittleren Fehler un des 
arithmetischen Mittels von » direkten Beobachtungen findet man 
nach dem Vorangegangenen leicht aus: 

u? EE Ar 


MET R a 
An das vorstehende Beispiel wollen wir noch eine kleine Unter- 
suchung in betreff der Ablesegenauigkeit anknüpfen. Die Beobach- 
tungen an den Mikroskopen A und B mögen mit den mittleren 
Fehlern us und ug behaftet sein, die wir, weil nahe unter gleichen 
Bedingungen erfolgt, einander gleich setzen wollen. Aus ihnen setzt 
sich u? als Gesamtbeobachtungsfehler wie folgt zusammen: 


w? = ua? + up? = 2 ur. 

Aufserdem sind aber die Mikroskopstellungen A und B selbst Mittel- 
zahlen aus zwei unabhängigen Ablesungen I und II durch verschie- 
dene Beobachter. Die mittleren Fehler ihrer Ablesungen seien u, 
und u, und wir nehmen wieder u, = u, an. Dann berechnet sich 
der mittlere Fehler u4 des arithmetischen Mittels (vergl. $. 82) aus: 


2 
=; 


ferner, nach Substitution dieses Wertes in die vorige Gleichung: 
W= p’, 


woraus folgt: u, = u = 8,4 Sekunden als Ablesungsfehler eines 
Beobachters. 


Unabhängig hiervon kann der Fehler der Einzelablesung aber 
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auch gewonnen werden, wenn wir die Ablesungen I und II ver- 
gleichen. Setzen wir 

M= I= s, 
so ist & ein wahrer Fehler, da er die Differenz der wahren Ablesungs- 
fehler darstellt, und der mittlere Fehler u, ergiebt sich aus m sol- 
chen Differenzen nach: 


OL Ea 
ar“ 
Nun ist aber nach $. 81 uô = u? + u,? und darum 
ee d Aa 
BETEN. a u 


Aus dieser Formel berechnet fand sich u, wesentlich kleiner als 
vorhin angegeben, nämlich: 


u, = 4 3,24" anstatt 8,4". 


Die Aufklärung dafür ergiebt sich jedoch, wenn wir die fünf 
ersten Beobachtungen auf S. 228 gesondert betrachten. Da gegen- 
über den Mikrometerstrichen diejenigen des Limbus eine bedeutende 
Dicke zeigen (Fig. 85), so wurden die 
kleinen Intervalle nahe den Grenzen 
eines Mikrometerteils regelmäfsig zu 
klein geschätzt, daher in Fällen wie dem 
ersten der Figur, wo Pfeile die Richtung 
der Bezifferung des Limbus andeuten 
und die eingeklammerten Strecken mikro- 
metrisch zu messen sind, die Differenz 
B — A z.B. 180° + 5,80’ — 5,20’ zu 
grols ausfiel, während im zweiten B— A 
oder 180° + 9,20’ — 8,95’ zu klein 
gefunden ward. Die fünf ersten Beob- 
achtungen sind sämtlich von dieser Art. Ziehen wir darum aus den 
fünf letzten den mittleren Fehler nach folgendem Schema: 


Fig. 85. 


0,23 + 0,04 0,0016 
0,33 — 0,06 0,0036 
0,20 + 0,07 0,0049 
0,27 0,00 0,0000 
0,32 — 0,05 0,0025 
1,35 0,00 0,0126 — AA 
yi 
s= 027 e a = 0,00315 


u = + 0,057 Minuten = + 3,37". 
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Der zuletzt berechnete mittlere Fehler stimmt mit dem vorhin er- 
wähnten gut überein. Betrachten wir x, als den wahren gesuchten 
Wert, so können wir den mittleren Betrag Ug jenes regelmäfsigen 
Fehlers 6 bei Schätzung kleiner Bruchteile des Mikrometerintervalles 
aus den fünf ersten Beobachtungen näherungsweise ermitteln. Wir 
setzen: „= z; — l = 0,27 — l. 


I n nn 
0,50 — 0,23 0,0529 
0,17 + 0,10 0,0100 
0,25 + 0,02 0,0004 
0,60 033 0,1089 
0,20 + 0,07 0,0049 

nn = 0,1771 

uy? = T — 0,0354 


4, = + 0,19 Minuten. 


Nun ist u offenbar aus uç und u, zusammengesetzt, denn keins 
der y ist von dem zufälligen Schätzungsfehler frei, und zwar gilt: 


u = Us? -L u 
2 — 
A ER skie. wie oben 3 
uo? = 0,0322 


to = + 0,18 Minuten. 


Dieser Schätzungsfehler, obgleich in gewissem Sinne ein regel- 
mälsiger, da das Auge ihn bei gleicher Gruppierung der Striche 
immer von neuem und im gleichen Sinne begeht, hat bei einer grö- 
fseren Zahl von Beobachtungen dennoch den Charakter eines zu- 
fälligen Fehlers, insofern er sein Vorzeichen und seinen Betrag häufig 
wechselt, wenn auch das Gesetz seines Auftretens nicht das Gaufs’- 
sche sein wird. Wird er nicht eliminiert, so trägt er daher zur 
Vergröfserung des mittleren Ablesungsfehlers wesentlich bei. Man 
vergleiche hiermit $. 64, S. 152. 


8. 91. 


Minimum oder Maximum einer Funktion von mehreren 
Variabeln, welche unter sich durch Bedingungsgleichungen 
verknüpft sind. Zwischen den n Grölsen 2, Y, Z, u, v.... bestehen 
die r Bedingungsgleichungen 
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PR Y, 2, W, v...) = 0 EEE ES T 
Ps, u, w onn) = 0 
à PN : n >r. 
Zwischen denselben Variabeln x, y, 2, u, v.... sei eine Funktion 
gegeben: 


e N (2) 


Verlangt wird ein kurzer algebraischer Ausdruck dafür, dafs die 
Variabeln der Funktion (2) den Bedingungen (1) unterliegen. 

Wir können dieser Aufgabe durch zwei Formen von Identitäten 
genügen. Zunächst werden wir die Beziehungen der Variabeln 
unter sich, welehe durch die Gleichungen (1) ausgesprochen werden, 
dadurch in die gegebene Funktion einführen, dafs wir r der Va- 
riabeln in (1) durch die n — r übrigen ausdrücken und diese Aus- 
drücke in f(x, Y, 2, u, v....) substituieren. Sind z. B. u, v.... auf 
solchem Wege eliminiert worden und bezeichnen wir die neu ent- 
standene Funktion mit F(x, y, 2....), so ist die Identität 


Feen ir) (8) 


ein Ausdruck für das Zusammenbestehen von (1) und (2). Allerdings 
lassen sich aus den Werten, welche für u, v.... in (2) eingesetzt 
wurden, die ursprünglichen Gleichungen (1) nicht ohne nähere An- 
gaben wieder auffinden. Aber auch ohne unmittelbare Elimination 
eines Teiles der Variabeln kann die Einführung der Bedingungs- 
gleichungen in die Funktion (2) folgendermafsen geschehen. 

Es lassen sich die r Bedingungsgleichungen (1) in eine einzige 
zusammenfassen, wenn man sie der Reihe nach mit den Faktoren 
kp Ry...., genannt Korrelaten, multipliziert, — welche vorläufig, 
d. h. vor Einführung einer neuen Bedingung, ganz unbestimmt bleiben 
sollen —, sodann die Produkte addiert. Denn die Gleichung (4), 
welche hieraus entsteht, nämlich: 

ky:9(, Y, Z, W, V...) + kip. 9, Y, 2, W, v...) 


(4) 
zerfällt wieder in ihre Bestandteile (1), sobald man bedenkt, dafs bei 
der Unbestimmtheit der % die linke Seite von (4) nur verschwindet, 
wenn alle Glieder es thun, und diese nur gleich Null werden, wenn 
ihre zweiten Faktoren @ (....), % (....) u.s. w. verschwinden. Indem 
wir nunmehr die Identität aufstellen: 


Jay, 2, U, V...) = f (2, Y, 2U V...) + Tkp. P(T, Y, 2, W v...) 
+ Tky. Y WW...) Heee 
oder kürzer geschrieben: 


SEY U e Ve D (2, Y, 2, W, V... ky, ky...) pau Ch) 


www.rcin.org.pl 


$. 91. Minimum oder Maximum mit Nebenbedingungen. 241 


worin r eine beliebige konstante Zahl bedeutet, haben wir abermals 
einen Ausdruck für das Zusammenbestehen von (1) und (2) gewonnen. 
Denn durch höchst einfache Operationen läfst sich daraus (4) ableiten, 
und aus (4) wieder die gegebenen Bedingungen (1) ohne weiteres 
erkennen. Gemäfs (3) und (5) können wir die Funktion (2) durch 
F(&, y,2....) oder durch ® (x, y,2,u,v.... ky,kıy....) ersetzen, und 
indem dies geschieht, haben wir den Bedingungen (1) Rechnung 
getragen. In beiden Ersatzfunktionen hat sich die Anzahl der 
Variabeln gegenüber (2) verändert, dort auf n — r vermindert, hier 
auf n + r vermehrt. Gleichwohl ist bei vielen analytischem Opera- 
tionen die zweite Funktion darum vorzuziehen, weil die ursprüng- 
lichen Bedingungen in ihr nicht nur dem Wesen, sondern auch der 
Form nach aufgenommen sind. 

Die eigentliche Aufgabe dieses Paragraphen ist, diejenigen 
Werte x, Y, 2, U, ®.... festzustellen, welche die Funktion (2) zu einem 
Minimum oder Maximum machen und zugleich die Bedingungen (1) 
erfüllen. Nach unseren bisherigen Betrachtungen kann diese Auf- 
gabe auch so gefalst werden: Man bestimme die Werte x, 9, 2...., 
durch welche die Funktion F (g, y, 2....), oder die Werte x, y, 2, u, 
V... k, kp»... durch welche die Funktion © (@,y,2,4,0.:.. kg, kp...) 
einen kleinsten oder grölsten Betrag erreicht. (Dann sind zugleich 
die Bedingungen (1) von selbst erfüllt, weil bereits in die Funktionen 
aufgenommen.) 

Bekanntlich werden Maxima und Minima einer Funktion mehrerer 
unabhängigen Variabeln durch solche Werte der letzteren hervor- 
gebracht, welche die partiellen Differentialquotienten der Funktion, 
genommen nach den einzelnen Variabeln, der Reihe nach ver- 
schwinden machen. Demnach wird unsere Aufgabe gelöst 

1) durch die zusammengehörigen Werte von g, y, Z...., welche 
das Gleichungssystem erfüllen: 

Se BE ER TEEN; 5 
Ox dy 

2) durch die Werte von 2,9, 2,4, v.... kip, kyy...., welche dem 

System genügen: 


TEN Be TE PR 
wi im, 
dkp Oky a x 

In (6) ist ein System von n — r, in (7) ein solches von n + r 


Gleichungen aufzulösen, um die einzelnen Werte der Variabeln zu 

bekommen. Doch zeigt ein Vergleich der zweiten Zeile von (7) 

mit (5), dafs sie nichts anderes enthält, als das System der ursprüng- 
Vogler, Praktische Geometrie, 16 
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lichen Bedingungsgleichungen (1), mit dem konstanten Faktor t 
multipliziert, der selbstverständlich wieder wegfallen kann und nur 
noch in den Gleichungen der ersten Zeile von (7) zurückbleibt. 

Es werden uns Beispiele vorkommen, in welchen die Lösung 
gemäfs (7) trotz der grölseren Zahl der Gleichungen weniger Mühe 
verursacht als diejenige gemäfs (6). 

In denjenigen Fällen, auf welche uns die Betrachtungen der 
Ausgleichungsrechnung führen, geht die Entscheidung darüber, ob 
wir zu einem Minimum oder Maximum der Funktion (2) gelangt 
sind, aus der Natur der Aufgabe hervor und erfordert keine nähere 
Untersuchung. s 

Die Bezeichnung als Korrelaten der Bedingungsgleichungen hat 
für die Gröfsen k Gaufs eingeführt (Supplementa theoriae combi- 
nationis observationum erroribus minimis obnoxiae, 11), die Methode 
aber, mit ihrer Hilfe die Differentiation einer Funktion mit Neben- 
bedingungen auf die einer Funktion unabhängiger Variabeln zurück- 
zuführen, rührt von Lagrange her, weshalb die Korrelaten auch 
häufiger Lagrange’sche Faktoren heifsen. Nur in der Aus- 
gleichungsrechnung hat sich der erstgenannte Name eingebürgert, 
und für die erste Zeile der Gleichungen (7), welche eine besonders 
einfache Gestalt anzunehmen pflegen, der Name Korrelatengleichungen. 

Über die Konstante t kann zur Vereinfachung der Rechnung 
verfügt werden. 


$. 92. 


Die Gewichte der Unbekannten einer Ausgleichung nach 
der Methode der kleinsten Quadrate sind Maxima. Wir wollen 
uns, um diesen Satz zu erhärten, auf den Standpunkt des $. 82 stellen 
und, wie dort am Schlusse geschieht, nach demjenigen Ausgleichungs- 
verfahren fragen, welches den Unbekannten gröfste Gewichte, also 
günstigste Werte erteilt. Es wird sich zeigen, dafs es die Methode 
der kleinsten Quadrate ist. Ebensogut wie an dieser Stelle, konnte 
die Frage schon dort erörtert und auf das Ergebnis der Erörterung 
die Regeln der Ausgleichungsrechnung gegründet werden. 

Der Erkenntnis des günstigsten Ausgleichungsverfahrens muls 
die andere vorhergehen, welche Forderungen erfüllt werden müssen, 
damit ein gewähltes Ausgleichungsverfahren überhaupt als mathe- 
matisch berechtigt zugelassen werden kann. Soviel ist klar, dafs 
die Unbekannten der Ausgleichung Funktionen aller Beobachtungen 
sein müssen, und zwar ganz von demselben Bau, welcher die Be- 
ziehungen zwischen den wahren Werten X YZ.... der Unbekannten 
und A der zu beobachtenden Gröfsen darstellt. Denn die Un- 
bekannten xyz.... sollen für den Fall fehlerfreier Beobachtungen 
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l — A in jene wahren Werte XYZ.... übergehen. Zwischen den 
letzteren (wir beschränken uns auf drei) und den A mögen n Glei- 
chungen bestehen von der Form: 
= —-A+aX+57T +42 ....°0 
a E E E 
Im allgemeinen werden zwischen den A und ! Differenzen & = A—1 
bestehen, und die Ausgleichungsunbekannten g, y,2, wie man sie 
auch bilden mag, von den X,Y,Z um Differenzen Je = X — q, 
Ay = Y — y, Az = Z —z verschieden sein, so dafs statt (1) auch 
geschrieben werden kann: 
0=—(; + e) Hale + I) + AH aeta) n o @) 
Das System der n Gleichungen (1) würde aber im allgemeinen nicht 
mehr widerspruchsfrei bestehen, wenn wir die Gröfsen A, X,Y,Z 
darin einfach durch l, x,y,z ersetzten. Erst nach dem Ergänzen 
jeder Beobachtung ! durch eine Verbesserung A werden die Wider- 
sprüche getilgt und ein System von Gleichungen gewonnen, deren 
ite lautet: 
= —k+)+ae+byta2.... (8) 
Einen Ausdruck für & gewinnen wir aus der Subtraktion der Glei- 
chung (3) von (2), und zwar: 
&i = h + ade +bAy+ AR T EEE RE (4) 
Eigentlich müfsten wir uns die Unbekannten x,y,z der Aus- 
gleichung vorerst als ganz beliebige Funktionen der Beobachtungen 
l gebildet denken. Da jedoch die Methode der kleinsten Quadrate 
auf lineare Funktionen führt, so vereinfachen wir uns die Aufgabe, 
indem wir nur den Fall in Betracht ziehen, die Unbekannten seien 
lineare Funktionen der Beobachtungen : 


z = w + ihl + bh Hr en On In 
y = bo + Bılı + Bel +++ Bn la BE N (5) 
8 = Yo H Ph Hrala tH + Yala 


Denken wir uns die Beobachtungen fehlerfrei, so gehen die 
Unbekannten &,9,2 in X, Y,Z über und die l in A. Wir substi- 
tuieren rechter Hand für jedes A den Wert, der aus den Bacher: 
gen (1) folgt und erhalten in kurzer Schreibweise: 

X= + au X + ba Y + ca Z 
Y= fs +aßBX+oBY+cpz mE) 
Z=pHtayX+byY+ cyZ 


Diese Gleichungen bestehen, ganz unabhängig von den Gröfsen 
der X, Y,Z, wir dürfen uns letztere also willkürlich verändert denken, 
16* 
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sei es einzelne oder alle, woraus folgt, dafs die mit X oder Y oder Z 
behafteten Glieder in (6) ohne Einflufs aufeinander sind und für sich 
verschwinden müssen. Es gelten daher die Gleichungen: 


TE E EN a E 
Dee es (T) 


MN MA 
ay = 0n bpem ey L 

als Bedingungen zwischen den Koeffizienten der Gleichungen (5) 
und denen der Gleichungen (1), Bedingungen, welche von Art und 
Gröfse der Unbekannten unabhängig sind und zu denen durch Ein- 
setzen von (7) in (6) noch hinzutritt: 

w% = ba = Yo = 0, 
so dafs anstatt (5) kürzer geschrieben werden kann: 


z= at y = Êl; PEA Be: (G) 
Multiplizieren wir (3) mit &;, so wird nach einer Umstellung: 
Ci Ài Z= — Qi li ps Ai Ci £ En bi Qi yY -L Ci Xi 2 


und indem wir alle n Gleichungen dieser Art summieren und (8) 
berücksichtigen : 
ah = (ax — ljg + bay + caz. 


Die erste Zeile von (7) lehrt uns, dafs @A — 0 wird. Auf dem- 
selben Wege finden wir soviel Gleichungen als Unbekannte von der 
Form: 

ai= 0 B=0 pim n n (9) 

Multiplizieren wir auch (4) mit «; und addieren die n hieraus 

entstehenden Gleichungen, so folgt zunächst: 
ae =a + au Az + bady + ca Je 


und indem wir (9) und (7) beachten, fx = ae. Derselbe Weg 

‚leitet uns zu ebensoviel Ausdrücken dieser Art, als es Unbekannte 
giebt, nämlich: 

~ Aı=0a Heß de=7s. . . (10) 

Die mittleren Fehler Uz, Wy, Uz der Unbekannten x,y,z der Aus- 


gleichung gewinnen wir nach §. 81 (14) und auf Grund der Aus- 
drücke (10), indem wir bilden: 


Us? = aau?; W ER o = yy u. 


Hierin bezeichnet w den (konstanten) mittleren Fehler der (gleich 
genauen) Beobachtungen l. Die Gewichte gx gy ge der Unbekannten 
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sind den Quadraten der mittleren Fehler, also auch den Aggregaten 


0.0, BB, yy umgekehrt proportional und werden Maxima, wenn diese 
am kleinsten sind. Wir stellen uns daher die Aufgabe, die Gröfsen 
œ, ß,y derart durch die Koeffizienten der Gleichungen (1) zu be- 
stimmen, dafs die Aggregate 


#0, BB, yy, Minima a © 22.2.2.(W 


werden (Maxima sind nicht möglich). Dabei haben wir zu beachten, 
dafs die Variabeln «, , y nicht unabhängig voneinander, sondern 
durch die Nebenbedingungen (7) miteinander verknüpft sind. Ge- 
mäfs den Entwickelungen des vorigen Paragraphen wird, indem wir 
für r den Wert — 2 wählen, die erste der ee: (11) erfüllt, 
wenn 


na — 2kılaa — 1) — 26,6% — 2kjsc® ein Minimum. (12) 
wird, und dies ist der Fall, wenn wir die partiellen Differentialquo- 
tienten vorstehender Funktion einzeln verschwinden lassen. Also: 

%ı — m kı — bih — G kg = 0 
Č — Akı — bz kiz — C kig = 0 


Ma p gr E r are eine = 0. 


Ebensolche Systeme gewinnen wir für diejenigen f und y, welche 
der Forderung (11) genügen; man hat daher für œ; Pi yi allgemein 
Ausdrücke von der Form: 

wi = khu ai + kibi + kig ci 

Bi = bar a tie ahay Ciare ril aiea (N) 

y = ksı ai + hab + kss ci 


Wir setzen sie in die Gleichungen (9) ein und erhalten: 


Pa TEE EEEE MOY S HR i ey S 


fi = omk ah Hik bA E i al A E (14) 
På = O0 = k aA + ky DA + kss Ch 


In bezug auf al, Di,ch als Unbekannte ist (14) ein vollständiges 
System homogener Gleichungen, welches nur bestehen kann, wenn 
entweder die Determinante ihrer Koeffizienten oder wenn die Un- ` 
bekannten selbst sämtlich gleich Null sind. Dafs die Koeffizienten- 
determinante nicht verschwindet, ergiebt sich aus einem zweiten 
System von Gleichungen, welches aus der Substitution der Aus- 
drücke (13) in die erste Spalte der Bedingungen (7) entsteht und 
lautet: 
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nn MI M IN 
aa = l = ku aa + ki ab + ki ac 
aß = 0 = kny aa + kn ab + kn ac 
E AE ST t E + cc 


Von den Aggregaten aa, ab,ac, welche die Rolle der Unbekannten 
übernehmen, wissen wir, dafs sie im allgemeinen von Null verschieden 
und endliche Zahlen sind. Sollte die Determinante ihrer Koeftizien- 
ten verschwinden, so mülsten daher sämtliche Absolutglieder Null 
werden, was nicht der Fall ist. Hieraus folgt, dafsin dem System (14) 
nicht die Koeffizientendeterminante, sondern die Unbekannten ver- 
schwinden, oder: 


a0 Deo do... i C) 
Mithin führt die Forderung, dafs die Gewichte der Unbekannten der 
Ausgleichung Maxima werden, auf ganz dieselben Gleichungen (15), 
welche aus der Forderung entspringen, dafs die Summe der Quadrate 
der Beobachtungsverbesserungen ein Minimum werde. Beide Aus- 
gleichungsmethoden, diejenige der gröfsten Gewichte der Unbekannten 
und diejenige der kleinsten Quadratsummen der Verbesserungen decken 
sich also. Substituieren wir in (15) für A die ausführlichen Ausdrücke 
der Fehlergleichungen, so erhalten wir die Normalgleichungen zur 
Berechnung der Unbekannten x, y, 2. 

Der Satz, den die Überschrift dieses Paragraphen ausspricht, 
ist damit bewiesen und die Methode der kleinsten Quadrate nach- 
träglich gerechtfertigt. Man kann ebensogut die Forderung der 
gröfsten Gewichte an die Spitze der Ausgleichungsrechnung stellen 
und nachträglich beweisen, dafs sie auf Minima der Fehlerquadrat- 
summen führt. 

Die Gröfsen k zu berechnen, hat jetzt nur noch nebensächliches 
Interesse. Substituieren wir aber z.B. die Ausdrücke für œ aus (13) 
in die Gleichungen der ersten Zeile von (7), so entsteht das System: 


MA 


au = 1 = aa Ña + ab ag + ach, 
ET + DÒ kig + De kn 


ev l—achn +bcha + cchs 
worin wir das erste System der Gewichtsgleichungen ($. 89) wieder 
erkennen. Demnach sind die Gröfsen k und Q mit gleichen Indices 
identisch. Nunmehr ist es selbstverständlich, dafs auch die Bildung 


von aa, BB, 7y auf Bekanntes führt. Wir multiplizieren die Aus- 
drücke (13) der Reihe nach mit œ;, ß;, yi und summieren Je’ n gleich- 
artige Gebilde. Dann wird wegen (7): 


www.rcin.org.pl 


$. 92. Die Gewichte der Unbekannten sind Maxima. 247 
MN MN Ma MN 
00 = aa kı +. ba ki +:00 ky = ku = Qi 

MN MN M~I MN 

PB = aß ka + bÊ ka + cf kn = kn = Qu 

MN MN MN M 

yy = ay kı + by kz + cy kz = ks = Qs 

Die k oder Q mit wiederholten Zeigern ergeben sich hieraus 
als Summen von Quadraten und darum positiv. 

Ebenso können wir, als Beispiel unter den übrigen Aggregaten 
dieser Art, ab und zwar doppelt bilden, einmal indem wir den ersten 
der Ausdrücke (13) mit ß;, dann indem wir den zweiten mit œ; mul- 
tiplizieren und wieder je n gleichartig gebildete Zeilen summieren. 
Wir erhalten unter Rücksicht auf (7): 


uB = aß kı + bÊ k + eb k = k = Qi 
up = aa ka + ba ka + ca ka = ka = Qan 
und es folgt hieraus mit grofser Leichtigkeit die schon bekannte 


Thatsache, dafs die symmetrisch bezeichneten k und Q einander 
gleich sind. Alle Q sind Summen von Produkten. 


§. 93. 


Gewicht und mittlerer Fehler von Funktionen der Unbe- 
kannten einer Ausgleichung. Aus den Unbekannten x,y,z einer 
Ausgleichung sei die Funktion zu bilden: 


Sei, VDE T A. 
Man fragt nach dem mittleren Fehler u, dieser Funktion. Wie im 
vorigen Paragraphen gelte 
Zr +40 TYayfds Z=g+ dg . (2) 
und aufserdem 
AF =F Y, 2 AED MEET 
Wir substituieren (2) in (3) und denken uns f(X, Y, Z) nach Tay- 


lors Satze entwickelt. Dann ist mit Vernachlässigung höherer 
Glieder: 


=, da + ayt Be 2 


Da 2x, 1y,4z nicht unabhängig KR, RE Funktionen 
derselben Reihe von Fehlern € sind, so müssen wir sie als solche 
darstellen, ehe die Regeln des $. 81 anwendbar werden. 

Wir bezeichnen die partiellen Differentialquotienten nach 2,9,2 
der Reihe nach mit p, q,r und führen für fx, 1 y, A z die Ausdrücke (10) 
des vorigen Paragraphen (S. 244) ein. Dann wird: 
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If=».0ue Taßet+trye.....60 
oder, wenn wir die gleichbezeichneten & hervorheben: 
Af = (pa + gfi + ry) == 018 
+ (pas + gb + rE) F 02& (6) 


+ (Pan + aPn + ëYn)En + OnEn 
Nun ist gemäfs §. 81, da alle Beobachtungen gleich genau, 


E a E E A A N 
unter u den mittleren Fehler der einzelnen Beobachtung verstanden. 
Da wir gemäls (6) allgemein setzten 

f Qi = p&i + gfi + rY; 
so wird 
ii = pP? + 2pg ipi + 2pr diyi 
+ i o +2gr Ta 
AE ANA s 


Bilden wir alle n Quadrate dieser Art, summieren sie und erinnern 
MN M 

uns des Wertes der Aggregate «æ, «aß .... aus dem Schlusse des 

vorigen Paragraphen, setzen endlich wieder für p,q,r die partiellen 

Differentialquotienten, so geht (7) schliefslich über in: 


Ò i 
?=($ =) Quu? + 2 =. or Qiu? + 25 = gun 
f 


z Qas Ra (8) 


2 
A Qz u? 


Diese Formel kann nach einfachen Analogieschlüssen für beliebig 
viele Unbekannte nach der Seite und nach unten fortgesetzt werden. 
Ist, als Beispiel, F(x,y) = x — y zu berechnen, so folgt: 

ur? = (Qu + Qa — 2 Qi)? © e v . (9) 


und, wenn die aae ai nur zwei Unbekannte œ und y ergab: 


4 
E (y Qa u? + 2.57 


aa en bb Rise 24b 
aa. bb — ab. ab 

Als ein zweites Beispiel möge zu berechnen sein: 

Fiay2) = ax + by + cz = L. - 
Man findet sehr leicht den mittleren Fehler uz von L: 
ur? = u = a? Qu U? + Qu? + c? Qz u? 
Ao 2ab Qı u? + 2acQısu? . (11) 
+ 2be Qop? 


mam E a A iO) 
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Wir wenden diese Formel auf das Beispiel an, das wir S. 236 
verlassen haben. Da in demselben a = 1 ist und = = 5,691; 
y = 0,2795 gefunden ward, so wird 


L = 581 SORT 2, a a N) 
Ferner ergab sich Qi = 11; O = — 093; Ada = 0,1; und 
u? = 0,01009. Nun geht (11) über in 
4 ide p : 
ur? = 0,01009 (1, 1 + 0,1 — a 064): - (13) 


Es mufste durch den Faktor 0,1 bei b darauf Rücksicht genommen 
werden, dafs wir die reciproken Gewichte Q für & und H = 10y be- 
rechnet hatten. Man sieht leicht, welche Veränderungen die Koeffi- 
zienten der Gewichtsgleichungen S. 236 und infolge davon die 
Gröfsen Q erfahren hätten, wenn wir in die Normalgleichungen 
S. 227 n statt H eingeführt haben würden. — Formel (13) hat Be- 
deutung vornehmlich für den Fall, dafs die Gerade (12) über das 
Gebiet der Beobachtungen hinaus verlängert werden soll. Man 
vergleiche uz für b = 0 mit u, und entwickele uzr für b = 200. 


$. 94. 


Das Gewicht einer Funktion der Unbekannten ist ein 
Maximum. Wie im $. 92 gehen wir so vor, dafs wir in der Funktion 
EBENE EN RE 
die Unbekannten der Ausgleichung, welche selbst wieder ko 
der Beobachtungen ! sind, derart bestimmen, dafs 
1) die Funktion (1) in dieselbe Funktion der wahren Gröfsen 
der Unbekannten, also in 
FIR KB Kan ea 3 net Kl 
übergeht, sobald wir die Beobachtungen lin die betreffenden wahren 
Werte 
4A=aX +)Y+rezZz=eitr:.....0 


überführen, worin € die wahren Beobachtungsfehler; 

2) das Gewicht der Funktion (1) ein Maximum wird. 

Wenn wieder X — æ = Jr u. s. w. wie in $$. 92 und 93, so 
haben wir unter Anwendung von Taylors Satze mit Ausschlufs 
höherer Glieder: 


AF— F(X, Y, Z) — F(2,y,2) 
oF oF OF 
en = Ir IE 1 dy Ay + 35 Ag PT E E O. (4) 
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Bezeichnen wir nun dieselben. noch als unbestimmt betrachteten 
Gröfsen, wie in $. 92, der Reihe nach mit œ; œz .... 0; mit bı Ba... .,Bn; 
mit yı Y2... Yn, So wird, wie dort 
MN MN M 
dr = us Ay = pE MEE PE a o (5) 
und nach Einsetzen dieser Werte in (4) 
OF ~ OF ~ OF ~N 
4AF = — kal ris 
F ee TEE : (6) 


oder noch kürzer, wenn die Summe der drei Faktoren gleichbezifferter 
& mit ọ bezeichnet wird, z. B.: 


oF oF or 
umga ggh ogg tan P AO 
AF= pọ: aA niai) 
Nach §. 81 wird der mittlere Fehler up berechnet aus 
M 


wenn u der mittlere Beobachtungsfehler. Das Gewicht gp aber 
berechnet sich aus dem Gewicht der einzelnen Beobachtung, nämlich 
aus 9 — Konst: : u?, 


wann... o 40) 
oo u? ọọ 
Demnach mufs 
00 ein Br, el) 


werden, wenn gr ein Maximum werden soll, 
Die Bedingungen, welche die Gröfsen ọ aufserdem zu erfüllen 
haben, entspringen der Forderung 1). Mit Hilfe von (3) oder von 


€ = —1+aX-+bY-+c2Z 


verwandelt man (8) sehr leicht in 


AF=ge—=—gl+aeX+beY+ceZ.. (12 
ebenso bekommt man mit Hilfe von 


à = —l +4 ax + by + cz 


MA MN M M MA 
ọå = — ọl + aọx + boy + cez. .'. . (13) 
und indem man (13) von (12) subtrahiert: 


AF — Q4 = ao As + bo Ay +c Aa. 
Subtrahiert man hiervon (4), so wird nach einer Umstellung: 


p +a- ds+(b0— 5, aytz) (14) 


www.rcin.org.pl 


$. 94. Die Methode d. kleinsten Qu. erteilt gröfste Gewichte. 251 


Gleichung (14) besteht unabhängig von den Gröfsen Ix, Ay, 4z, 
welche, weil von den unbestimmbaren Werten X, Y,Z abhängig, der 
Rechnung ohnehin unzugänglich bleiben. Soll (14) aber für beliebige 
< bestehen, so müssen alle Glieder rechter Hand einzeln verschwinden, 
und da die f im allgemeinen von Null verschieden sind, so kommen 
wir auf die Bedingungsgleichungen: 

ao — =; bo — ra, ce — E 0 (15) 
welche zusammen mit der Forderung (11) die Gröfsen ọ unzwei- 
deutig bestimmen. Wir fassen beide zusammen, wenn wir verlangen, 
dafs nachstehende Funktion unabhängiger Variabeln @ ein Minimum 
werde: 


N Am fa NI fa Rai ð 
oo — 2k ("0 - =) — 2% (de — 7) — 21 (co -— = (16) 


Dies führt auf Korrelatengleichungen von der Form 
0=20 — 2ka — 2 kb — ?2kze 


Q — kıa + kab + kze FEN AE (17) 
Setzt man diese Werte von ọ in die Gleichungen (15) ein, so folgen 
zur Berechnung der k die Gleichungen: 


oder 


CE — hak + bh Lach; 
5, = h + Dil + Eh a 
oF 


"Be — a0 -L be ka = ce ks 


woraus, nach areena ER SS as 88): 


kı = Aut Qu +55 Qis 
k, Sa Eut nt Gig aiia . . (19) 


kz - + Z Os + 55 Q33 


Multipliziert man die ¿te der A (17) beiderseits mit ọ; 
und summiert alle n Gebilde solcher Art, so wird gewonnen: 


ọọ = kag + kibo + kco 
oder gemäfs (15) 


n aF DF OF 
a Ty, TR +35 % 
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Wir substituieren die Ausdrücke für’%k aus (19) und finden so 


~ o FN? oF ÒF oF © 
ee = (35) a iei F Pia Ar 257.22 Qus 
F\? oF oF 2 
+) aH a +) o 

Denken wir uns zum Schlufs Gleichung (20) beiderseits mit u? 
multipliziert, so kommen wir auf ur? der Gleichung (9) und zwar 
genau in derselben Form, in welcher up? in (8) des $. 93 gewonnen 
worden war. Dort hatten wir u, auf der Grundlage der Methode 
der kleinsten Quadrate bestimmt, hier suchten wir für up? den kleinst- 
möglichen Wert oder für F (x,y,z) das gröfste Gewicht zu erreichen. 
Das Ergebnis ist in beiden Fällen dieselbe Regel zur Bildung des 
mittleren Fehlers einer Funktion der Unbekannten der Ausgleichung, 
und wir schliefsen daraus, dafs nicht nur diese letzteren, sondern auch 
Funktionen der Unbekannten günstigste Werte annehmen, wenn die Aus- 
gleichung nach der Methode der kleinsten Quadratsummen erfolgte. 

Man bemerkt, dafs das Resultat des $. 92 in vorstehendem Be- 
weis mitinbegriffen ist. 

Multiplizieren wir die ¿te der Gleichungen (17) mit A; und 
summieren alle n derartigen Ausdrücke, beachten wir aufserdem, 


dafs die Vereinigung der Gleichungen (14) und (15) auf oA =D 
führt, so folgt: 


(20) 


ebd tsitul.:.... D) 
In Übereinstimmung damit fordert die Methode der kleinsten 
Quadratsummen bekanntlich: 

a0 M=0 d=0. 

Wir übergehen jedoch die etwas umständliche Ableitung dieser 
Gleichungen aus (21), zumal dieselben schon $.92 (15) sich als Folge 
der Forderung ergaben, dafs die Gewichte der Unbekannten der 
Ausgleichung Maxima sein sollen. 

Den Nachweis der Übereinstimmung letztgenannter Forderung 
mit der Grundbedingung der Methode der kleinsten Quadratsummen 
pflegt man als die zweite (spätere) Gauls’sche Begründung dieser 
Methode zu bezeichnen. Die erste Begründung bestand in dem 
Nachweis, dafs, wenn die Beobachtungsfehler dem Gaufs’ schen Fehler- 
gesetz folgen, die Methode der kleinsten Quadratsummen den Unbe- 
kannten der Ausgleichung wahrscheinlichste Werte erteilt. Beide 
Beweise sind — und dies liegt in der Natur des Ausgleichungs- 
problems — eher Auslegungen als Begründungen, doch hat der 
spätere den Vorzug umfassender zu sein, da er für jedes mögliche 
Fehlergesetz gilt. 


www.rcin.org.pl 


$. 94. Die Methode d. kleinsten Qu. erteilt grölste Gewichte. 253 


$. 95. 


Reduktion und Auflösung der Normalgleichungen. Be- 
kanntlich bleibt eine Determinante unverändert durch Addition des 
qfachen der Elemente einer Zeile oder Spalte zu den Elementen 
einer Parallelreihe. So bleibt der Wert der Koeffizientendeterminante 
D aus $. 86, nämlich: 


II RI T 
aa ab ac 

D=i5 EB 
TE 


MNI 
unverändert, wenn wir die Elemente der ersten Zeile mit — ab : aa 
mapia ren und denjenigen der zweiten Zeile beifügen, sodann 


MNA 
dieselben Elemente mit — ac: : aa multiplizieren und zu denjenigen 
der dritten Zeile addieren. Setzen wir: 


MN ~ 
~ ~ ac. ab a 
m — La be A Sba; 
aa 
ain MA MN d t (2) 
m Be, E 
60 == Ao = CC 
aa 
so wird demzufolge auch 
aa ab ac 
DE\o fo mse nt 
ba cê 


MN MNI 
Nunmehr können wir die Elemente der zweiten Zeile mit — bc : bb, 
multiplizieren und zu denjenigen der dritten addieren. Setzen wir 
dabei 


~N . be aN 
c — An. = 405) Re Ta R (4) 
bb, 
so wird der unveränderte Wert von D gefunden: 

N N and 

aa ab ac 

MA 
D > 0 bb, bci . . . . . . . . (5) 

nm 

0 0 66 


Man sieht leicht, dafs auf solchem Wege aus einer Koeffizienten- 
determinante von 4? Elementen der Reihe nach gebildet würde: 
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Mh ae ad aa ab ac ad 

aa ab ac a A 

y be ba | _ |O bh ba bd 

D = E A Pen Nwo wN te 
we DE Der 0 be, cc cd 

ar a ar ~N MN nn rn 

ad bd € dd 0 bd cd, dd, 

~ AJ 9 A A 
aa 0b ac ad | aa ab ac ad | 

0 bbi be, bdi A 0 bbı be, bad, 

== rn ~N Fa, nn nn 

0 0 c& Ch 0:7 ea od (6) 
MA MIA ~ 
0 0 cd dd, | 0,050. Y 
worin unter anderem gesetzt ward: 
au a: N cd, Bee Mntd BI, i 
aa bb, 
~N ~N r, nn 

a I da.) Ge nn 

dd — ur. = dd; dd — u - = dd; 
aa CCy 


und so fort bei Determinanten von mehr Elementen. Die Ent- 
wickelung der Determinante (5) giebt: 


MN MN MN 
a re I 


diejenige von (6) führt auf das Produkt: 


M MNI MNI MNA 
A Sony RT u) 
u. s. w. für Determinanten höheren Grades, welche bei der Bildung 
von Normalgleichungen entstanden sind. 

Man kann solche Normalgleichungen so reduzieren, dafs ihre 
Koeffizientendeterminante die vorstehende einfache Form erhält. 
Dabei benutzen wir die eben festgestellten Symbole für die Koeff- 
zienten der Unbekannten, und ähnlich geformte für die konstanten 
Glieder. So entsteht aus: 


al = aas + aby + acz 
A EE p AE ie ae E E A O T) 


MN nn M MN 
cl = acg + bey + cez 


. . . ~N > . . . 
von denen wir die erste mit ab : aa multiplizieren und von der 


3 $ Es Az . I] ° 
zweiten, dann mit ac: aa multiplizieren und von der dritten ab- 
ziehen, das neue System: 
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IN nn nn MN 
al = aax + aby + acz 
Gs IN 
~ al.ac ~N nv ~ 
bl — g = I, = bb, y + be, 2 
aa PE E 
Gi M 
~N GR nn ~N ~ 
ar = bay + ecz 
aa 


Wir multiplizieren die zweite dieser Gleichungen mit be, ; bb, und 
subtrahieren dieselbe von der dritten, wodurch wir endlich zu dem 
Gleichungssystem gelangen, dessen Koeffizientendeterminante die 
verlangte Form (5) hat: 


M MA MN MI 
al = aax + aby + acz. 
N A bli = bbi y A bez (11) 
ch TA bh Der _ cn, nr 00 g 
bb, 


In dieser reduzierten Form sind die Normalgleichungen zu einer 
schrittweisen Auflösung ohne weiteres geeignet. Zur Kontrolle kann 
man die Auflösung wiederholen, indem man die Reihenfolge der 
Unbekannten und der Gleichungen (9) umkehrt und nach demselben 
Vorgange reduziert, wodurch das System entsteht: 


AMNA MN MNI MI 

cl = cece + beyt acg 

MI MNI IN 

bh = bhy F abae e w a - (2) 
IN In 

al, = aa x 


In (11) und (12) sind die gleichlautenden Symbole nicht alle identisch. 

Man bemerkt alsbald, dafs die pmal reduzierten Normalglei- 
chungen unter sich wieder ein Gleichungssystem bilden, welches 
von den ursprünglichen n Unbekannten nur noch n — p enthält und 
dessen Koeffizientendeterminante dieselbe symmetrische Form hat, 
wie diejenige der ursprünglichen Normalgleichungen. So nach der 
ersten Reduktion: 


MNI MNI M 
bi = bhy + baz 
MA MNI M 
ch = boy + cog pe. 
Man kann selbstverständlich y und z hieraus durch Quotienten von 


Determinanten ausdrücken. So wird, wenn D, die Koeffizienten- 
determinante des Systems (18), 


(13) 


du De | bb, bl 
gies T A : Di; g = pi, ja : D, 
| ech cc ı ch 
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Es fragt sich, ob wir auch die Gewichte der n — p Unbekannten 
‚aus einem so reduzierten System nach denselben Regeln entwickeln 
dürfen, welche für die Entwickelung aus dem ursprünglichen System 
der Normalgleichungen gelten ($. 89). Hiernach würden wir die 
reciproken Gewichtszahlen Q von y und Q;; von 2 bilden wie folgt: 


1 be bb, 0 
Qa = | N : Ih; 3 = a > Dyri (14) 
|0 CC bc, 


Aus dem ursprünglichen Normalgleichungssystem geht nach $. 89 
(38) bis (40) hervor: 


20.0 06 aa ab 
du = ab 1 Be Hs Q33 = ab bb Dun, (15) 
ac 0 c ac be 


Wir reduzieren die Zählerdeterminanten nach Anleitung von (1), (2) 
und (3) und kommen, da sie dadurch unverändert bleiben, auf: 


IN MNA Pen S T. 


aa 0 ac aa ab 0 
2 = O 1 de, : D; Q33 =| 0 bb, 0 : D; 
0 0 co 0 ba 1 
oder in anderer Form: 
da = aa x bei 3 ee bù, i (16) 
004 | bei 


Mit Rücksicht auf (7) und das ganz dem entsprechend gebildete: 


D; = Dh, . 66, 
folgt aus (16) endlich dasfelbe wie in (14), die gestellte Frage ist 
somit bejaht. 


Durch die n — lte Reduktion entsteht nur noch eine neue Glei- 
chung, z. B. aus dem System (6) nach drei Reduktionen: 


al, == da, . % 
wenn die vierte Unbekannte w heifst. Genau nach der Regel des 
$. 89 wird daraus gefunden 


1 
Be een. OT) 
Qu PA 


Allgemein ist das Gewicht der letzten Unbekannten gleich dem 
letzten Element in der Diagonalreihe der Koeffizientendeterminante 


der vollständig oder n — 1 mal reduzierten Normalgleichungen. 
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Anstatt erst die Normalgleichungen zu reduzieren, kann man 
damit schon bei den Fehlergleichungen beginnen. Soll z. B. æ in 
den reduzierten Normalgleichungen nicht auftreten, so bilden wir 
vorerst diejenige Normalgleichung, welche aus der partiellen Diffe- 


ad I 
rentiation der AA nach x oder aus a4 = 0 entsteht, lösen dieselbe 
nach g auf und setzen den Wert von v in alle gegebenen Fehler- 
gleichungen ein. Ist die öte Fehlergleichung von der Form: 


hi = — li + aix + biy + az AAR RTE AI ar (18) 
so lautet die betreffende Normalgleichung: 
MNI MI MN MN MN 
aù = 0 — — al + aax + aby + acz. . . (19) 
und mit a: aa multipliziert: 
Ay} al ab ac 
a a a ac 
zs u =) zu + + waytr ws 
aa aa aa aa 


Zieht man dies von (18) ab, so erhält man die reduzierte ¿te Fehler- 
gleichung: 


al ab ac 
A; = — (1—2 a) Fr (u — = a)y F («- a z (20) 
aa aa aa 


Die reduzierten Fehlergleichungen der vorstehenden Form, oder 
kürzer geschrieben: 


P PA ee ly 4- bi' y -- 2 ET (20*) 
behandeln wir nun wieder, als ob es ursprüngliche wären, d. h. wir 


setzen ’A = 0. Nun ist: 


daher: 
M 
IN IN a MNI 
DA > b zul ET ah = 0 
aa 


Denkt man sich hierin die Summen bå und aA ausgeführt wie in den 
Normalgleichungen, so enthält vorstehende Differenz die Anweisung 
zur Bildung der einmal reduzierten Normalgleichung: 


m ty ttased.,. .. Gl 
welche also gleichbedeutend ist mit 
ba = Ol + Obyt eeo n n o 22) 
Vogler, Praktische Geometrie, 17 
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MN 
Ebenso entsteht aus der Forderung ¢' 4 = 0 zunächst 
M 
nn nn de N 
eh = ehk — <:aA—(, 
aa 


d. h. die Anweisung zur Bildung von 


MNA INA Im MA R 

e}—=—ch +bay+tcaz=0. . . ..(23) 
welche demnach gleichbedeutend ist mit 

IN MI MI irp 

a =E E A e A ea .. . (24) 


Dies Verfahren zur Reduktion der Normalgleichungen ist be- 
sonders bequem, wenn in den ursprünglichen Fehlergleichungen die 
Koeffizienten einer oder mehrerer Unbekannten nur zwischen den 
Werten Null und Eins wechseln. Die Elimination der betreffenden 
Unbekannten erfolgt dann durch blofse Subtraktionen und führt 
zugleich auf eine Verkleinerung der Koeffizienten jeder noch übrigen 
Unbekannten, wodurch die Arbeit beim Bilden der reduzierten 
Normalgleichungen wiederum erleichtert wird. (Unter Umständen 
werden die Quadratsummen der Koeffizienten jeder noch übrigen 
Unbekannten Minima. Jedenfalls verschwindet die Summe der 
reduzierten Koeffizienten jeder Unbekannten.) 

Wir könnten das eben beschriebene Verfahren zur Reduktion 
der Normalgleichungen wiederholen, bis in den reduzierten Fehler- 
gleichungen nur noch eine Unbekannte Z vorkommt. Dieselben sind 
dann von der Form: 

A; = — TEN + ci" g. 
MN 
Wir bilden c4 = 0 und kommen dadurch auf die letzte reduzierte 
Normalgleichung: 


MI MNA MA 

o Mice Gla AGE SEE a a (25) 
welche Glied für Glied identisch ist mit 
MI A MA 

Dee ee; s, „©. (26) 


M 
woraus hervorgeht, dafs cc} eine Summe von Quadraten ist. Indem 
wir jeder der Unbekannten einmal die letzte Stelle anweisen und 
vorstehende Reduktionen ausführen, erkennen wir, dafs dann auch 


20; und bb, Quadratsummen und als solche positiv sind. Also 
müssen die reciproken Gewichtszahlen mit wiederholten Indices, 
nämlich [vergl. (17)]: 


i 1 
QS Qa =n O E AT 
Ada bb, CCa 


ebenfalls positive Grölsen sein. 
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Zur Berechnung der Quadratsummen der A lernten wir die 
Formel benutzen: 
= 1. ale big el Lana a6 2 o T), 
Selbstverständlich gilt dieselbe auch, wenn reduzierte Fehlerglei- 
chungen, z. B. diejenigen vorliegen, welche auf (25) und (26) geführt 
haben. Dan wird: 


Eh C ee ne a 
Beide Werte von AA sind identisch, Wir setzen z aus (25) in (28) 
ein und erhalten, da er — ch ist: 
nv ru RE 
ee nn A 
CCy 
Unseren Definitionen zufolge gilt 
Ir 
pY — 1; EN ai bj — l; — 5z p: 
b'b' bb, 
daher auch: 
nn BT? 
1;" 1," = 1; 1; kas 2 en bi 1; £ Se g bi! b;! 
bb, bb? 
und wenn wir zur Summe aller » derartigen Ausdrücke übergehen: 
min 
bb, bb, 
` In (29) eingesetzt giebt dies: 
In MN 
er 2 2 
y OE y ee 
b 1 C Ca 
Auf demselben Wege findet sich 
E al.al 
Man a e 
aa 
und in Verbindung mit (30) 
PO al 3 ER 
A= — - a — 3: +. @): 
aa bb, CCa 


also eine neue Form zur Berechnung der Quadratsumme der Ver- 
besserungen A. Aus dem Vergleich von (31) mit (27) entnimmt 
man die Identität: 

17* 
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nn ~ ~N a BI cia 
let bly T ee re S one ..(82) 
aa bb, CCa 


welche als Kontrolle für die Richtigkeit der Auflösung des Normal- 
gleichungssystems dienen kann. Man sieht sofort, wie sich dieselbe 
bei mehr als drei Unbekannten gestaltet. 

Schemata für die Auflösung der Normalgleichungen finden 
sich in jedem Lehrbuch der Methode der kleinsten Quadrate. Für 
die logarithmische Rechnung sei auf Sawitsch und Jordan, für 
die Auflösung mittels Maschine oder Rechenschieber (oder ohne 
jedes Hilfsmittel) auf Helmerts Lehrbuch hingewiesen, welches 
letztere auch die Kontrollen durch Summenbildung in das Schema 
durchweg mit einschliefst. Vergl. auch des Verfassers Grundzüge 
der Ausgleichungsrechnung, Braunschweig 1883. Dem Berufs- 
rechner sind solche Schemata von grofsem Wert, ebenso die durch- 
laufenden Kontrollen der Rechnung. Im vorliegenden Buche jedoch, 
das ohnehin nur einfache Ubungsbeispiele bringt, mufs der kurze 
Hinweis dieses Paragraphen genügen. Dafs die früher ange- 
schriebenen Gewichtsgleichungen eigentlich keine neue Auflösung 
erfordern, sondern die Unbekannten derselben nach Auflösung der 
Normalgleichungen mittels der gewonnenen Koeffizienten ausgedrückt 
werden können, braucht ebenfalls nur erwähnt zu werden. Der 
Leser wird befähigt sein, die entsprechenden Formeln selbst aufzu- 
finden, falls er nicht die direkte Berechnung vorzieht, auf welche 
die Determinantenausdrücke dieses und des $. 89 hinweisen. Bei 
mehr als drei Unbekannten werden dieselben jedoch unbequem. 


$. 96. 


Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen von verschie- 
denem Gewicht. Alle bisherigen Entwickelungen setzten gleiches 
Gewicht der auszugleichenden Beobachtungen voraus. Kommt den 
Beobachtungen aber ungleiche Genauigkeit zu, so reduzieren wir sie 
auf einerlei Gewicht, um sie den bisherigen Rechnungen unterwerfen 
zu können und günstigste Werte der Unbekannten aus ihnen zu ziehen. 

Wir denken uns zunächst wieder eine Reihe von gleich genauen 
mittelbaren Beobachtungen, aus denen der Einfachheit halber nur 
zwei Unbekannte x und y bestimmt werden sollen, ausgeführt und 

. ihre Fehlergleichungen angeschrieben wie folgt: 


å =— lh +a2 + by 

,—=—h +92 + by ? PENi iy 
Aa = — l tH a t bhy oo i 

h, = — h + as + by 
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Hier sind g und y mit den Beobachtungen I, und l’, durch dieselben 
Koeffizienten a, und b, verknüpft. Wir können aus den Beobach- 
tungen und ihren Verbesserungen das arithmetische Mittel 7? und A) 
ziehen und die Gleichung: 


A? = — + ax + bay . PPE, . (2) 
an Stelle der beiden angegebenen in die Reihe der Fehlärgieichin: 
gen einfügen. Nun gilt aber als Ausgleichungsbedingung für (1): 


El und bi ze 
welche Gleichungen gestört werden, wenn wir an die Stelle der 


Summen: 
aa (fa + 2'3) und ba (A, + A2) 
nur die halb so grofsen arithmetischen Mittel: 
as Agr und bz A) 

einführen. Dagegen bleiben die Ausgleichungsbedingungen unge- 
stört, wenn wir diese arithmetischen Mittel mit dem Faktor 2 mul- 
tipliziert den übrigen aA und bA beifügen. 

Hätten wir noch andere Gruppen von gı 9a 93 gleich genauen 
Beobachtungen zu arithmetischen Mitteln vereinigt, so müfsten wir 


die arithmetischen Mittel ihrer 4, bevor sie in die Summen al und bA 
eingesetzt werden, mit 9, 9a 93 multiplizieren. Nach §. 82 sind die 
g die Gewichtszahlen der arithmetischen Mittel aus den Beobach- 
tungsgruppen. Die eben gestellte Forderung sprechen wir nur 
anders aus, wenn wir verlangen, dafs die Summe der mit ihren 
Gewichten multiplizierten Quadrate der Beobachtungsverbesserungen 
ein Minimum werden soll. Denn sind in einem neuen System von 
Fehlergleichungen: 


A, = I, nz Ay L -l biy Gewicht Ji 
, = — l + @z + by AN: EE (3) 
ås = — lọ + ax + by » KE 


die A sowohl als die Beobachtungen 7 arithmetische Mittel von 
919293 .... gleichartigen und gleichgenauen Werten, so mufs, damit 

(nA? + 9A} + 9A? +») oder [gAA] ein Minimum . (4) 
werde, — wie die Rechnung leicht zeigt, indem man die Funktion 
[gAA] nach x und y differenziert, — 


Jı dı + 92a åa + gza As + + —= [ga] = 0 
und Jibi hi F gabh + Ibs ls + ee = [gbh] = 0 
werden. Offenbar kann die Forderung (4) auch lauten: 


[(V g4) (V 94)] ein Minimum zia aaa A) 
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d. h. wir können die Verbesserungen, Beobachtungen und Koefti- 
zienten in den Fehlergleichungen auch mit dem Faktor Vg anden- 
tungsweise oder ausgeführt multiplizieren und dann wie mit Fehler- 
gleichungen von einerlei Gewicht verfahren ; z. B.: 


Vnh=— Vah +Vams+ Vgibiy 
Vga fa = — V gs la + Vga a3 2+ Vgzbzy e SNO) 


In den meisten Fällen wird dadurch die numerische Rechnung nicht 
bequemer, als bei dem Verfahren, das mit den Gleichungen (3) ein- 
geschlagen ward. Jedoch zeigen die Fehlergleichungen (6) unmittel- 
bar, dafs die übrigbleibenden Fehler der Ausgleichung hier die 
y gÀ sind. Sie treten in den Formeln zur Berechnung des mittleren 
Fehlers der Beobachtung $. 88 an die Stelle der A und wir erhalten: 


SAE U 2.2.3 En (7) 


n — m 

Die Bedeutung von u erkennt man sofort, wenn man sich irgend 
eine der Beobachtungen l in (3) oder (6) mit dem Gewicht Eins 
behaftet denkt. Auch für diese Beobachtung ist u der mittlere 
Fehler, d. h. u ist der mittlere Fehler einer Beobachtung vom Gewichte 
Eins oder, wie man sich zuweilen kurz ausdrückt, der Gewichtseinheit. 
n bezieht sich hier auf die Anzahl der Fehlergleichungen (3) oder (6). 
Die aus (3) oder (6) hervorgehenden Normalgleichungen lauten: 

[gal] = [gaa]x + [gab]y 

[sd] = [gab] + [gbb]y 
Die Gleichungen (6) zeigen, dafs darin [gaa], [gab], [gbb] genau 
die Rolle spielen, welche in den aus gleich genauen Beobachtun- 
gen hervorgehenden Normalgleichungen aa ab bb vertreten. Dem- 
entsprechend sind auch die Gewichtsgleichungen nunmehr zu bilden: 


L= [gaa] Qu + [gab] Q 
0 = [gab] Qu + [gbb] Q 


0 — [gaa] Qu + [gab] Qz 
1 = [gab] Qn + [gab] Qə. 
Sie ergeben die reciproken Gewichte der Unbekannten æ und y, 
ausgedrückt in der Gewichtseinheit, d. h. gemessen durch das Ge- 
wicht einer der mit Vg multiplizierten Beobachtungen !, da die 
Produkte Vgl sämtlich das Gewicht Eins erhalten haben; vergl. 
$. 89, Schlufs. 
Die Mittelbildung aus Gruppen von gleich genauen Beobach- 
tungen führt in die Ausgleichung einige Rechnungskürzungen von 


ferner: 


-> 
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nicht sehr grofsem Belang ein. Sie vermindert dagegen die Zahl 
n der Fehlergleichungen, somit auch der Fehlerreste, aus welchen 
u in (7) berechnet wird. Da nun die Genauigkeit von u wesentlich 
durch die Gröfse von n bedingt ist, so sollte man wenigstens nach 
erfolgter Ausgleichung zu den Einzelfehlern der ursprünglichen 


Beobachtungen zurückkehren und daraus íi berechnen, vorausge- 
setzt, dafs die Mittelbildung nicht den Zweck hatte, regelmäfsige 
Fehler zu eliminieren. 

Nach denselben Grundsätzen, wie die Ausgleichung arithme- 
tischer Mittel von Beobachtungen, erfolgt die Ausgleichung ungleich 
genauer Beobachtungen überhaupt. Nach den Definitionen des 
$. 82 machen wir zwischen den Gewichtszahlen arithmetischer 
Mittel und den Gewichten direkter Beobachtungen ungleicher Ge- 
nauigkeit keinen wesentlichen Unterschied, insofern wir beide als 
Wertmesser für die betreffenden Beobachtungen benutzen, nur dafs 
erstere ausschliefslich in ganzen Zahlen, letztere in allen möglichen 
(absoluten) reellen Zahlen ausgedrückt werden können. Das Ge- 
wicht ursprünglicher Beobachtungen wird man meist erst aus der theo- 
retischen Berechnung ihres mittleren Fehlers festzustellen haben, 
wozu nicht selten Hypothesen über die Genauigkeit des Beobach- 
tens herbeigezogen werden müssen. In solchen Fällen liefern dann 
die Verbesserungen der Beobachtungen, welche aus der Aus- 
gleichung hervorgehen, einen Prüfstein, ob die benutzten Gewichts- 
hypothesen zu günstigen Resultaten führten; was angenommen 


werden darf, wenn die Fehlerreste Vo in (6) dem Fehlergesetze 
von Gaufs sich möglichst anschliefsen. 

Selbstverständlich braucht man, um das Verhältnis der Ge- 
wichtszahlen festzustellen, auch nur das Verhältnis der mittleren 
Fehler zu kennen, nicht die mittleren Fehler der Beobachtungen 
selbst. Die erstere Anforderung ist oft leichter als die zweite, 
und zwar durch blofse theoretische Betrachtungen, zu erfüllen. 
Andererseits ist eine wirkliche Fehlerberechnung, die sich ebenfalls 
auf Beobachtungen stützt, zugleich das sicherste Mittel zur Be- 
stimmung der Beobachtungsgewichte. 


8. 97. 


Beispiel einer Ausgleichung von Beobachtungen ungleicher 
Genauigkeit. Im Jahre 1872 waren von seiten Bayerns und 
Württembergs längs der Landesgrenze Präzisionsnivellements aus- 
geführt, welche sich von Würzburg zum Bodensee erstreckten 
und an den End- sowie an verschiedenen Zwischenpunkten zu- 
sammentrafen. Bezeichnen wir mit Hz die Höhen, welche Bayern, 
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mit Hy diejenigen, welche Württemberg für die gemeinsamen Punkte 
gefunden hatte, beide von Hg = Hy = 0 für Würzburg ausgehend, 
so giebt folgende Übersicht die Messungsergebnisse: 


Gemeinsame Höhenpunkte Hr Hg — Hw 
Würzburg, Bahnhof . . . 0 es 0 
Daselbst vor der Stadt . . + 8521 . .. + 0,009 
Nördimgen -n a 2.2.2.0 AB 40: 0,288 
Ihe ne ET 0 on a AT 
Bodensee ui. e ae, ul. 5 2 +0,58 


Es fällt auf, dafs Hg — Hy stets positiv bleibt und mit Hz wächst 
und abnimmt. Man kann daher eine regelmäfsige Messungsursache 
vermuten, welche die Resultate des einen Nivellements stets 
gröfser werden läfst als die des anderen, und darnach fragen, um 
wieviel die Höhen Bayerns auf das Meter verkleinert werden müs- 
sen, um in dem Mafse der württembergischen Höhen ausgedrückt 
zu sein. Wir setzen: 
Hg — Hw = Hg — H(l ae a E E 

und verstehen unter æ die fragliche Verkleinerung auf das Meter 
der bayerischen Höhen. Zur Berechnung von æ genügt es voll- 
. kommen, Hz auf Meter abzurunden. Die beobachteten Hg — Hw 
unterscheiden sich von den L um die Verbesserungen A, so dafs: 


für. Hs = 9: = Arg 
re Dane I, — 253 mm 
an ENO T l, — 427 mm 
n ae eu I, = 358 mm. 
Die Gleichungen der L lauten daher: 

LE ei 

L, = 253 + 4 = 244x 

L = 27 + u = 286 


L, —.358 n5 Ay = 295 v; 


aus denen die Fehlergleichungen einfach ausgeschrieben werden 
können: 


Ai = — 9I+ .9% RE 

hg = — 253 + 244x ae ie ll 
As = — 427 + 286x 9 —= 1: 662 
A, = — 358 + 235% ae) 27898, 


Um die bereits mit angeschriebenen Gewichte der einzelnen Beob- 
achtungen und somit der Feblergleichungen zu bestimmen, bedarf 
es einer Genauigkeitsbetrachtung. Wie schon früher ($. 81) er- 
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wähnt, nehmen die Quadrate der mittleren Fehler von Messungen, 
welche aus mehreren gleich genauen Stücken zusammengesetzt wer- 
den, direkt mit der Anzahl dieser Stücke zu. Die Gewichte, als 
den Quadraten der m. Fehler umgekehrt proportional, sind es auch 
der Anzahl der Stücke. Höhenmessungen durch Präzisionsnivel- 
lements gehören im ganzen zu dieser Art von Messungen, wir 
sollten daher die Anzahl von pı Pz Pz P, Stücken kennen, aus welchen 
sich die Nivellements von Würzburg bis zu den oben genannten 
vier Vereinigungspunkten zusammensetzen, um die Gewichte der 
Fehlergleichungen 

J i Konstante , K Konstante 

; Pı | i Pa 
zu berechnen. Jene Stücke werden an lotrechten Skalen gemessen, 
welche in ziemlich gleichmäfsigen Horizontalabständen d auf dem 
Wege des Nivellements aufgestellt werden, daher die Anzahl p 
der Stücke hervorgeht aus der Weglänge D und aus d, nämlich 
p = D:d; demnach berechnen sich die Gewichte der Fehler- 
gleichungen auch aus: 


_ Konstante 

je EE he 

worin selbstverständlich eine andere Konstante gemeint ist als zu- 
vor. Unter D ist hier der Weg auf württembergischer und baye- 
rischer Seite verstanden, da der Messungsfehler ebenso wie das 
Quadrat des mittleren Fehlers an den Vereinigungspunkten aus 
den beiderseits begangenen Einzelfehlern und deren Quadraten ent- 
standen ist. Die Zahlen D sind in Kilometern die folgenden: 

1 411 662 899 


und die Konstante in g dürfen wir gleich Eins setzen. 

Aufser dieser Gewichtsschätzung auf blofs hypothetischer 
Grundlage war für die bayerischen Strecken eine andere vorhanden, 
hervorgegangen aus den beobachteten Einzelfehlern bei der Doppel- 
messung jedes einzelnen Skalenstückes. Da indes diese Fehler- 
beobachtungen auf den württembergischen Strecken fehlen, so 
müfsten, um die vorhandenen nutzbar zu machen, wieder Hypo- 
thesen beigezogen werden, etwa die vorhin schon benutzte, dafs 
auf allen Strecken mit gleicher Genauigkeit und in gleichen Hori- 
zontalabständen d der Vertikalskalen voneinander beobachtet worden 
sei. Angesichts dieser Unentbehrlichkeit von Hypothesen lassen 
wir es bei der vorhin erfolgten Gewichtsschätzung bewenden, 

Wir bilden die ga4, worin a = Hp: 
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ak = — 81,0 + 81x 
J2 Qa åa — — 1502 + 1452 
9303 A; — — 184,5 + 124x 
„u — 93,6 + 6la. 


Gemäfs [gaA] = 0 folgt hieraus die Normalgleichung: 
509,3 = 4ll z, 
woraus x — 1,239. Millimeter. 


Nun bilden wir [gAA] auf zweierlei Wegen, nämlich direkt aus 
den Fehlergleichungen: 


A = + 215 ghh = 46 
Às = + 49,4 J hal = 5,9 
Às = — 726 9s Ås ås — 8,0 
A, = — 66,8 gAskı = 5,0 

[gAA] = 23,5 


Ferner nach (14) des $. 86 mit Rücksicht darauf, dafs 1 Vg an 
Stelle von ! zu treten hat, dafs also gilt: 
[924] = [g1] — [galle — [gbl]ly — [gellz. 
Man findet demgemäfs: 
[g1] — [gallz — 654,7 — 631,1 — 23,6, 


was mit der soeben berechneten Zahl genügend übereinstimmt. 
Ferner, da n = 4, m = 1: 


Die Gewichtsgleichung für æ lautet: 
1 = 41 Qn, 
woraus Qu: = 1: 411 und 
W? = Qu u? = M: = 0,0192 
411 


Us = + 0,139 Millimeter. 


Das Resultat der Ausgleichung ist daher die notwendige Ver- 
kleinerung von Hg um 


x = 1,24 + 0,14 Millimeter auf das Meter, 


um dieselben mit Hw in Übereinstimmung zu bringen. Ein Teil 
von æ erklärt sich daraus, dafs die Mafsvergleichung, auf welche 
die Zahlen Hz sich stützen, die Skaleneinheit um 0,4mm gröfser 
ergeben hatte als eine spätere Vergleichung derselben Skala auf 
einem Komparator. Man vergleiche des Verfassers Schrift: 
Über Ziele und Hilfsmittel geometrischer Präzisionsnivellements, 
München 1873, S. 66. 
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$. 98. 


Ausgleichen bedingter Beobachtungen. Es seien die n un- 
mittelbaren Beobachtungen I ly l3 .... In von den n Grölsen 
Lı La Lz .... Ly gemacht worden. Zwischen diesen Grölsen (z. B. 
Winkeln eines Vieleckes) mögen r lineare (oder nach Taylors 
Satz auf lineare Form gebrachte) Bedingungsgleichungen bestehen: 


0 = po + Pti + Pato +" F Pn Un 
= ey taa tga Te Fida Iae a a 
O= r + rit Frats Heee t Tn Tn 
Setzt man die Beobachtungen l statt der unbekannten wahren 
Gröfsen x ein, so entstehen die Widersprüche w, nämlich: 
Ww, = Po +H Pı + P2 He FH Pnn 
„= a A a a Da a A T 
w, = ro F ril + rola Hee F Tnn 
An stelle der wahren Unbekannten æ bilden wir solche L=1-+ 4, 


welche als verbesserte Beobachtungen die Gleichungen (1) ebenso 
wie die x erfüllen: 


0 = p + pı (l +A) H p(l + A)t H Pa ln + An) 
0= g + gi lhi t h) tlla E a) He tm + A) (8) 
0 =r t n ht k r a Fa re ia + A 
Zieht man von diesen Gleichungen die (2) der Reihe nach ab, so 


erhält man die Bedingungen, welche die Verbesserungen A zu er- 
füllen haben: 


0 = w, + mår + Paho + + Pa An 
0 = w, + nh Hahi t e Handan. o e o (8) 
0 = w, + rid + riha Heee Tn An 


oder kürzer angeschrieben: 


E= o +p4 
0 = w + qå Ea T CAR LE Ar (4*) 


Dazu tritt als Forderung der Ausgleichung nach der Methode der 
kleinsten Quadratsummen: 


AR. di Minimal RE 


oder allgemeiner bei verschiedenen Gewichten der Beobachtungen l: 
[944] ein Minimum . .....6%) 


www.rcin.org.pl 


268 Abschn. I. Kap. VII. Ausgleichungsrechnung. 


Die Gröfsen L müssen als Ausgleichungsresultate die unzugäng- 
lichen wahren Gröfsen x ersetzen, mit welchen sie zunächst die 
Eigenschaft gemein haben, die Gleichungen (1) zu erfüllen. Unter 
den vielerlei Gröfsen, welche ebenfalls die letztere Eigenschaft 
besitzen können, werden die Gröfsen L durch die Bedingung des 
Minimums der [9AA] zugleich die günstigsten, immer vorausgesetzt, 
dafs die Beobachtungsfehler nicht zum Teil aus regelmäfsigen Ein- 
flüssen hervorgehen, dieselben also jedenfalls in gleicher Anzahl und 
Gröfse positiv und negativ vorkommen. In jedem Falle aber, also 
auch beim Vorhandensein regelmäfsiger Beobachtungsfehler, wird 
unter den vorstehenden Bedingungen die Ausgleichungsaufgabe eine 
bestimmte, d. h. eine solche, welche für jede Unbekannte % nur 
einen ausgeglichenen Wert L liefert, wie grofs auch die Anzahl y 
der Bedingungsgleichungen sei. 


$. 99. 


Zurückführen auf den Fall vermittelnder Beobachtungen. 
Vermittelst der r Bedingungsgleichungen lassen sich stets r Unbe- 
kannte A durch die n — r übrigen ausdrücken. Sei z. B. n = 4, 
r — 2, so hat man nach (4): 

— w, — Ps Îs — Pah = pi d + Mk 
— W — fs ls — U Mu vr dı Åi + 92% 
aus deren Auflösung nach A, und A, folgt: 


a Te E Ea Pi da — Psd i Pa J4 — Pih E 
Pı da — Pa Qı Pıda — Pa Qı Pı l2 — PAQı 

E RN W Pı — Wı dı Ps gi T Pigsa am Tr: 
a E a S T ra e Ya a T A 


Pı da — Pa di Pb —mdt Pıda — Pr Qı 
oder kürzer, wenn wir die A der rechten Seite als Unbekannte é, 7 
der Ausgleichung behandeln und auf der linken sämtliche A als 
auszugleichende Verbesserungen anschreiben, nach gewohnten Be- 
zeichnungen: 


h=-A+a+bn 


h=—htmabrb 
la . E . 
„= N; 


worin die Zahlenwerte f von den Widersprüchen w, die a und b 
aber nur von den Koeffizienten der Bedingungsgleichungen ab- 
hängen. 

Diese Fehlergleichungen sind ebenso gebildet wie die für 
mittelbare Beobachtungen und können auch ebenso weiter behandelt 
werden. Gewöhnlich lassen sie sich anschreiben ohne die hier 
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vorgenommene weitläufige Herleitung aus den Bedingungsglei- 
chungen. í 

Der mittlere Fehler u einer ursprünglichen Beobachtung findet 
sich nach dem früheren aus: 


FA. EE 
a Tn— mr) r’ 


und wenn die gegebenen Beobachtungen von ungleichem Gewicht 
waren, der mittlere Fehler der Gewichtseinheit aus: 


AA 
en. s l, ; 
in welchem Falle die Ausgleichung [g9AA] zu einem Minimum zu 
machen hatte. — Die Anzahl r der Bedingungsgleichungen ist zu- 


gleich die Anzahl der überschüssigen Beobachtungen. 

Man könnte ferner nach (35) des $. 89 leicht die Gewichte 
und mittleren Fehler von E und n, also in unserem Beispiel von 
den ausgeglichenen Beobachtungen L} und L4, und allgemein von 
n — r ausgeglichenen Beobachtungen finden, die Gewichte und 
mittleren Fehler der übrigen L aber mittels der Relationen, in wel- 
chen ihre A zu & und n stehen. Denn $. 93 zeigt, wie wir Gewichte 
und mittlere Fehler von Funktionen der Unbekannten einer Aus- 
gleichung zu berechnen haben. Indes werden wir im $. 102 zu 
diesem Zwecke einen Weg einschlagen, welcher sich an die direkte 
Ausgleichung bedingter Beobachtungen anschliefst. Die hier her- 
vorgehobene Eigenschaft von A; = & und A, = n als Unbekannten 
der Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen und von 4, und 4, 
als Funktionen dieser Unbekannten, beweist jedoch mit hilfe der 
§8§. 92 und 94, dafs auch die Unbekannten der Ausgleichung nach 
bedingten Beobachtungen gröfste Gewichte erhalten, somit gemäfs dem 
Ausspruche am Schlusse des vorigen Paragraphen die verbesserten 
Beobachtungen 7+ A der Ausgleichung günstigste Werte bekommen, 


$. 100. 


Direkte Ausgleichung bedingter Beobachtungen. Welches 
Ausgleichungsverfahren, ob dasjenige des” vorigen Paragraphen 
oder das nun folgende direkte, schneller zum Ziele führt, mufs in 
‚jedem einzelnen Falle beurteilt werden. Jedenfalls haben die nun 
folgenden Formeln den Vorzug der Symmetrie in bezug auf alle 
Beobachtungen. 

Die Quadratsumme [gAA] wird unter den Bedingungen (4*) 
des $. 98 nach (5) des $. 91 ein Minimum, wenn die folgende 
Funktion der nunmehr als unabhängig betrachteten Variabeln A 
es wird: 
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[gAA] — 2k, (w, + på) — 2k (w + gå) — 2k; (w + rå). 
Indem man die partiellen Differentialquotienten nach den A einzeln 
gleich Null setzt, erhält man Gleichungen zur Bestimmung der 
Gröfsen von A, ausgedrückt durch die Korrelaten k; wir nennen 
sie wie früher 

Korrelatengleichungen : 


Ja = Pk tank + rk 
J da = Pki ta + rk (6) 
. ) 
Indn = Punky + Anka + Tnk 
Zur Bestimmung der noch unbekannten Korrelaten substituieren 
wir sämtliche A aus (6) in die mehr erwähnten Bedingungsglei- 
chungen (4*), nämlich in 


0 = m + ph 
Diae a a r a a A 
E, 


und kommen dadurch auf die wegen ihres Baues, entsprechend 
demjenigen der Endgleichungen beim Ausgleichen vermittelnder 
Beobachtungen so benannten 


Normalgleichungen : 
o= t a + pa + Ea 
omn Ba t a Ea o 
o=o Ba [ea t Ela 


Hieraus sind die Korrelaten % nach Anleitung des $. 95 zu be- 
rechnen und in die Gleichungen (6) zur Berechnung der gA ein- 
zusetzen, wonach die A zu bestimmen sind. Darauf berechnet man 
[94A] und erhält dafür noch einen Kontrollwert aus 


[9A A] = — (wk + Whg + wk) = — wk. 
Multipliziert man nämlich die Gleichungen (6) jede mit dem A von 
gleichem Index und addiert, so entsteht: 


[gA] = på ki + qA.ky -H rÀ ky 
und im Hinblick anf (4*) zur Rechten der vorhin angegebene 
Wert — wk. 
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$. 101. 


Beispiele direkter Ausgleichung bedingter Beobachtungen. 
Es seien die drei Winkel &, £ %, eines ebenen Dreiecks gemessen 
und als Resultat der Messung lı ll, mit den Gewichten gı 93 93 
erhalten worden. Zwischen den æ besteht die Bedingung: 


Bea u Fa eek 
Die Ausgleichung ersetzt die x durch L = l + A derart, dafs auch 
t=- I + + +, + [A] 
sein mufs, während sich zeigt: 
w= - 180 F h Fb Fh, 
folglich, wenn dies mit der vorigen Gleichung verglichen wird: 
ee E E e AR TATAE NTA e.) 
Die Methode der kleinsten Quadrate verlangt, dafs 
: [gi] an Minima .. 200 ner 


werde. Wollte man nach vermittelnden Beobachtungen ausgleichen, 
so würde man etwa &, und x, als Unbekannte der Ausgleichung 


behandeln, x, aber durch 180 — x — z, = x, ausdrücken und 
nun die Beobachtungen lılz lą als Funktionen von &, und x, an- 
schreiben, oder sogleich, wie es in $. 99 gezeigt ward, A, = £ 


und A, = n als Unbekannte betrachten und die Fehlergleichungen 
mit Rücksicht auf (2) aufstellen: 


Rz ; & . Gewicht gı 
RT EBENE 
heute ” 93 


worauf die fernere Behandlung leicht, aber doch nicht so über- 
sichtlich ist, als die direkte Ausgleichung nach bedingten Beob- 
achtungen. Diese bildet die Korrelatengleichungen : 


Jgh =k 
Oa ha E Aa a A E V E ATE) 
Jhs = k 


und durch Einsetzen der A aus (4) in (2) die Normalgleichung : 


1 1 1 
0 = w (= -— —) h. 
+ gı j J2 € 93 
woraus: 
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und dar = 1, d. h. nur eine Bedingungsgleichung, also auch nur 
eine überschüssige Beobachtung vorhanden: 


PR! 2.2.) A RE. (7) 


l B 
g 
Gemäfs (4) und (6) wird die einzelne Verbesserung 


rad. 


„= (8) 


und für gleiche Gewichte g = 1 gleich — 1/; w, während der mittlere 
Beobachtungsfehler sich für gleiche Gewichte aus u = + w. 1/3 V3, 
also gröfser wie die Verbesserung berechnet. 

Formel (8) gilt in allen Fällen, wo die Bedingungsgleichung 
nur eine und von so einfacher Form wie (2) ist. Das trifft z. B. 
auch bei isolierten Nivellementspolygonen zu, wenn A die Ver- 
besserungen und g die Gewichte der einzelnen nivellierten Strecken, 
welche zusammen eine Schleife bilden, w aber (anstatt, wie es sein 
mülfste, Null) der Schlufsfehler des Nivellements. Liegen keine 
unmittelbaren Bestimmungen des mittleren Beobachtungsfehlers vor, 
etwa durch doppelte Ausführung jeder einzelnen Höhenmessung, 
so ist unter gewissen, zum Teil schon früher §. 97 erwähnten Be- 
dingungen die Hypothese g; = 1 : D; zulässig, wobei unter D; die 
horizontale Länge der iten Strecke verstanden wird. Dann geht 
(8) über in: 


A Re) 


ee 
Er 
d. h. man verteile den Schlufsfehler auf die einzelnen Strecken 
proportional der Länge derselben. — Ähnliches gilt für doppelt 
ausgeführte Längenmessungen u. s. w. ` 


$. 102. 


Gewicht und mittlerer Fehler einer Funktion der aus- 
geglichenen Beobachtungen. Die direkte Ausgleichung bedingter 
Beobachtungen hat uns die Unbekannten in neuer Form geliefert, 
es kann daher nicht überraschen, wenn auch der mittlere Fehler der 
berechneten Unbekannten in neuer Form erscheint. Die Werte 
und ihre Eigenschaften bleiben selbstverständlich von der Dar- 
stellungsweise unberührt. 

Es sei der mittlere Fehler einer Funktion der ausgeglichenen 
Beobachtungen 


BE 3 a ll) 
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zu suchen, wobei wie oben allgemein L; = I; + 4, durch die 
Ausgleichung an stelle des wahren zu beobachtenden Wertes z; 
gesetzt wurde. Jedes der L ist vermöge der Ausgleichung eine 
Funktion sämtlicher Beobachtungen 7? geworden. Wir haben nach 
dem oft angezogenen Vorgange des $. 81 die partiellen Differential- 
quotienten ® von (1) nach ! zu bilden, diese mit dem mittleren 
Fehler ð der einzelnen Beobachtungen ! zu multiplizieren, die 
Quadrate der Produkte ®. Ô zu summieren, um das Quadrat des 
mittleren Fehlers u, von (1) zu gewinnen. In Zeichen: 


ICE S .,2 32000 E a a ER 
Ist dabei das Gewicht der einzelnen Beobachtungen nicht gleich 
grofs, sondern g; das Gewicht von /;, während u der mittlere Fehler 
der Gewichtseinheit, so gilt nach $. 96: 


2 
V AOD EAE E ERA 
Ji (3) 
so dafs (2) durch Einsetzen von (3) in den Ausdruck übergeht: 
DO 
E a E E 


Unsere Aufgabe ist es, die partiellen Differentialquotienten ® 
aufzustellen. Bestände nur die Funktion (1), d.h. wären die Gröfsen L 
voneinander unabhängig und die den I beigefügten A willkürlich 
gewählt, so würde die Differentiation von (1) nach 7 führen auf: 


af = y- E - 4 +5 an tel. oo O 


Nun bestehen aber EARS: den 1 oder 2 + å die r Bedingungs- 
gleichungen (3) des $. 98: 
= sy tnHA tb +. +mZ 
= tab +abo +. toi... (6) 
0t=en+tnb+tndb ++ rad 
oder zwischen den dl die hieraus oder aus (4) des $. 98, worin 
Wi W Wz konstante Zahlen sind, durch Differenzieren nach ! hervor- 
gehenden Bedingungsgleichungen: 
0 = pdh + pdl +. + Ne = [pdl] 
0 = qda + ad, +. + md = [g4] .-. (7) 
0 = ridh + rdl +. + fndln = [ral] 
Das Differential (5) mufs auf diese Gleichungen Rücksicht nehmen, 
entweder dadurch, dafs man aus den r Gleichungen (7) r von den 
dl durch die n — r übrigen ausdrückt und in (5) substituiert, oder 
in einer Form, welche die Symmetrie der algebraischen Ausdrücke 
besser wahrt, nämlich dadurch, dafs man die Gleichungen (7) in 
Vogler, Praktische Geometrie. . 18 


GABINET “ATE MATYCZNY 
ee ofgiggaistne Nuin tego Waiszawsklogo 


ee ee 
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eine zusammenfafst und diese in (5) einführt. Damit in der Summe 
der Gleichungen (7) jedes der r Aggregate rechter Hand für sich 
wieder verschwindet, multiplizieren wir jedes derselben vor der 
Addition mit einer Korrelate K, welche wir völlig willkürlich wählen 
und ändern dürfen, was in der That nur Sinn hat, wenn eben in 


0=K[pral] + Kl[ledall + Kl[ral) ... © 
jede Klammergröfse für sich verschwindet*). Nachdem (8) in (5) 


eingeführt, lautet das Differential der Funktion (1) mit Rücksicht 
auf die Bedingungsgleichungen wie folgt: 


al 
as = (E + Km + Kin + Kr) dh 


o 
Mi +65: + Km + Kt + Kın)dh. . . 0) 


+ re + KpPn + Kidn + K, r) dlp 


Die allgemeine Form der partiellen Differentialquotienten von f 
nach ? ist hiermit gegeben, nämlich: 


% = nz FR nr ee,» a 110) 


aber noch insofern unbestimmt, als es die K sind, über die wir 
noch nach Willkür verfügen dürfen. Wir thun es, indem wir nun- 
mehr in (9) die Bedingung einführen, dafs 


[=] cT MIN a 0.0 L) 


werde. Nach den Entwickelungen der §§. 92 und 94 und mit 
Rücksicht auf die in $$. 82 und 96 erörterte Bedeutung der Ge- 
wichtszahlen g ist die Bedingung (11) gleichbedeutend mit der 
Forderung, dafs 

[g9AA] ein Minimum . . . (12) 


werde, so dafs in (9) mit der Bedingung (11) itik die TEE 
eingeführt wird, dafs die Z durch die Ausgleichung nach der 
Methode der kleinsten Quadrate entstanden seien. Diese Forderung 
war in (9) noch nicht ausgesprochen, sonst hätte nicht allenthalben 
dL di+A 1 
Gh. 2 


*) Mit dem gleichen Recht und demselben Erfolg konnten wir die Glei- 
chungen (6) mit je einer Korrelate K multiplizieren und zu (1) addieren 
(vergl. $. 91), sodann die partiellen Differentialquotienten nach den einzelnen 
L bilden, wobei zu beachten, dafs die Variabeln K von den L unabhängig 
sind. 
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gesetzt werden dürfen, wie geschehen ist; denn durch die Aus- 
gleichung werden auch die Verbesserungen A Funktionen der 
Beobachtungen 1. 

Die Bedingung (11) bestimmt die Variabeln K derart, dafs: 


D en 
A eA y °K, 
Um die angedeuteten Summen der linken Seiten dieser Gleichungen 


auszuführen, bilden wir je eine Reihe von nGliedern folgender 
Form: 


ed, 


29; d Fi fal i 
— A =o (E tn + aK, +r) E 


Ji d Kp E i 

2% do o (3 

ne pta t utni) (m) 
29, ds; i 

EEEE x = 9 pana ih, i iKr — 

Ji d K, (& TRETEN Js Ji 


Wir addieren und dividieren, da jede der r hieraus hervorgehenden 
Summen verschwindet, mit 2, worauf wir zu den (von Gerling so 
genannten) Übertragungsgleichungen gelangen: 


= t [e + ala + [le 
o= [i ee] e [a + [e] + E e 0 
+ ls + [e] + e 


Sie sind bis auf die leicht zu bildenden absoluten Glieder identisch 
mit den Normalgleichungen (T) des §. 100. Die Auflösung des 
Systems (14) kann demnach zum Teil auf diejenige der Normal- 
gleichungen gestützt werden. Die berechneten Korrelaten K werden 
in (10) eingesetzt und zum Schlufs die Klammersumme in (11) 
gebildet. Der reciproke Wert derselben ist das Gewicht gy der 
Funktion f(Z, Is....L,). 


1 


w 


Zur Bildung dieser Klammersumme giebt es jedoch noch ein 

kürzeres Mittel, als die numerische Herstellung und schliefsliche 

Addition der einzelnen ®;ð; : gi, wenn wir diese Operationen 

einstweilen auf algebraischem Wege vollziehen. Quadrieren wir 

ə; dadurch, dafs wir die rechte Seite von (10) der Reihe nach 
18* 


(15) 
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mit jedem ihrer Glieder multiplizieren, und verbinden jedes Produkt 


nach Division durch g; mit allen gleichartigen aber anders be- 
zifferten Produkten, so wird: 


-pi + Böls+Bölnetijeon 


Die übrigen Glieder, welche noch entwickelt werden können, sind 
der Reihe nach gleichlautend mit denjenigen der drei verschwin- 
denden Aggregate (14). Auch die drei letzten Klammerausdrücke 
in (16) kommen in (14) bereits vor, sind also nicht neu zu berechnen. 
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Zweiter Abschnitt. 


Das Feldmessen. 


Unter dieser Bezeichnung ist es herkömmlich, diejenigen Auf- 
nahmen, Absteckungen und graphischen Darstellungen kleinerer Teile 
der Erdoberfläche zu verstehen, welche unter der Annahme, dafs 
die mathematische Erdoberfläche als Ebene betrachtet werden könne, 
die Horizontalprojektion oder Situation solcher Linien des Terrains 
feststellen oder verändern sollen, die für den Menschen wirtschaft- 
liche Bedeutung haben. Dahin gehören z. B. Eigentums- und Kul- 
turgrenzen, Strafsenlinien, Umrisse von Gebäuden, Ränder von Bö- 
schungen, Flufsufer, Kanalnetze u, s. w. 

Der Stoff dieses Abschnittes gliedert sich in vier Unterabschnitte, 
welche indes äufserlich nicht hervorgehoben wurden, da die Ein- 
teilung in Kapitel und Paragraphen hinreichende Übersicht gewährt: 

A. Feldmessen ohne Anwendung von Kreisinstrumenten, Kapitel 
VII bis X; 

B. Kreisinstrumente und ihr Gebrauch zum Feldmessen, 
Kapitel XI bis XIII; 

C. Herstellung der Situationspläne und Flächenberechnung, 
Kapitel XIV; 

D. Absteckungen, Kapitel XV bis XVII. 
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TOSAR R N E 2 


Kapitel VII. 


Abstecken von Linien und Längenmessung. 


$. 103. 


Visierstäbe und ihr Gebrauch zur Bezeichnung von 
Punkten und Geraden. Zur flüchtigen Bezeichnung eines Punktes 
auf dem Felde benutzt man den Visierstab — auch Fluchtstab, Bake 
(niederdeutsch), Piketstab, jalon genannt —, einen möglichst geraden 
cylindrischen Stab mit eisernem Schuh und eiserner oder Stahlspitze, 
von 2 bis 3m Höhe. Damit derselbe, aus einiger Entfernung ge- 
sehen, gleich gut von dunklem und hellem Hintergrund sich abhebe, 
wird er der Länge nach in abwechselnden Feldern weils und schwarz, 


Fig. 86. Fig. 87. 


oder besser weils, schwarz und (oben) rot angestrichen. Jedoch dür- 
fen die Grenzen der Felder nicht durch Einschnitte vorgerissen sein, 
welche den Stab schwächen. Die Stahlspitze greift mit einem Dorn 
in den Stab, der Schuh legt sich darüber und wird durch Bandeisen 
oder durch eine Hülse mit dem Stabe verbunden und durch Holz- 
schrauben befestigt (Fig. 86). 
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In weichem Boden kann man sich auch statt solcher soliden 
Visierstäbe roher, einfach geschälter und zugespitzter Stangen 
bedienen, und man wird dies thun, wenn man sehr viele Punkte auf 
einmal bezeichnen und die Stäbe nicht jedesmal nach der Arbeit 
wieder einziehen will. 

Die Achse des Visierstabes soll lotrecht stehen. Man falst 
deshalb beim Einsetzen den Visierstab über seinem Schwerpunkte 
und läfst ihn selbst die lotrechte Lage suchen, worauf man ihn 
niederfallen läfst, damit er sich in den Boden einbohrt. Durch 
etwas Nachhilfe und nochmaliges Wiederholen der Manipulation 
stellt der Stab sich fest und lotrecht zugleich. 

Der Ungeübte, aber auch der Geübte in wichtigen Fällen, wird 
sich von dem lotrechten Stande noch durch den Senkel oder das 
Bleilot überzeugen. Dieses bekannte Werkzeug und zugleich sein 
Gebrauch wird durch die nebenstehende Fig. 87 angegeben. Man 
hält das Bleilot nicht etwa dicht an den Stab, sondern in günstigster 
Sehweite vor das Auge und visiert über den Faden hin nach dem Stabe, 
dessen Fläche symmetrisch teilend oder ihn tangierend. Hat man nun 
den Stab in einer Richtung (Vertikalebene) lotrecht gestellt, so thut 
man es noch in einer zweiten, welche zur ersten beiläufig normal steht; 
alsdann wird die Achse des Stabes die Schnittlinie zweier Vertikal- 
ebenen darstellen, also mit einem Erdlot zusammenfallen. 

Durch zwei lotrechte Visierstäbe wird eine Gerade auf dem 
Felde bezeichnet (siehe Einleitung IV. S. 4); um diese Gerade zu 
verlängern, setzt man einen oder mehrere Stäbe so vor jene beiden 
hin, dafs das Auge, links und rechts an der Stabreihe hinschauend, 
die Seiten aller Stäbe aufeinander gedeckt, also in einer Vertikalebene 
erblickt. Da dies aber wegen Schwersichtbarkeit der hinteren 
Stäbe schwierig zu entscheiden ist, so bringt man besser das Auge 
nach rechts und links um gleichviel aus der Linie und beachtet, ob 
die horizontalen Gesichtswinkel, unter welchen die Zwischenräume 
dieser und der folgenden Stäbe erscheinen, beiderseits gleich grofs 
aussehen oder, wie man sich auch ausdrückt, ob die hinteren Stäbe 
gleichweit heraustreten. Hat man eine Linie sehr weit zu ver- 
längern, so thut man wohl, die Zwischenräume nahezu gleich grofs 
zu nehmen, weil man dann, von jedem neuen Stabe aus die ganze 
Reihe überblickend, sehr gut beurteilen kann, ob die Zwischenräume 
beiderseits regelmäfsig abnehmend erscheinen. Auch nimmt man 
mit Vorteil wohl ein Opernglas zu hilfe. 

Zum Einschalten von Punkten in eine Gerade, welche durch 
zwei Visierstäbe ausgesteckt ist, verlängert man dieselbe nach einer 
oder beiden Seiten hin, deckt nun zwischen den beiden ersten 
Stäben einen anderen auf zwei Stäbe der Verlängerung, und kontrolliert 
etwa die Stellung durch den entgegengesetzten Verlängerungsast. 
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Hat man aber einen Gehilfen, so schaltet man von einem Endpunkte 
der Geraden aus neue Punkte durch Einwinken von Stäben ein, 


Fig. 88. 


ne en mu ee ee ET 


welche der Gehilfe, seit- 
wärts der Linie stehend, 
über dem Schwerpunkt 
halten und auf die ge- 
B gebenen Zeichen hin- 
und herschieben mufs, 


bis ein Wink von oben nach unten ihn bedeutet, seinen Stab in die 
Erde zu stecken. Sodann wird die oben erwähnte Kontrolle für die 


Fig. 89. 


gerade Richtung angewandt 
und noch einmal das Zeichen 
„fest“ gegeben. 

Sollen endlich Punkte in 
eine Gerade (Fig. 88) einge- 
schaltet werden, welche sich 
nicht verlängern läfst und 
deren Endpunkte A und B 
selbst so beschaffen oder ge- 
legen sind, dafs Zwischen- 
punkte sich nicht einwinken 
lassen, so steckt man mög- 
lichst nahe bei der Geraden 
einen Zwischenpunkt C aus 
und winkt den Stab D eines 
Gehilfen in die Gerade AC 
ein, worauf C wieder heraus- 
genommen und durch den 
Gehilfen eingewinkt wird, 
so dafs er nach ©’ in die Ge- 
rade DB kommt. Durch 
mehrfache Wiederholung die- 
ses Verfahrens nähern sich 
die eingeschalteten Stäbe 
C, D, 0',D' ete. der Geraden 
AB, bis sie mit ihr zusammen- 
fallen. 

Das Abstecken von Ge- 
raden mit freiem Auge oder 
mit Hilfe eines Handfernrohrs 
wird nicht sehr genau. Bei 
jeder neuen Verlängerung 
können einige Minuten Fehler 
begangen werden, namentlich 
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dann, wenn man in unebenem Terrain arbeitet und die Stäbe nicht 
ganz lotrecht stehen. Schätzt man den mittleren Fehler einer Ver- 
längerung auf nur eine Minute, so ist nach n Verlängerungen die 
mittlere Abweichung der Linie von ihrer ursprünglichen Richtung 


auf Vn Minuten zu schätzen (siehe $. 81). Der Vorteil, den ein 
Fernrohr in freiem und ebenem Terrain gewährt, besteht hauptsäch- 
lich darin, dafs man die Stäbe weiter auseinanderstellen darf, also 
weniger Verlängerungen braucht um eine gleichlange Linie zu er- 
halten als mit freiem Auge, wobei dann auch die Schiefstellung der 
Stäbe geringeren Einflufs übt. 

Ganz unabhängig von dieser Fehlerquelle wird man beim Punkt- 
einschalten durch ein Ablotefernrohr ($. 52), mit dessen Hilfe immer 
nur die Fufspunkte der Stäbe anvisiert und eingewinkt werden. Indem 
man mit dem fernsten beginnt, schaltet man jeden folgenden Punkt 
unabhängig von den vorhergehenden ein, und die Genauigkeit der Ein- 
schaltung hängt nur noch von der optischen Kraft des Fernrohrs und 
der Berichtigung des Abloters, sodann von der Entfernung und Höhen- 
lage des eingewinkten Punktes ab, weshalb man in allen wichtigen 
Fällen einen Abloter zu Hilfe nimmt. Die Fehler, welche bei diesem 
Instrumente auftreten können, sind einzeln im ersten Abschnitte 
schon besprochen worden, und der Beobachter wird sich im gegebenen 
Falle leicht den Betrag ihrer Gesamtwirkung entwickeln und dafür 
Sorge tragen, dafs sich diese nur aus unvermeidlichen Fehlern 
zusammensetzt. Wie der Abloter selbst in die Gerade zwischen 
unzugänglichen Punkten einzuschalten ist, soll im XVI. Kapitel be- 
sonders behandelt werden. 


$. 104. 


Dauernde Bezeichnung von Punkten und Linien. Visierstäbe 
pflegen nach der Tagesarbeit wieder eingezogen zu werden. Um 
Punkte dauernd kenntlich zu machen, bezeichnet man sie durch die 
Achse eines lotrecht eingeschlagenen Pflockes oder einer ebenso ein- 
gesenkten Thonröhre. Je nach ihrer Bedeutung haben solche Pflöcke 
sehr verschiedene Form. 

Sehr wichtige Punkte, wie die Schnittpunkte der Hauptlinien 
eines Strafsenzuges, die Hauptpunkte von Liniennetzen, auf welche 
man sich während der ganzen Dauer der Aufnahme zu stützen hat, 
werden durch starke Pfähle von Eichen-, Buchen- oder Tannenholz 
bezeichnet, welche 0,10 bis 0,15 m dick und 1 bis 11/, m lang sind 
und bis auf wenige Centimeter in den Boden eingegraben werden. 
Zum Schutze gegen mutwilliges Herausreifsen werden sie in der Tiefe 
mit einem oder zwei Querhölzern versehen und der Boden der Grube 
wieder festgestampft. (Fig. 89, vergl. v. Kaven, Vorträge über 
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Eisenbahnbau, Heft IV, Aachen 1876.) Gegen Umpflügen oder 
Beschädigung durch Fuhrwerke schützt man solche Pfähle, indem 
man sie mit einem Kranz kleinerer Pflöcke umgiebt, deren hervor- 
ragende Enden mit Flechtwerk korbartig unter sich verbunden wer- 
den. Der Kopf des Pfahles wird, wenn er zur Aufnahme eines 
Punktsignals dienen soll, mit dem Hohlbohrer centrisch angebohrt, 
so dafs ein Visierstab oder eine zugespitzte Stange in das Bohrloch 
palst. Letztere sichtbar zu machen, versieht man sie am besten oben 
mit zwei kreuzweise angenagelten Brettehen und zum Schutze gegen 
Umwehen unten mit drei bis vier Streben. Um ganz sicher gegen 
Verlust des Punktes zu sein, wird unter den Pfahl in den Boden der 
Grube noch ein kleiner Pflock eingeschlagen. 

Beim Einsetzen so wichtiger Pfähle geht man derart zu Werke, 
dafs nach Bestimmung der Lage des Punktes durch einen vorläufig 


Fig. 90. 


eingeschlagenen Pflock in gehörigen Abständen von diesem kreuz- 
weise vier andere Pflöcke geschlagen werden, deren Köpfe mit je einem 
Nagel markiert sind. Ein Kreuz von Schnüren, welche zwischen diese 


Nägel ausgespannt werden, soll durch seinen Schnittpunkt die Mitte des 
vorläufig, und später des definitiv eingetriebenen Pflockes im Boden 
der Grube bezeichnen, und ein Bleilot, im Kreuzpunkte aufgehangen, 
seine Lage abwärts übertragen. Auch kann man sich eines aus 
Latten zusammengenagelten Dreiecks zu demselben Zwecke bedienen. 
Zwei Pflöcke zur Seite des Hauptpfahls werden so eingeschlagen und 
mit je einem Nagel auf ihrem Kopfe derart bezeichnet, dafs, während 
eine Seite des horizontal gehaltenen Lattendreiecks zwischen beide 
Nägel zu liegen kommt, die gegenüberliegende Dreiecksspitze in das 
Lot des Hauptpunktes fällt. Es giebt noch bequemere derartige Vor- 
richtungen, z. B. das sogenannte eiserne A und andere mehr. 
Pflöcke für Punkte, welche nicht so sehr und nur für kürzere 
Dauer wichtig sind, werden Ya bis 3/4m lang und entsprechend stark 
gewählt, entweder ganz in den Boden geschlagen und dann mit einem 
Beipflock zum Wiederfinden und zur Aufnahme der Punktnummer 
versehen, oder nur bis zu einer bestimmten Tiefe eingetrieben und 
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das vorstehende Ende zur Aufnahme der Nummer geglättet. Gegen 
Verlust des Punktes sichert das erstere Verfahren besser. 

Sind die Köpfe zu schwach um angebohrt zu werden, so mufs 
zum Anvisieren des Punktes der Visierstab neben den Pflock, aber 
jedesmal in diejenige Gerade auf dem Felde gestellt werden, in wel- 
cher man eben visieren will. Oder man setzt sämtliche Stäbe in einem 
Punktsystem etwa an die Nordseite der zugehörigen Pflöcke und 
erhält dadurch ein Liniensystem, welches dem ausgepflöckten gleich 
und parallel ist, gleiche Pflock- und Stabdicken voraussetzt. 

Pflöcke endlich, welche nur für wenige Tage oder Stunden zur 
Bezeichnung von Feldpunkten dienen sollen, sogenannte Numerier- 
pflöcke, wie sie in grofser Anzahl bei Detailaufnahmen gebraucht 
werden, können in der Art wie Dachschindeln flach gearbeitet sein, 
werden in der Regel schon vor dem Gebrauch mil Ölfarbe nume- 
riert, zugespitzt, durchlocht und auf eine Schnur gereiht, beim Ge- 
brauche aber mit leichten, am besten hölzernen Hämmern eingetrie- 
ben, während zum Eintreiben stärkerer Pflöcke schmiedeeiserne 
oder gufsstählerne Zuschlaghämmer nötig sind. 

Pflöcke, welche aufser einem Punkte des Geoids auch eine be- 
stimmte Höhe bezeichnen sollen, erhalten dazu entweder einen glatten 
horizontalen oder abgefaseten Kopf, oder einen seitlichen Absatz, 
oder einen kegelköpfigen Nagel auf der Kopffläche, dessen Spitze 
den Höhenpunkt vorstellt. 

Wie erwähnt, wendet man neuerdings zur Bezeichnung dauern- 
der Punkte gerne Thonröhren an, für welche der Erdbohrer ein lot- 
rechtes Loch so tief vorarbeitet, dafs das obere Röhrenende tiefer 
zu liegen kommt, als der Pflug voraussichtlich jemals eindringen 
kann. Die im Feld- und Wiesenbau viel gebrauchten Drainröhren 
eignen sich zu dieser Art von Punktzeichen am besten, da sie sehr 
hart gebrannt sind, darum lange Jahre unter der Erde ausdauern 
und doch ihres geringen Kaufwertes wegen nicht, wie metallene 
Röhren es thun würden, Gefahr laufen, aus Gewinnsucht ausgegraben 
zu werden. Solche Drainröhren sind in der Regel etwa 0,3 m lang, 
im lichten 3 bis 5cm weit, von 1 bis 2cm Wandstärke. 


$. 105. 


Die Mefskette (Fig. 90) ist eine Kette aus starkem Eisendraht, 
im ganzen gewöhnlich 20m lang, mit Gliedern von 0,5m Länge, 
welche durch Ringe miteinander verbunden sind und etwa noch 
Dezimetermarken tragen. Die Endpunkte und die Mitte der Zwanzig- 
meterkette werden durch stärkere Ringe (mit Querstäben) markiert. 
Zuweilen dient der Mittelring auch noch zur Korrektur der Ketten- 
länge und hat dann die in Fig. 91 angegebene Gestalt. Durch Drehen 
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des Mittelstücks a mit den Schraubenmuttern auf den verschieden- 
artig (rechts und links) gewundenen Schraubenspindeln b und ce wird 
die Längenänderung bewirkt. Reibungsmuttern d und d’ sollen un- 
erwünschte Änderungen verhindern. Die äufsersten Kettenglieder 
greifen in zwei starke Ringe aus Bandeisen, welche von oben auf 
die Kettenstäbe geschoben werden. Man konstruiert dieselben wie 
starke Visierstäbe mit einem kräftigen Querstift am Fufs, zum Ein- 
treten in die Erde (Fig. 92). Als Zubehör werden 10 Kettennägel 
oder Zählstäbchen gewöhnlich am Karabinerhaken getragen, wovon 
jeder der beiden Kettenzieher (so nennt man die Leute, welche die 
Stäbe handhaben) einen am Riemen über die Schulter trägt (Fig. 92). 

Prüfung der Kette. Wenn die Stabspitzen in die Erde gestolsen 

und die oberen Stabenden fest nach aufsen gezogen werden, so dafs 

Fig. 92. die Mefskette straff’ ist, so sollen, bei der 
mittleren Temperatur, bei welcher die 
Aufnahme erfolgen wird, die Endmarken 
je 10m von der Mittelmarke und im 
ganzen 20 m voneinander abstehen. Um 
sich davon zu überzeugen, steckt man 
an den drei Marken Kettennägel in den 
Boden und milst ihren Abstand mit dem- 
jenigen Mafsstabe aus, dessen Länge man 
für die Messung als mafsgebend be- 
trachten darf. Zeigt sich ein Fehler und 
besitzt die Mefskette einen Korrektions- 
ring, so ist die Abhilfe leicht, andernfalls 
wird die notwendige Korrektion auf jede Kettenlänge in Rechnung 
gebracht. Die geringe Veränderung der mittleren Glieder infolge 
der Korrektion bleibt aufser betracht. 

Gebrauch. Wird eine Linie, welche auf ebenem horizontalem 
Felde abgesteckt ist, mit der Kette gemessen, so wird der Stab des 
vorausgehenden Kettenziehers A durch den nachfolgenden B in die 
Richtung eingewinkt, die Kette in der Linie straff ausgespannt und 
die Anfangspunkte der Kette und Linie übereinandergebracht. A, 
welcher alle Zählstäbchen mit sich führt, steckt deren eins an den 
Endpunkt der 20 Meter und geht weiter, die Kette hinter sich her- 
schleifend. Ihm folgt B, stöfst, bei dem Stäbchen angekommen, 
seinen Kettenstab ein und winkt den von A in die Linie; die Kette 
wird straff angezogen und ihr Anfangspunkt an den ersten Ketten- 
nagel gebracht, während A einen zweiten an den Endpunkt der 
Kette steckt. Ist das geschehen, so hängt B den ersten Nagel an 
sein Bandelier; man sieht, dafs dadurch, bei Fortsetzung der Arbeit 
in der begonnenen Weise, einer Irrung über die Anzahl der durch- 
messenen Kettenlängen vorgebeugt wird. 
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Auf schwach geneigtem Felde hilft man sich wohl dadurch, 
dafs man die Kette am tiefstehenden Stabe aufwärts zieht, bis ihre 
Endpunkte nahe gleich hoch liegen. Aber die Kraft, mit welcher die 
Kette nun angespannt wird, ist je nach Lage des Ringes eine sehr 
verschiedene und aufserdem wird es schwierig, den Endpunkt der 
Kette lotrecht über den Kettennagel zu bringen. Die Anwendung 
eines Gefällmessers ist darum mehr zu empfehlen; er kann aus einem 
Brettchen bestehen, längs dessen Rücken man über die beiden Ketten- 
stäbe wegvisiert, während an der Seite ein Gradbogen mit Bleilot 
die Neigung des Erdreichs angiebt. Man hat dafür auch bequemere 
Instrumente konstruiert, so die Böschungsmesser von Matthes und 
von Zugmaier, vergl. Zeitschrift für Vermessungswesen 1872, 
S. 213 und 1873, S. 113, welche dem Auge die Terrainneigung in 
Graden schon während des Visierens abzulesen gestatten. Es dürfte 
sich bei dem vorher erwähnten sehr einfachen Werkzeuge lohnen, 
die Gradteilung mit einer solchen in Teilen des Halbmessers zu ver- 
tauschen. Ist nämlich k die Kettenlänge und œ der Neigungswinkel 
des Bodens, so beträgt die gesuchte Horizontalprojektion x der Kette: 
k cos &, oder durch eine Reihe ausgedrückt: 


Q? at 
tl - 75 +5 +) 


wobei & den Winkelbogen a, gemessen durch den Radius r, vorstellt. 
Es genügt immer, das quadratische Glied allein beizubehalten, so 
dafs man die subtraktive Korrektion ce der schiefen Kettenlänge 
erhält: 
a? 

a Fr Eh Ei) DH | 
Ist nun der Bogen für œ nach Zehnteln des Radius geteilt, so braucht 
man die abgelesene Zahl nur zu quadrieren um die Hundertel der 
halben Kettenlänge zu haben, welche als Reduktion abzuziehen sind; 
oder man könnte den Gradbogen unmittelbar auch so teilen, dafs 
man ¢ daran sofort in Centimetern abliest, wie für k = 10 nach 
folgender Tabelle geschehen könnte: 


c=U0lm a= 0,045 r c—=0,llm a= 0,148 r 
9 


2 0,063 r 12 0,155 r 
3 0,077 r 13 0,161 r 
4 0,089 r 14, 0,167 r 
5 0,100 r 15 0,173 r 
6 0,110 r 16 0,179 r 
7 0,118 r 17 0,184 r 
8 0,126 r 18 0,190 r 
9 0,134 r 19 0,195 r 
0,10 0,141 r 0,20 0,200 r 
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und so fort. Bei steileren Böschungen wachsen jedoch die zufälligen 
Fehler der Kettenmessung sehr schnell, und an öfter unterbrochenen, 
terrassenförmigen Bergwänden wird die Kette ganz unbrauchbar. 


Die Fehlerquellen der Kettenmessung mögen noch nicht alle ge- 
nügend bekannt sein, indessen lälst sich eine Anzahl derselben 
von vornherein erwarten. Dahin gehören die Temperaturwechsel, 
welche die Länge der Kette um ein Hunderttausendtel auf den 
Grad C, also in der Regel um unmerkbare Gröfsen, verändern; 
auch mechanische Änderungen der Kettenlänge treten ein, vor- 
übergehende durch Ansetzen von Erde in die Gliedergelenke, 
bleibende durch das Zerren an den Enden; diese jedoch werden 
durch häufige Prüfung der Kette unschädlich. Ungleiches Spannen 
der Kette läfst sich dagegen nicht vermeiden, und wirkt namentlich 
in ungleich festem Boden, bei wechselnder Neigung und bei ein- 
tretender Ermüdung der Kettenzieher störend. Auf sehr hartem 
und sehr weichem Boden gleiten die Spitzen der Kettenstäbe 
leicht aus und dann sind gröbere Fehler unvermeidlich. 

Die Fehler, welche aus den genannten Ursachen entspringen, 
lassen sich in zwei Gruppen scheiden. Die erste enthält die 
regelmäfsigen Fehler, welche stets in demselben Sinne und nahe 
in gleichem Betrage auftreten, wie alle jene, welche aus dauernden 
Längenänderungen der Kette entstehen, oder aus Verschiebungen 
der Endpunkte in stets gleichem Sinne. Regelmäfsige Fehler häufen 
sich im einfachen Verhältnis mit der Anzahl n der Kettenlängen 
an. Ist u der mittlere Betrag des regelmäfsigen Fehlers y bei der 
einzelnen Kettenlage, 9, die Gesamtwirkung der regelmäfsigen 
Fehler auf die ganze gemessene Länge, so ist nach $. 77: 


a ee AA 

Die zweite Gruppe enthält die zufälligen Fehler, deren Vor- 
zeichen wechselt. Dahin gehören Fehler wegen ungleichen Anziehens 
der Kette, Verschiebungen der Endpunkte in wechselndem Sinne 
und dergleichen mehr. Nach $. 81 wächst der Gesamtbetrag zu- 
fälliger Fehler wie die Summe der Quadrate der Einzelfehler unter 
gemeinsamem Wurzelzeichen. Ist jede Kettenlage mit gleicher 
Sorgfalt ausgeführt worden und u, der mittlere Betrag des zufälligen 
Einzelfehlers &, so wird die ganze gemessene Länge fehlerhaft um 


P2 = tz . Vn . 5 A N ne (2) 


d. h. der mittlere Fehler der Längenmessung wächst mit der Wurzel 
aus der Anzahl n der Kettenlängen k, also auch mit der Wurzel aus 
der gemessenen Linienlänge l, dan = l : k. 

Auf das Resultat (1) könnten jedoch auch zufällige Fehler führen, 
wenn die Beträge derselben sich mit wachsender Linienlänge, etwa 
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infolge Ermüdung der Kettenzieher, gesetzmäfsig vergröfserten. 
Denkt man sich die mittleren zufälligen Fehler der einzelnen Ketten- 
lagen wachsend wie die Quadratwurzel der ungeraden Zahlen, somit 
den mittleren Fehler der nten Kettenlage gleich u V2n — 1,80 
wird die Gesamtwirkung von n Fehlern nach $. 81: 


g=uV (1+3+5 +... +29 —-1)—= nu. 

Jedoch braucht man zu dieser Annahme nicht zu greifen, um 
die merkwürdige Erscheinung zu erklären, dafs verschiedene Beob- 
achter als Gesetz der Fehlerzunahme mit der Länge der gemessenen 
Linien teils (1), teils (2) gefunden haben. Im allgemeinen werden 
regelmäfsige und zufällige Fehler stets zusammen auftreten, und je 
nachdem die einen oder anderen vorwiegen, wird für den Gesamt- 
fehler (1) oder (2) zu gelten scheinen. Dabei ist es sehr wohl 
möglich, dafs die 9, für verschiedene Linien ganz den Charakter 
zufälliger Fehler annehmen, nämlich mit ungleichen Vorzeichen und 
Beträgen auftreten, obwohl u, innerhalb einer Linie ein regelmäfsiger 
Fehler war. So ist bei jedem Ausspannen der Kette auf geneigtem 
Boden eine Verschiebung derselben bergab weit eher zu befürchten 
als bergan. Beim Abwärtsmessen entstehen daraus Verkürzungen, 
beim Aufwärtsmessen Überschreitungen des Linienmafses. Ähnlich 
wie die Neigung des Bodens mufs dessen Beschaffenheit die Natur 
der regelmäfsigen Fehler notwendig verändern. Je günstiger aber 
das Terrain und je grölser die angewandte Vorsicht, um so mehr 
werden die regelmäfsigen Fehler hinter die zufälligen zurücktreten. 

Damit stimmt es überein, wenn Professor Wastler bei der 
Vermessung der Stadt Graz fand, dafs nur zufällige Fehler seine 
Linienlängen beeinflufst haben, die er auf den Strafsen der Stadt 
durch Kettenzüge gemessen hatte; während J. H. Franke bei 
Kettenzügen in Feld und Wald, obwohl auf vergleichsweise festem 
Boden, ein Übergewicht der regelmäfsigen Fehler erfahren hat. 
Die Ergebnisse beider Beobachter sind der Praxis entnommen, und 
da sie zudem mit Ketten von nahezu derselben Länge (10 Wiener 
Klafter und 20 m) gewonnen wurden, so eignen sie sich zur Neben- 
einanderstellung. Man vergleiche damit auch $. 109 (6). Wastler 
findet den mittleren Fehler u einer Kettenmessung von der Länge l: 


u, in Metern = 0,0030 yı in’Metern . . Oe RS) 
wogegen Franke berechnet: 
u, in Metern = 0;00063 (l in Metern). . . . (4) 


Das Verhältnis des mittleren Fehlers zur gemessenen Länge ist 
nach Franke nahe gleich 1: 1600, nach Formel (3) variiert es 
mit der Länge selbst. Aus (3) und (4) läfst sich folgendes Täfelchen 
zusammenstellen: 
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Gemessene Mittlerer Fehler | Mittlerer Fehler Fehlerverhältnis 
Länge l u, nach (3) u, nach (4) nach (3) 


Ob lange oder kurze Ketten vorteilhafter zum Messen sind, ist 
durch die bisherigen Versuche noch nicht entschieden. Der Einflufs 
der Kettenlänge erscheint neben den Einflüssen der Bodenbeschaffen- 
heit jedenfalls unwesentlich. Denn man würde irren, wenn man in 
Formel (4) schon das Maximum des mittleren Fehlers ausgesprochen 
glaubte. Auf ungünstigem, weichem Boden kann u auf l : 500 
steigen. Dann aber ist die Anwendung der Kette nicht mehr ratsam. 


$. 106. 


Mefslatten oder Mefsruten sind Stäbe aus Fichtenholz von 
rechteckigem, kreisrundem oder ovalem Querschnitt, bis zur Länge 
von 5m, und stark genug gearbeitet, um den Fall aus der Hand auf 
den Boden sicher auszuhalten, daher oftmals mit einer Anschwellung 
nach der Mitte hin versehen (Fig. 93). Die beiden Köpfe einer 


Fig. 93. 
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Mefslatte pflegt man normal zur Längsachse abzuschneiden und mit 
Eisen zu beschlagen. 

Mefslatten werden paarweise zusammen gebraucht und, wenn 
auf ebenem Boden die Arbeit rasch und ohne Gefahr der Irrung 
von statten gehen soll, so gehört zu jeder Latte ein Träger. Der 
erste A legt seine Latte a an den Anfangspunkt I der Linie III, 
welche abgesteckt ist und gemessen werden soll, und bringt das 
vordere Ende in die Richtung III, worauf der zweite Träger B 
seine Latte b vor a in die Linie legt, ohne a zu berühren, scharf ein- 
richtet und nun sachte soweit zurückzieht, bis die Köpfe der Latten 
sich berühren, wobei er auch a festhalten mufs. Nun hebt A seine 
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Latte auf, indem er sie zugleich von b weg- und zurückzieht, zählt 
laut Eins, geht geschwind vor und wirft seine Latte über b hinaus 
auf den Boden, so dafs er, am hinteren Ende anfassend und die 
Lücke verkleinernd, durch mehrmaliges Emporschnellen die Latte 
rasch in die Richtung III bringen kann. Sodann wird a an b 
zurückgezogen, b jetzt wie vorhin æ aufgehoben, und vom Träger B 
dabei laut Zwei gezählt. So fahren die beiden Träger fort, ihre 
Latten aneinander zu legen, ohne dieselben jemals zu vertauschen 
A spricht beim Aufheben immer die ungeraden, B die geraden 
Lattenlagen aus, wodurch eine gegenseitige Kontrolle bewirkt wird. 

Am Endpunkte II angelangt, werden die Lattenlängen addiert 
und das Übermafs der Linie über ganze Lattenlängen bis auf Dezi- 
meter, unter Umständen selbst auf Centimeter genau abgelesen. Zu 
diesem Zwecke pflegt man die Mefsruten mittels Ölfarbe in weifse 
und rote Felder von 1/m Länge zu teilen und Dezimeter durch 
Schätzung zu bestimmen. Auch Einteilungen mittels der runden 
Köpfe kleiner Metallstifte und Teilungen bis auf Dezimeter kommen 
vor. Zu dem beschriebenen Gang der Arbeit sind glatte Mefslatten 
von abgerundetem Querschnitt am besten geeignet. 

Handelt es sich um sehr genaue Lattenmessungen, etwa auf 
Bauplätzen, in Städten, oder in der Grundlinie einer Reihe von 
Felddreiecken, deren Seiten aus jener durch blofse Winkelmessung 
abgeleitet werden sollen, so sind vierkantige Mefslatten vorzuziehen, 
welche man, zur Vermeidung von Richtungsfehlern, längs einer 
gespannten Schnur anlegt. Wie die Richtungsfehler, so wirken 
auch die kleinen Verschiebungen, welche durch das Aneinanderstofsen 
der Lattenköpfe entstehen, stets auf die Vergröfserung der Längen- 
zahl hin, so als ob mit kürzeren Latten gemessen würde. Legt man 
aber die Latten mit kleinen Zwischenräumen an die Schnur an, die 
ungeraden flach, die geraden hochkantig, und mifst den Abstand 
ihrer Köpfe mit einem Millimetermafsstab, so wird jener Fehler 
beseitigt. Eine Kontrolle der Ablesung und zugleich ein Mafsstab 
für die Ablesungsfehler läfst sich gewinnen, wenn man mit vier 
Latten arbeitet und davon zwei hochkantig nebeneinander, sich 
etwas überragend, zwischen je zwei flach liegenden Latten einschaltet. 
Die beiden Summen der Lücken an den Köpfen jeder der hochkantigen 
Latten müssen gleich ausfallen. Ehe man sich hiervon überzeugt 
hat, wird man nicht zu einer neuen Lattenlage schreiten. Es kann 
aber auf diesem Wege eine Genauigkeit der Längenmessung erlangt 
werden, welche weiter reicht als die Stabilität der Länge hölzerner 
Mafsstäbe überhaupt. 

Arbeitet man nicht absichtlich mit Zwischenräumen, so be- 
wirken die Neigungen des Terrains und die Fehler der Einrichtung 
in die Gerade leicht unerwünschte Lücken. Indem die Fugen zwischen 

Vogler, Praktische Geometrie, 19 
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den Stöfsen nur oben oder unten geschlossen sind, kommen die 
Achsen der Stäbe nicht zur Berührung. Läfst man aber die beiden 
Lattenenden keilförmig in stumpfe Kanten endigen, welche sich 


Fig. 94. 


(a) 


rechtwinkelig kreuzen, und sorgt dafür, dafs auch beim Aneinander- 
legen der Stäbe je zwei Nachbarkanten normal aufeinander stehen, 
so ist der Berührungspunkt der Latten leicht in die Stabachse zu 
verlegen. 

Zur Beurteilung des Einflusses, den die Neigung einer Latte 
um den Winkel @ gegen das Alignement ausübt, nehmen wir an, 
dieselbe befinde sich zwischen zwei korrekt liegenden Latten ein- 
geschaltet, ihre Länge sei l, ihre Stärke m. Der Abstand der äufseren 
Latten, vermindert um l, wird nach der 
Fig. 94,a: 


l (cosa — 1) + msina = e, 


Fig. 95. 


und bei Anwendung der trigonometri- 
schen Reihen, wenn œ = e : l gesetzt 
wird, einschliefslich der Glieder zweiter 
Ordnung: 
e=(m — Ihe) e:l. 

Die Kantenform der Lattenstöfse ermöglicht den Ausschlufs des 
ersten dieser Fehlerglieder auf alle Fälle mindestens bis zur Hälfte 
(Fig. 94,b). Statt stumpfer Kanten können denselben Zweck auch 
cylindrische oder kugelige Abrundungen erfüllen. Bei langen Latten 
zu raschen Messungen pflegt man aber dergleichen nicht anzubringen. 
Bei den eisernen Mefsstangen seines Basisapparats dagegen hat 
Bessel sich kreuzende Endschneiden angewandt, um in den 
Zwischenräumen zwischen zwei Stangen Glaskeile mit seitlichen 
Skalen einzuschieben und so, indem aus der Tiefe des Einsinkens 
der Keile auf die Gröfse der Zwischenräume geschlossen ward, alle 
Fehler zu vermeiden, welche die direkte Berührung der Lattenenden 
erzeugt. Hölzerne Latten weichen erfahrungsgemäfs dem Druck 
des Mefskeiles zu leicht aus, so dafs die Verwendung des letzteren 
keinen nennenswerten Gewinn an Genauigkeit bringt. 
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Fig. 93 zeigt die Hälfte einer Fünfmetermefslatte mit Nagel- 
einteilung von Breithaupt, die Querschnitte in 1:10, die Längen- 
mafse in 1: 25. In der Mitte und hochkantig getragen wird die 
Latte trotz ihrer grofsen Länge nie brechen. Die Abrundung des 
Querschnitts und der Nagelköpfe gestattet sie durch die Hand 
schlüpfen zu lassen. Die kleinen Endflächen gegenüber der Länge 
von 5m werden bewirken, dals & stets klein bleibt. 

Während Mefskette und Mefsband ($. 107) sich besonders für 
Gegenden mit geringen Erhebungen des Bodens und nicht zu dichter 
Bebauung eignen, kommen die Vorzüge der Mefslatten erst da ganz 
zur Geltung, wo Bodenrelief und Bebauung dem Messen Hindernisse 
bereiten. Über steile und unregelmäfsige Hänge, durch dichtes Busch- 
werk, in engen Höfen, wo das Mefsband beinahe den Dienst versagt, 
lassen sich Mefslatten immer noch sicher und rasch handhaben. 

Lattenmessungen auf geneigtem Boden. Auf schwachen Neigungen 
legt man die Mefslatten unmittelbar auf den Boden, mifst oder 
schätzt das Gefälle x und bringt eine Korrektion an der gefundenen 
Länge L an, gleich L(cos« — 1), wenn & der Neigungswinkel des 
Bodens, oder genau genug: 

Korrektion = IB... EN 2 dO) 
solange x als analytisches Mafs von & betrachtet werden darf. Das 
Verhältnis der Korrektion zur Länge L bleibt hiernach unter 1: 1800, 
solange x < 1:30. Innerhalb dieser Grenze des Gefälles bedarf 
es nur bei ganz feinen Messungen einer Neigungskorrektion. 

Auf Terrain mit wechselnden Neigungen ist es richtiger und 
selbst bequemer, die Korrektion bei jeder einzelnen Lattenlänge l 
anzubringen, und zwar folgendermafsen. Man hält die Latte (Fig. 95) 
dem Augenmalse nach horizontal, schätzt oder mifst die Höhe + 
des Endpunktes über dem Boden und bildet aus h : ! das Gefälle v. 
Die Korrektion Y/y!x? wird nun dadurch angebracht, dafs man die 
Latte auf den Boden niederlegt und zwischen ihr und der vorigen 
eine Lücke von dem Betrage !/3læ? oder h? : 21 läfst. Wir stecken 
auf solche Weise auf dem Terrain die Länge V ab, deren Projektion I 
wir messen wollen. Die Hypothenuse V ist aber 

V = (1 + x?) = 1(1 + 12? — Ij; gt + — e.) 
und die begangene Vernachlässigung v demnach gewils < 1/; læt, 
das Verhältnis v : l < 1/;%t, bleibt demnach unterhalb 1 : 2500, 
solange «= !/4 

Die Berechnung von h? : 27 führt auf eine sehr bequeme Regel, 
wenn, wie gewöhnlich, l = 5m gegeben ist. Man schätze h in Dezi- 
metern, quadriere ihre Anzahl und lasse eine Lücke von h? Millimeter. 

Staffelmessungen. Für æ > 0,3 wird das Verfahren ungenau 
und mufs durch Staffelmessungen ersetzt werden. Man hält dabei 

19* 
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die Latte, nötigenfalls mit Hilfe einer Setzlibelle, wagrecht und 
lotet von dem frei schwebenden Endpunkte herab, so dafs die Spitze 
des Lotes den Endpunkt der nächstliegenden Latte angiebt. Um 
von den Schwankungen des Lotes unabhängig zu sein, die namentlich 
beim Bergaufmessen und dann selbst bei Windstille lästig werden, 
hat man Apparate eigens für Staffelmessungen (Fig. 96) konstruiert, 
bestehend aus der Mefslatte mit Setzlibelle und einem eingeteilten 
lotrechten Stabe mit Dosen- 
Fig. 96. libelle, an welchen das schwe- 
bende Lattenende angelehnt, 
etwa auch mittels eines starken 
Gummibandes angedrückt wird. 
Es läfst sich damit zugleich 
der Höhenunterschied je zweier 
Lattenlagen bequem bestim- 
men. 

Genauigkeit der Lattenmes- 
sung. Von den regelmälsigen 
Fehlern, welche bei Latten- 
messungen auftreten können, 
sind schon einige erwähnt, nämlich das Zurückweichen der Latten 
beim Aneinanderstofsen der Köpfe, Richtungsfehler einzelner Latten 
und solche von mehreren aufeinander folgenden Lattenlagen. 

Eine Quelle nicht unbedeutender regelmäfsiger Fehler ist aufser- 
dem die Veränderlichkeit der Länge hölzerner Mefslatten, welche nach 


Fig. 97. 


Jordan’s Versuchen (Zeitschrift für Vermessungswesen, Bd. VI, 
Heft 1) bei 18 Mefslatten mit Ölfarbanstrich im Laufe eines 
Sommers im Durchschnitt + 0,8 mm auf 5m Länge betrug, in 
einzelnen Fällen jedoch das Doppelte hiervon. Auch bei geome- 
trischen Präzisionsnivellements, wo die Höhenunterschiede mittels 
hölzerner Latten gemessen werden, hat man ähnliche Erfahrungen 
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gesammelt. Hiernach scheint der Schlufs berechtigt, den Jordan 
aus seinen Versuchen ziehen zu dürfen glaubt, „dafs Mefslatten von 
Tannenholz mit Olfarbanstrich ihre Länge im Laufe eines Sommers 
auf etwa !/;900 oder 0,02 Proz. genau bewahren.“ 

Die regelmäfsigen Fehler, soweit sie auf Vergröfserung der 
Längenzahl einer Linie hinwirken, werden nach zahlreichen Erfah- 
rungen auf 0,03 Proz. geschätzt. Dieser Betrag läfst sich aber 
kompensieren, wenn man die Lattenlänge um ihn vergröfsert. Bei 
der württembergischen Landesvermessung gab man deshalb den 
Fünfmeterlatten 1 bis 2mm Übermaß. 

Der zufällige mittlere Fehler einer sorgfältigen Lattenmessung 
läfst sich ungefähr darstellen durch V0,1 L Centimeter, wenn L die 
gemessene Länge in Metern bedeutet. Doch ist wohl nirgends das 
Ergebnis so sehr durch die Sorgfalt der Arbeit bedingt, als gerade 
bei Längenmessungen, woraus sich die teilweise sehr verschieden- 
artigen Genauigkeitsgrade erklären, welche man bei Versuchs- 
messungen und bei solchen der Praxis gewonnen hat. Um sicher 
zu gehen, dafs eigene Längenmessungen dem Zweck genügen, wird 
man sich daher stets durch Doppelmessungen der Längen oder 
andere Kontrollen ein nachträgliches Urteil über die erlangte Ge- 
nauigkeit ermöglichen. 

Man überzeugt sich leicht, dafs von L = 250m an der Fehler 
wegen Veränderlichkeit der Lattenlänge, welcher auf 0,02 Proz. 
ansteigen kann, in diesem Falle den mittleren zufälligen Fehler der 
Lattenmessung, so wie er angegeben wurde, überwiegt; es ist daher 
ratsam, seine Latten von Zeit zu Zeit mit einer Normallänge zu 
vergleichen, welche man durch Marken auf fest eingeschlagenen 
Pflöcken oder an Mauerwerk dauerhaft angebracht hat. Jordan 
rät an, sich hierzu von einem Eichamt ein messingenes „Gebrauchs- 
normalmeter“ zu verschaffen, welches auf 0,04 mm genau ist”). 


8. 107. 


Mofsband und Mefsrad (Fig. 97). Geölte leinene Mefsbänder 
mit aufgedruckter Skala und zum Aufhaspeln auf eine Rolle nach 


*) Die messingenen „Kontrollnormale“, welche den Eichämtern übergeben 
sind, werden von der Normaleichungskommission noch weit genauer, als zu 
dem angeführten Zwecke nötig, untersucht und ihre Teilungsfehler bis auf 
ein halbes Hundertel des Millimeters bestimmt. Ein solches, auch zu feineren 
Skalenuntersuchungen geeignet, hat die geodätische Sammlung der land- 
wirtschaftlichen Akademie Poppelsdorf durch A. Lingke und Co. zu 
Freiburg in Sachsen bezogen. Das zugehörige Thermometer mit Kupferhülse 
zur Ausgleichung der Temperatur zwischen Messingstab und Quecksilber- 
gefäfs lieferte R. Fuefs in Berlin. 
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dem Gebrauch galten bisher als bequemes Taschenmelswerkzeug, das 
jedoch seiner. geringen Genauigkeit wegen nur bei untergeordneten 
Aufnahmen Verwendung finden durfte. Ungleich genauer sind die 
Stahlbänder, welche man gegenwärtig in bedeutender Länge herzu- 
stellen versteht. Sie bilden einen in vieler Hinsicht empfehlens- 
werten Ersatz der Mefskette, deren Genauigkeit sie übertreffen, da 
ihr mittlerer zufälliger Fehler nur etwa das Doppelte desjenigen 
einer sorgfältigen Lattenmessung beträgt. Ihr Gebrauch ist dem 
der Mefskette ganz entsprechend und darum das Zubehör von Band- 
stäben (welche durch die Endringe des Bandes gesteckt werden), 
Zählstäbchen etc. dem der Mefskette gleich gebildet. Die Unter- 


Fig. 98. 
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teilung des Stahlbandes erfolgt durch gröfsere und kleinere Messing- 
nieten, oder vorteilhafter (der Reparaturen wegen), wenn auch weniger 
übersichtlich, nur durch eingestanzte kleine Löcher von verschie- 
dener Form. In Fig. 97 erscheint das Mefsband zum Transport auf 
einen Ring rrr von Bandeisen aufgerollt, dabei zwischen den 
u-förmig gebogenen, mit jenem Ring vernieteten Doppelbändern aaa 
ruhend. 

Noch bequemer zu handhaben, dafür aber weit unzuverlässiger, 
ist das Me/srad in der Form, welche ihm der Wiener Mechanikus 
Wittmann gegeben hat, dessen Werkstätte leider eingegangen ist. 
Die Peripherie des Mefsrades beträgt nahezu 1 m, seine ganzen Um- 
läufe werden durch ein Zählwerk markiert, welches in einer kleinen 
Büchse auf der Deichsel angebracht ist. Letztere umgreift in Gabel- 
form das Rad und dessen Achse, und endigt in einen hölzernen 
Stiel zur Führung mit einer Hand. Zehntelumdrehungen werden 
auf dem Rade an einem grobgeteilten Kreise von kleinem Radius 
abgelesen. Mit dem Mefsrade durchführt man wie mit einem Schub- 
karren die zu messende Linie und hat nur dafür zu sorgen, dafs bei 
der Anfangs- und Endablesung die Achse lotrecht über dem An- 
fangs- und Endpunkte steht, sowie dafs der Griff beidemale gleich 
geneigt ist. 

Auf günstigem Boden, nämlich festen Chausseen und abgemäh- 
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ten Wiesen, hat das Mefsrad eine Genauigkeit ergeben, welche der- 
jenigen der Mefskette nahe kommt. Auf beschotterten Stralsen und 
anderem holperigen Erdreich fällt die gemessene Länge ungenauer 
und immer kleiner aus als die wirkliche. Die Differenz wächst mit 
der Anzahl der Hindernisse, welche das Rad zu überwinden hat, und 
mit der Schnelligkeit des Fahrens. Der Geometer und Ingenieur 
wird das Mefsrad darum nur ausnahmsweise verwenden können. 


$. 108. 


. Die Messung von Koordinaten. Zur Aufnahme gebrochener 
Linien auf dem Felde dient vorzugsweise die Messung der recht- 
winkeligen Koordinaten der Brechungspunkte; selbst krumme Linien 
lassen sich durch die Koordinatenmethode aufnehmen, wenn man 
sie durch gebrochene Linien ersetzt, welche sich ihrer Krümmung 
hinreichend genau anschmiegen. Das wird der Fall sein, wenn sich 
die gebrochene Linie nirgends um mehr als den mittleren Fehler der 
Koordinatenmessung von der krummen entfernt. 

Seil2 345 eine gebrochene Linie, welche sich nach Fig. 98 
aus Haus- und Feldgrenzen zusammensetzt, so legt man möglichst 
nahe dabei auf günstigem Boden die Abseissenlinie AB fest und 
projiziert darauf rechtwinkelig sämtliche Brechungspunkte 1 bis 5. 
Die Abseissen Al’... A5’ werden nun gleichzeitig mit der Länge AB 
aufgemessen, die Ordinaten ebenfalls, und in der Reihenfolge, in 
welcher man auf ihre Fufspunkte trifft. Eine zweite Messung von 
B nach A zurück kontrolliert die ganze Länge der Basis ohne Details. 

Als Kontrollpunkte sind in der Figur die Schnitte a,b,e,d,e einiger 
aufzunehmenden Geraden mit der Abseissenachse eingetragen. Sie 
werden abgesteckt, ihre Absceissen und aufserdem die Längen a2, 
2b, 4c.... gemessen. Endlich verfehle man nicht, wenn es irgend 
angeht, zur Kontrolle auch die Seitenlängen 1,2; 2,3; 3,4.... direkt 
zu messen. 

Das Gemessene verzeichnet man in einem sauberen Handrifs, von 
welchem Fig. 99 (a. f. 5.) ein Beispiel giebt. Die Abscissen und Ordi- 
naten werden quer zu den Linien beigeschrieben, der Fufs der Zif- 
fern dem Ausgangspunkte der Messung zugekehrt, sonstige Längen- 
zahlen entlang den Linien, zu denen sie gehören, wenn auf ihnen 
nicht ebenfalls durchlaufende Messungen stattgefunden haben. Die 
Endzahlen solcher Messungen werden einmal, und wenn sie sich auf 
Abseissenlinien beziehen, doppelt unterstrichen. Bei der Längen- 
messung sind die aufzunehmenden Punkte, soweit sie nicht schon 
durch natürliche Signale, wie Haus- und Mauerkänten, Grenzsteine, 
scharf bezeichnet sind, durch Pflöckcehen ausgesteckt, deren fort- 
laufende Nummern auch im Handrifs einzutragen sind. Aufserdem 
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werden die Punkte beim Projizieren auf die Abseissenachse der Reihe 
nach durch einen Visierstab sichtbar gemacht. 

Zur Projektion von Punkten auf die Abseissenachse bedient 
man sich bei kurzen Ordinaten des Augenmalses, bei längeren der 
im folgenden Kapitel beschriebenen Instrumente; und zwar der 
letzteren immer, wenn die Ordinatenlänge 10m überschreitet, aber 
auch schon bei Längen von mehr als 5m, wenn es sich um die Lage 
von Grenzsteinen, Gebäude- oder Parzellenecken oder von anderen 
scharf ausgeprägten Punkten handelt. Ordinaten von mehr als 40m 


Fig. 99. 


sollen durch eine Hypotenusenmessung, eine zweite Projektion auf 
die Abseissenachse oder dergleichen geprüft werden. Es ist dies 
hauptsächlich zur Kontrolle der Abseissenunterschiede erforderlich, 
da eine geringe Neigung der Ordinaten gegen die Normale auf die 


Länge jener nur wenig einwirkt. Deshalb ist eine Hypotenuse zur 


Fig. 100. 


Kontrolle um so mehr geeignet, je näher sie der Abseissenachse 
parallel läuft. Vergl. Anweisung VIII für das Verfahren bei Erneue- 
rung der Karten und Bücher des preufsischen Grundsteuerkatasters, 
Berlin 1882, $. 81. 

Koordinatenaufnahme im Zusammenhange. Da hier die Anwendung 
des Theodolits nicht vorausgesetzt wird, so mufs ein anderes Mittel 
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erwähnt werden, um die Koordinatenaufnahmen, welche auf ver- 
schiedene Abseissenlinien bezogen sind, miteinander zu verbinden. 
Man überzieht (Fig. 100) die aufzunehmende Gegend mit einem Netze 
von Dreiecken, deren Seiten AB, BC... gemessen werden und wo- 
möglich selbst als Abscissenlinien dienen können. Aus den ge- 
messenen Seiten lassen sich dann sowohl die Dreiecke auf dem Papier 
in verjüngtem Mafsstabe konstruieren, als auch ihr Inhalt berechnen. 

In der Regel reichen die Dreiecksseiten als Abseissenlinien nicht 
aus. Man legt daher noch sogenannte Bindelinien in das Netz, 
deren Schnitt mit den Dreiecksseiten oder deren Verlängerung ein- 
gemessen wird (DG; 12; 3,4; 5,6....). Auch ihre eigene Länge 
wird bestinimt. Die Bindelinien lassen sich wieder untereinander 
verbinden etc. 

Auf die so geschaffenen Abseissenlinien wird nun das Detail 
mittels Ordinaten bezogen, dabei soviel Kontrollen wie möglich ge- 
schaffen, teils indem man einzelne Punkte, besonders in der Nähe 
der Eckpunkte des Netzes, auf mehrere Abseissenlinien projiziert, 
teils indem vorkommende Gerade in der Situation, wenn erforderlich, 
bis zur nächsten Abseissenlinie verlängert und die Schnitte einge- 
messen werden. Diese letztere Art das Detail festzulegen ist, wie 
leicht einzusehen, oft weit schärfer und selbst bequemer als die 
Koordinatenaufnahme. Deshalb ist der allgemeinere Name Messungs- 
linien für die Geraden des vorbeschriebenen Liniennetzes die bessere 
und eine jetzt sehr gebräuchliche Bezeichnung. 

Über die Führung des Manuals wurde das Erforderliche zuvor 
gesagt. 


$. 109. 


Ausgleichung von Längenmessungen. Allgemeiner betrach- 
tet setzt sich der Längenmessungsfehler @ aus dem nmal wieder- 
holten regelmäfsigen Fehlern der einzelnen Lage des Mefswerkzeugs, 
den zufälligen Fehlern & bei jeder der n Lagen und den zufälligen 
Fehlern y und Ò beim ersten und letzten Anlegen zusammen, wobei 
Ò auch den Abrundungsbetrag bei der Ablesung der Unterteilung 
am Endpunkte, d. h. in der n + lten Lage des Mefsgerätes enthalten 
wird. Daher: 


p =n) t ati te + +Yy+ PS, 
woraus wir den mittleren Fehler u der Längenmessung nach (14) 
des §. 81 erhalten: 


p= niu? +H nyu? +p, 
wenn uf der mittlere Betrag von Ņ?, u? der mittlere Betrag von &;? 
und u. dasfelbe von (y + ò)? ist. Sei k die Länge des Melsgerätes, 
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l diejenige der gemessenen Linie, so dafs sehr nahe n = l : k, so 
wird: 


ge uy 
Beer + lT + uè. 
Wenn wir dafür setzen : 

u? Er 12 u? + Iu,: + Kun j g i 3 ý ? (6) 
so bemerkt man leicht, dafs in dieser allgemeinen Formel für das 
Quadrat des mittleren Längenmessungsfehlers u, und u, die auf die 
Mafseinheit reduzierten mittleren regelmäfsigen und zufälligen Feh- 
ler, «,, der mittlere Anschlufsfehler ist. In bezug auf den regel- 
mälsigen Fehler ist hierbei nur angenommen, dafs derselbe in einer 
und derselben gemessenen Strecke einerlei Vorzeichen bewahre, 
während er beim Vergleich der Messungen verschiedener Strecken, 
oder nach verschiedenen Richtungen auf einer und derselben Strecke, 
dadurch den Charakter zufälliger Fehler annehmen könnte, dafs er 
sein Vorzeichen wechselt; wie z. B. durch unbemerktes Abwärts- 
gleiten der Mefswerkzeuge auf geneigtem Terrain. Es genügt offen- 
bar ein verhältnismäfsig kleiner Wert von u,, um dem ersten Gliede in 
(6) über die anderen ein starkes Übergewicht zu geben, und es ist 
daher sehr notwendig, die regelmäfsigen Fehler bei Längenmessun- 
gen sorgfältig zu vermeiden oder wenigstens zu eliminieren. Durch 
doppeltes Messen einer Strecke hin und zurück und Bilden des 
arithmetischen Mittels der Ergebnisse wird wenigstens derjenige 
Teil des regelmäfsigen Fehlers eliminiert, dessen Vorzeichen von 
der Richtung der Messung abhängt. 

Häufig wird eine Strecke, z. B. die Abseissenlinie einer Koor- 
dinatenaufnahme, nur das eine Mal ohne Unterbrechung, das andere 
Mal bruchstückweise durchmessen. Es sei sọ die Länge der ganzen 
Strecke, Sı 53° **-s„ diejenige der Bruchstücke, so muls 

S =a tat tm 
werden. Die Messung ergebe statt dessen loli lz +++ ln und 

v=htrbk+... +. — 
während zugleich gelte: 

=h u hi Kr lə + A; + Fer? + In FH An — (lo “fr ko). 
Dann folgt: 

=urAi +, + + u—h.. i T) 
Der Messungswiderspruch w soll nach der Methode der kleinsten 
Quadrate ausgeglichen werden. Wenn wir nun annehmen dürfen, 
dafs durch die Ausgleichung die regelmälsigen Fehler der Messung 
eliminiert werden, dafs ferner das dritte Glied in (6) gegenüber dem 
zweiten verschwinde, so, wird der mittlere Messungsfehler u der ein- 
zelnen Strecken ! nur noch von dem letztgenannten Gliede abhängen 
und zwar: 

u? = l u, 
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Die Gewichte g der Strecken ! sind umgekehrt proportional den u?, 
also auch verkehrt proportional den Längen l. Die Methode der 
kleinsten Quadrate erfordert dann, dafs: 


7] EIN o er 15 a NO) 


werde. Daraus folgen Korrelatengleichungen von der Form: 


Te 
und die Normalgleichung: 
Deut +, Fang Ei Dıeen tt. 


In l haben sämtliche Strecken das positive Vorzeichen. Es folgt 


k = — w: 1 und durch Einsetzen in die Korrelatengleichungen: 
— w — w — 
A = I; Ao E7 elhe A — : l; 
l l l 
w 
b = + zy lb. 


D. h. man verteile unter den beiden vorstehenden Voraussetzungen 
den Widerspruch der Messungen proportional den beteiligten Strecken; 
vergl.$.101. Man sieht leicht ein, dafs diese Ausgleichung auch den 
regelmäfsigen Fehler richtig verteilt, soweit er mit der Richtung der 
Messung zugleich sein Vorzeichen gewechselt hat. Der anderweitige 
Rest dieses Fehlers ist überhaupt durch mehrfache Messung der- 
selben Strecke mit denselben Werkzeugen nicht erkennbar. 

Auf ähnliche Weise kann man vorgehen, wenn aufser der stück- 
weisen Messung h + l + + + In = S der ganzen Strecke noch 
die Messungen I, lọ' l” derselben gegeben sind. Die Ausgleichung 
hat die Bedingungsgleichungen zu erfüllen: 


=wm tht+htre + ul 

0 = w +h Hite H An m 4 

0 = w, + h Hirt e H An m Ao, 
worin w, = S — b; Ww = S — lo; w, = S — Vo und die 
übrigen Bezeichnungen leicht verständlich sind. Man überzeugt 
sich jedoch alsbald, dafs man dasfelbe Ziel erreicht, wenn man das 
arithmetische Mittel M der Gröfsen S I, l'o Wo bildet, nötigenfalls 
mit Berücksichtigung der ungleichen Gewichte dieser Messungen, 
dann aber die Differenz M — S auf die Teilstrecken /, bis lp pro- 
portional ihrer Länge verteilt. — Stets empfiehlt sich eine gerade 
Anzahl von Messungen, welche paarweise hinwärts und herwärts 
ausgeführt und auch paarweise von gleichem Gewicht sind. 
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Der Winkelspiegel. Dasjenige Werkzeug, welches gegen- 
wärtig wohl am häufigsten zum Abstecken rechter Winkel benutzt 
wird, ist der Winkelspiegel, eine Zusammenstellung zweier Spiegel, 
deren spiegelnde Ebenen einander zugekehrt sind und sich unter 
45° schneiden. 

In Fig. 101 seien CM und ON zwei solche Spiegelebenen, 
welche sich in einer Linie C normal zur Bildfläche unter dem Win- 


Fig. 101. 


kel 9 schneiden. Von einer Linie D || C falle Licht auf ON. Da- 
durch entsteht zunächst hinter ON ein (leicht konstruierbares) 
Spiegelbild D’ von D, welches seinerseits, samt diesem Spiegel, wie- 
der Objekt ist für den Spiegel CM. So erzeugen sich hinter COM 
die Spiegelbilder CN’ und D”. 
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Ein Auge in A bekommt Licht von D” in der Ebene D"A. 
Wollen wir den Weg aufsuchen, den dies Licht nahm, ehe es die 
Richtung zum Auge erhielt, so verbinden wir E mit D’ und F mit 
D und erhalten damit die Horizontalprojektion der Ebenen DF, 
F E, EA, welche von den Lichtstrahlen wirklich durchlaufen werden. 

Es giebt noch eine kürzere Konstruktion: man zieht DF so, 
dafs sie mit D” A den X P —= 29 bildet. Bedenkt man nämlich, 
dafs nach dem Gesetz der Spiegelung y = y' = 4” und ọ = ọ' 
sein muls, so folgt: 

9=2p, 
denn durch Drehung von CN um 2 würden FD und F' D" zur 
Deckung gebracht. Diese Thatsache besteht unabhängig von der 
Lage des Auges, weshalb der Satz gilt: 

Lichtstrahlen, welche, in einer Ebene liegend, von einer Geraden 
parallel zur Durchschnittslinie zweier Planspiegel auf einen derselben 
fallen, können von dem zweiten nur so reflektiert werden, dafs die 
Ebene der einfallenden und die der doppelt reflektierten Strahlen 
sich unter einem Winkel schneiden, welcher der doppelten Neigung 
der Spiegel gegeneinander gleichkommt*). Die Durchschnittslinie 
der Strahlenebenen ist der Durchschnittslinie der Spiegel parallel **). 

Hält man die Durchschnittslinie C einer solchen Spiegelver- 
bindung lotrecht, so lassen sich damit Horizontalwinkel von der 
Gröfse ® abstecken, indem das Auge auf das zweite Spiegelbild D” 
eines lotrechten Stabes D einen zweiten lotrechten Stab B deckt. 
Ist dabei der Scheitelpunkt _S gegeben, so muls B in die Richtung 
AD" eingewinkt werden (indem das Auge über oder unter dem 
Spiegel CM wegsieht). Sind dagegen nur D und B gegeben, so 
muls das Instrument verschoben werden, bis B und D” sich decken; 
der Ort der Scheitelpunkte S ist dann ein Kreis, dessen Peripherie- 
winkel über der Sehne DB gleich ® sind. Ist endlich als zweiter 
geometrischer Ort für den Scheitel eine Gerade DF gegeben, so 
wird dieselbe am besten durch einen zweiten Stab @ bezeichnet; so- 
lange die Spiegelbilder D” und G” sich decken, liegt S in der Ge- 
raden DG, in welcher man das Instrument verschiebt, bis auch B 
gedeckt wird. 

Bei allen diesen Absteckungen erkennt man die lotrechte Lage 


*) Auch aus den Dreiecken EFS und EFU zu beweisen, wenn EU 
und FU die Einfallslote des Strahles EF sind: 


B=AE+AF 
p =h (X E + X F) 


als Ausfenwinkel der genannten Dreiecke. Daher P = 2 g. 


Ii 


**) Bei einmaliger Spiegelung erscheint in dem Bilde Rechts und Links 
vertauscht, folglich bei zweimaliger nicht u. s. w. 
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der Schnittlinie C daran, dafs ein lotrechter Stab und das zweite 
Spiegelbild eines anderen sich decken. Denn werde C schief 
gehalten und seien in 
Fig. 101 Dd und Bb die 
Projektionen lotrechter 
Stäbe, so erscheint das 
Spiegelbild D’d’ von Då 
| \ um ® gegen Dd gedreht, 
| W aber parallel und gleich- 
gerichtet mit Bb nur dann, 
wenn Dd=Bb=0,d.h. 
wenn C lotrecht ist. So- 
lange C nur lotrecht bleibt, 
kann nach obigem Satze 
das Instrument vor dem 
Auge A gedreht werden, 
ohne dafs die Richtung 
AD" sich ändert, eine 


Fig. 102. 


Ill) 


> i 
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Eigenschaft, welche die Anwendung des Instrumentes in der freien 
Hand ermöglicht. 

Der Winkelspiegel, bei welchem ® = 90 und darum p — 45° 
werden soll, erhält am zweckmäfsigsten die Form, welche ihm Clouth 
gegeben hat und die aus Fig. 102 ersichtlich ist. Die geschliffenen 
Spiegel werden in die beiden Schenkel einer starken Metallfeder 
eingelassen und, gegen das Eindringen von Feuchtigkeit hinter den 
Beleg, gut verkittet. Eine Korrekturschraube spannt die Feder und 
vermag dadurch den Spiegelflächen diejenige Stellung zu geben, bei 
welcher ihr Kantenwinkel 45° beträgt. Dafs die Schnittlinie der 
Spiegelflächen den aufrechten Kanten der Spiegel parallel sei, ist 
offenbar nicht erforderlich, andere Korrekturschrauben sind also über- 
flüssig. Dagegen mufs darauf geachtet werden, dafs Kopf und Mut- 
ter der Justierschraube auf nahezu parallelen Metallflächen aufsitzen, 
weil sonst die Justierung nicht von Dauer sein wird. 

Will man beim Gebrauch des Winkelspiegels die Lotrecht- 
stellung der Schnittlinie der Spiegelflächen unabhängig erhalten von 
der Lotrechtstellung der Visierstäbe, so befestige man ihn an einen 
Stab mit schwerer Zwinge, welcher beim Abstecken über dem Schwer- 
punkte zu fassen und schwebend zu erhalten ist, und bei dessen Ruhe- 
lage jene Schnittlinie lotrecht stehen soll. Auch diese Bedingung 
wird leicht ohne Zugabe neuer Korrekturschrauben durch die Art 
der Befestigung selbst mit hinreichender Genauigkeit erfüllt. Bei 
älteren Winkelspiegeln sind zu dem gleichen Zwecke die beiden 
Spiegel durch je vier Stellschräubchen um eine horizontale Achse 
drehbar. 

Der Stab, oder an seiner Stelle ein Senkel, hat den Winkel- 
scheitel S auf den Boden zu übertragen. Da aber dieser Scheitel, 
je nach der Stellung des Instruments, seinen Ort in bezug auf die 
Spiegel ändert, so begnügt man sich, dem Stab oder Lot eine mitt- 
lere Stellung anzuweisen, in welcher sie immer nur um ein Geringes 
von dem wahren Scheitelpunkte entfernt bleiben. Man findet die 
Umrisse der Fläche, welche alle möglichen Orte des Winkelscheitels 
enthält, indem man die Grenzlagen betrachtet, welche die Visur nach 
dem doppelt gespiegelten Stabbilde annehmen kann, und zu jeder 
Lage den Scheitelpunkt konstruiert. Bei einer beliebig gegebenen 
Lage AD" der Visur (Fig. 101) erfolgt diese Konstruktion, indem 
man CF = CF’ macht und von F ein Lot auf AD" fällt, dessen 
Fufspunkt der gesuchte Scheitel ist. 

In soleher Weise ist die schraffierte Fläche der Fig. 103 ge- 
funden worden, unter der Voraussetzung, dafs die Diagonalen des 
Vierecks ABCD, welches durch den Grundrifs der Spiegel fest- 
gelegt wird, sich rechtwinkelig schneiden. Die gröfsere schraffierte 
Fläche ASDT enthält die Winkelscheitel in allen Fällen, wo weder 
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die Richtung der einfallenden noch die der Visierstrahlen auf die 
Rückseite eines Spiegels trifft, und nur diese Fälle kommen bei der 
Anwendung des Winkelspiegels in Betracht. Eine mittlere Lage 
des Winkelscheitels dürfte demnach in der Halbierungslinie des 
Winkels @ und etwas aufserhalb der Verbindungslinie AD zu 
suchen sein. 

Die Grenzlinien der schraffierten Flächen sind, wie man leicht 
findet, Kreise, deren Mittelpunkte zur Übersicht in der Figur durch 
Sterne bezeichnet sind. Man suche z. B. das doppelt gespiegelte 
Bild D” des Punktes D auf und man hat DD” als Durchmesser des 
Halbkreises DSD” konstruiert. Denn alle von D ausgehenden Seh- 
strahlen werden nach doppelter Reflexion von D” auszugehen schei- 
nen und erstere normal schneiden, und umgekehrt. — Ähnlich 
verhalten sich D und D’ als Strahleneentren von direkt einfallenden 


N > | | | 
E ya SET Be 
v v 


und zweimal reflektierten Strahlen und DD’ als Durchmesser des 
Kreises FDTD’. Ebenso leicht überzeugt man sich, dafs man den 
Winkelspiegel vor dem Auge um 45°, nämlich um den Winkel AED 
drehen darf, ohne dafs der doppelt gespiegelte Lichtstrahl dem Auge 
entzogen wird oder der Scheitelpunkt des rechten Winkels aus der 
grölseren schraffierten Fläche herausfällt. Wir sagen darum, der 
Spielraum der Drehung des Winkelspiegels vor dem Auge betrage 45°. 
Er wird aber 90°, nämlich dem Æ% @F’H gleich, wenn man noch 
die Fälle berücksichtigt, wo der Scheitelpunkt innerhalb der kleineren 
schraffierten Felder trifft. (Das hier Gesagte zu beweisen, ist es 
zweckmälfsig, aufser den Spiegelbildern der Spiegel, zu den Punk- 
ten ABCD die Durchmesser derjenigen Kreise zu ziehen, welche 
diese Punkte treffen, und die Peripheriewinkel über den Durch- 
messern der Betrachtung zu unterwerfen.) 
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Da der Spielraum der Drehung von den Dimensionen des Winkel- 
spiegels nicht abhängt, so kann es zweckmäflsig erscheinen, dieselben 
möglichst klein zu wählen und damit auch die schraffierte Fläche der 
Fig. 103 möglichst einzuengen. Dem steht jedoch entgegen, dafs 
dadurch das Gesichtsfeld unter Umständen zu sehr beschränkt würde. 
Wir verstehen darunter den Winkel, den der Augenpunkt mit den 
seitlichen Kanten des gespiegelten Spiegels 0’ D’ bildet, hinter wel- 
chem wie durch ein Fenster das doppelt gespiegelte Signal und 
dessen Umgebung sichtbar wird. Das Gesichtsfeld beträgt 45° 
(Maximum), wenn das Auge sich in A, halb soviel, wenn es sich in 
D befindet, und nimmt mit dem Abstande des Auges vom Instrumente 
ab. Bei gleichem Abstande des Auges vom Instrumente wird daher 
derjenige Winkelspiegel das gröfsere Gesichtsfeld gewähren, welcher 
die gröfseren Dimensionen hat. Ein grofses Gesichtsfeld erleichtert 
ohne Frage das Aufsuchen des doppelt gespiegelten Stabbildes. 

Prüfung des Winkelspiegels. Dafs die Spiegelflächen eben ge- 
schlifen sind, erkennt man, wenn die Spiegelbilder gerader Linien 
unverzerrt erscheinen. 

Ob die Spiegelebenen sich unter 45° schneiden, wird in folgen- 
der Weise untersucht: Man steckt eine gerade Linie (Fig. 104) 
auf dem Felde durch vier Punkte ab und einen fünften Punkt aufser- 
halb der Geraden, etwa deren Mitte gegenüber. Den Punkt 5 
projiziert man in früher beschriebener Weise mittels des Winkel- 
spiegels einmal auf die linke, dann auf die rechte Hälfte der Ge- 
raden. Fallen die Projektionen zusammen, so ist 2 ® ein rechter, 
andernfalls stumpf (wie in unserer Figur) oder spitz, und demnach 
der Winkel der Spiegelebenen mit hilfe der Korrekturschraube ent- 
sprechend zu verkleinern oder zu vergröfsern. In besonderen Fällen 
ist die’ Untersuchung des Winkelspiegels mittels eines Theodolits 
(Kapitel XI) vorzuziehen. Der Winkelspiegel wird, mit lotrechter 
Schnittlinie der Spiegelebenen, dicht vor dem Fernrohr des Theo- 
dolits aufgestellt, so dafs ein Signal von bekannter und ziemlich 
grofser Entfernung sich darin doppelt spiegelt und im Gesichtsfelde 
erscheint. Die Visierebene des Fernrohrs, nacheinander auf das 
Signsl und sein Spiegelbild gerichtet, beschreibt den Horizontal- 
winkel ®, vermindert um Ô, den parallattischen Winkel, welchen die 
direkte und die indirekte, nämlich vom Winkelspiegel ausgehende 
Visur nach dem Signal einschliefsen. Da ® nahezu 90°, so berechnet 
sich sinò sehr einfach aus dem Abstande des Theodolits vom Winkel- 
spiegel und vom Signal. Diese Prüfungsweise empfiehlt sich be- 
sonders bei Winkelprismen ($. 111). 

An Winkelspiegeln mit Pendelstab hat man aufserdem zu unter- 
suchen, ob bei frei schwebendem Stab die Schnittlinie der Spiegel- 
ebenen lotrecht steht, was man daraus erkennt, dafs alsdann das 

Vogler, Praktische Geometrie, 20 
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doppelt gespiegelte Bild einer Lotlinie sich auf eine andere Lotlinie 
decken läfst. Eine etwa gefundene Abweichung läfst sich ebenso- 
wohl durch dauernde Schwerpunktsverlegung als durch die an 
älteren Instrumenten befindlichen Korrekturschrauben beseitigen. 


$. 111. 


Das dreiseitige Winkelprisma. Glasprismen können den 
Winkelspiegel mit Vorteil ersetzen, da sie, wenn einmal richtig ge- 
schliffen, keiner Korrektur mehr bedürfen. 

Wir denken uns in Fig. 105 durch das Auge eine Ebene nor- 
mal zu den parallelen Kanten eines dreiseitigen Prismas ABC 


“ Fig. 105. 


gelegt. Von einem Punkte M der Seite AC aus wird der Blick, 
ins Innere dringend, auf die Fläche B C treffen und, da diese teil- 
weise als Spiegel wirkt, zunächst ein Spiegelbild A'B C des Prismas 
selber sehen, so als ob der Querschnitt des Prismas zu der Figur 
ABAC ergänzt wäre. Da auch A C einen Teil des Lichtes, welches 
sie erhält, reflektiert, so wird das Auge, wenn es über A’ hinausblickt, 
auch hinter A’ C ein Spiegelbild A’ B’ O des Prismas zu sehen meinen. 
Alle Lichtstrahlen, welche durch BA ins Prisma eindringen, werden 
demnach auf ein Auge in M treffen: 


1) entweder direkt, und von Gegenständen hinter AB zu kom- 
men scheinen, oder 
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2) nach einmaliger Spiegelung, und nun von Objekten hinter 
BA' oder 


3) nach doppelter Reflexion, und in diesem Falle von Objekten 
hinter A'B’ auszugehen scheinen. 


Beim Eintritt durch AB und beim Austritt aus dem Prisma 
durch A C wird das Licht gebrochen und dabei in seine Bestandteile 
zerlegt. Soll gleichwohl ein Gegenstand durch das Prisma ungefärbt 
gesehen werden, so müssen beim Austritt die Farbenstrahlen einan- 
der wieder parallel laufen, sowie es beim Durchgang des Lichtes 
- durch planparallele Glasplatten der Fall ist. Dazu gehört aber nur, 
dafs die Winkel, welche die Lichtstrahlen beim Ein- und Austritt 
mit dem Einfallslot bilden, einander gleich werden, und wie man 
mit hilfe der Figur leicht erkennt, ist dies bei ein- oder zweimal 
reflektiertem Licht der Fall, wenn das erste oder zweite Spiegelbild 
der Eintrittsfläche parallel der Austrittsfläche liegt, in welchen Fällen 
man daher den Gegenstand wie durch ein Planparallelglas zu sehen 
glaubt. 

Farblose Bilder liefert demnach ein dreiseitiges Prisma ABC: 


a) nach einmaliger Reflexion der Lichtstrahlen, im Falle Winkel 
A'BC=ACB, d.h. im Falle BC Basis eines gleichschenkeligen 
Dreiecks ist. Alsdann bilden die ein- und ausgehenden Strahlen 
gleiche Winkel mit dem Lot auf die Spiegelfläche BC und das 
Prisma wirkt ähnlich wie ein Planspiegel. 


b) nach zweimaliger Reflexion der Lichtstrahlen, im Falle Winkel 
B' A' O= A CA', d. h. im Falle in dem Prisma ABC Winkel A—=2 C 
ist. Dann sind die ein- und ausgehenden Strahlen um gleiche Win- 
kel gegen die Lote der Ein- und Austrittsfläche abgelenkt und, wie 
aus der Lage von A’B’ gegen AB folgt, nach derselben Seite hin, 
so dals sie unter sich immer denselben Winkel 180 — A einschliefsen 
wie die Lote. Das Prisma wirkt nun wie ein Spiegelpaar, das den 
X C einschliefst*). 

Ein Prisma von rechtwinkelig-gleichschenkeligem Querschnitt 
erfüllt beide Forderungen a) und b) und kann darum sowohl einen 
Planspiegel als auch, weil aufserdem A = 90, einen Winkelspiegel 
vertreten. An dieser Stelle ist das Prisma nur wegen letzterer, von 
v.Bauernfeind bemerkten und verwerteten Eigenschaft wichtig, der 
es den Namen Winkelprisma verdankt. Man erkennt sogleich, dafs das 
einmal gespiegelte Bild eines Gegenstandes von dem doppelt gespiegel- 
ten nicht blofs durch die scheinbare Lage der Eintrittsflächen (A'B 


*) Dafs hier der einmal und der zweimal reflektierte Strahl in gemein- 
samen Punkten N und M ein- und austreten, ist ein Spezialfall, welcher zur 
Vereinfachung der Figur gewählt ward. 


20* 
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und A' B') unterschieden werden kann, sondern auch durch die fast 
vollkommene Ruhe des letzteren, während das Prisma um die Kante C 
gedreht wird. Denn gemäfs der Figur erscheint dem Auge das 
Objekt nach der doppelten Spiegelung so, als ob es um die Kante C 
um 90° gedreht worden sei und durch eine planparallele Glasplatte 
ABPB'O von der Dicke AB 
betrachtet werde. Und zwar 
gilt diese Bemerkung, wie 
man leicht erkennt, von 
allen Sehstrahlen zum Ob- 
jekt, nicht nur von denen, 
welche in einer Querschnitts- 
ebene bleiben. 

Hält man demnach 
die Kante C lotrecht und 
bringt, teilweise über das 
Prisma wegsehend, das 
zweite Spiegelbild eines lot- 
rechten Stabes l, Fig. 106 
mit einem anderen direkt ge- 
sehenen lotrechten Stabe SS 
zur Deckung, so bildet die 
Visierrichtung den einen 
Schenkel eines Horizontal- 
winkels von 90°, dessen zweiter Schenkel durch den Stab geht, den 
man gespiegelt sieht, und dessen Scheitelpunkt bei dem Prisma 
zu suchen ist. Mit dem Vorbehalt, den Ort dieses Scheitelpunktes 
streng zu umgrenzen, sei einstweilen bemerkt, dafs derselbe bei den 

Fig. 107. gewöhnlichen Dimen- 
sionen eines Winkel- 
prismas praktisch hin- 
reichend genau in des- 
sen Schwerpunkt ange- 
nommen werden kann, 
woselbst ein Griff an- 
gebracht zu werden 
pflegt, mit oder ohne 

H Haken oder Loch zum 
AP Aufhängen eines Lotes. 
D Wie bei dem Win- 

kelspiegel, erkennt man 

die Lotrechtstellung der Kante C eben dadurch, dafs das Spiegelbild 
eines lotrechten Stabes auf einen zweiten lotrechten Stab gedeckt, 
d. h. diesen zu verlängern scheint. Will man die Kante C lotrecht 


Fig. 106. 
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stellen, unabhängig von der Lotrechtstellung der Visierstäbe, so 
bedarf es dazu eines Stockes mit schwerer Zwinge, an welchen das 
Prisma befestigt wird. 

Prüfung und Gebrauch des Winkelprismas kann wie beim 
Winkelspiegel erfolgen. Indessen weist eine Eigentümlichkeit des 
Prismas auf einen erweiterten Gebrauch hin. Kehrt man nämlich 
die Kante A gegen das Gesicht (Fig. 106), so bemerkt das Auge 
bei B und bei C gespiegelte Glasflächen, durch welche es wie durch 
Fenster doppelt gespiegelte äufsere Gegenstände an ihrer Unbeweg- 
lichkeit bei zufälligen Drehungen des Prismas erkennt. Ist nun das 
Prisma in die Gerade zwischen zwei Stäben L (links) und R (rechts) 
eingeschaltet und der Blick normal zu dieser Geraden gerichtet, so 
gewahrt er bei einer geringen Parallelverschiebung des Auges 
abwechselnd das Bild ? von L und r von R und vermag einen Stab 
S auf l oder r einauwinken, was praktisch fast auf dasfelbe hinaus- 
läuft. Ist umgekehrt aufser L und R (Fig. 107) ein Stab S aufser- 
halb LR gegeben und wird der Fufspunkt des Lotes von S auf LR 
gesucht, so ist derselbe gefunden, wenn l auf $ und nach einer 
geringen Parallelverschiebung des Prismas auch r auf S gedeckt 
erscheint. Der gemeinsame Scheitelpunkt der rechten Winkel LPS 
und SPR kann auf den Boden hinabgelotet und daselbst bezeichnet 
werden. 

Zum Abstecken von Koordinaten auf dem Felde genügt es 
daher, wenn am Fufspunkte der Ordinaten immer nur zwei Stäbe 
der Abseissenlinie sichtbar sind, einerlei ob auf derselben oder auf 
verschiedenen Seiten des Prismas; doch reicht im ersten Falle eine 
Visur aus, den Fufspunkt zu bestimmen, im andern Falle sind zwei 
Visuren miteinander zu vergleichen, und dazwischen eine geringe 
Parallelverschiebung des Prismas auszuführen. 


Anmerkung. Auch ein Winkelspiegel kann in dieser Weise gebraucht 
werden, aber weniger bequem, und nur mittels einer Parallelverschiebung 
und Drehung zwischen den Visuren. 3 


$. 112. 


Prismenkreuz und mehrseitige Winkelprismen. Denkt man 
sich zwei Prismen so übereinandergelegt, wie die Figuren 106 und 107 
es andeuten, so kann man, in beide Prismen blickend, die Spiegel- 
bilder des linken und rechten Stabes gleichzeitig sehen, zum Beweise 
dafs das Prisma in die Gerade LR eingeschaltet ist; sodann aber, 
über das Instrument wegblickend, jene Spiegelbilder auf einen Stab 
S aufserhalb der Linie decken und so durch die Prismen den Fuls- 
punkt der Ordinate SP fixieren. Eine Verschiebung des Instruments 
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vor dem Auge wird dadurch unnötig. Vorausgesetzt wird Paral- 
lelismus der Querschnitte beider Prismen, eine Bedingung, welche 
durch den Mechanikus leicht ein- für allemal in genügender Weise 


Fig. 108. 


Fig. 110. 
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erfüllt werden kann. Dafs sie erfüllt sei erkennt man, wenn die 
Spiegelbilder zweier Parallellinien, zwischen welche das Instrument 
eingeschaltet wurde, auf eine dritte Parallellinie (drei feine Lot- 
fäden) gleichzeitig gedeckt erscheinen. Dies folgt aus der auf S. 308 
hervorgehobenen Weise, wie das Auge jene Objekte nach der 
doppelten Spiegelung in Winkelprismen sieht. 

Den richtigen Schliff beider Prismen prüft man summarisch, 
indem man das Instrument von zwei Seiten her in eine Gerade 
(Fig. 108) einschaltet und zusieht, ob der gemeinsame Scheitelpunkt 
der rechten Winkel beidemale auf dieselbe Stelle fällt. Aufserdem 
wird man sich von dem richtigen Schliff jedes einzelnen Prismas 
überzeugen, wie es in $. 110 schon angegeben ward. 

In Bauernfeinds Prismenkreuz (neuere Form) liegen zwei 
Prismen so wie in Fig. 109 mit parallelen Querschnitten überein- 
ander. Der Gebrauch ist nach dem vorigen und mit hilfe der 
Figur sofort erkennbar. Zum Einschalten in eine Gerade bedarf 
es beim Prismenkreuz keines seitlich gelegenen Objektes. 

Vier- und fünfseitige Winkelprismen. Fig. 110 und 111 stellen 
zwei Winkelprismen dar, welche bestimmt sind, das erste Winkel 
von 90 und 180° abzustecken, das zweite solche von 45, 90 und 
180°. 

Jenes kann wie ein Prismenkreuz gebraucht werden, dieses 
aufserdem noch dienen, um Punkte aufserhalb der Abseissenlinie 
unter 45° auf dieselbe zu projizieren, die Ordinaten der Punkte 
somit auf die Abscissenachse umzulegen und daselbst gleichzeitig 
mit den Abseissen zu messen. Allerdings wird eine solche indirekte 
Messung der Ordinaten weniger genau als die direkte. Die Mög- 
lichkeit, je ein Prisma für die genannten zwei und selbst drei Winkel 
einzurichten, hat v. Bauernfeind erkannt und an ausgeführten 
Beispielen geprüft. Die günstigsten Formen solcher Prismen sind 
von dem Verfasser bestimmt worden. Folgendes sind die Dimensio- 
nen der günstigsten Querschnitte, wenn AB = a gesetzt wird: 


Fig. 111. 


BO: u.a. SEO Eh AED EM 
BC=(CD=aV2 AD=22222a Č = 1350 
A= B— 90 CD = a V2 D = 450 
= 1350 AE =! BC H = 1121, 


AH = 0,253la E= H + D. 


Die Doppellinien der Figuren deuten die Stellen an für Spiegelbeleg, 
um den Austritt von Lichtstrahlen aus dem Prisma zu verhindern. 
Näheres giebt ein Aufsatz des Verfassers im Civilingenieur, 1876, 
XXII. Bd. 3. und 4. Heft, dessen Resultate auch im folgenden 
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Paragraphen teilweise benutzt sind. Das vorliegende Kapitel, im 
Jahre darauf niedergeschrieben, kann als eine Ergänzung jenes Auf- 
satzes gelten. 

Fig. 105. 


Pan E 
E FA 
x Kr | / 


Die Art des Gebrauchs 


iv. 112 n K 
rie rki der Prismen ist aus den 
d S Figuren ersichtlich. 
| §. 113. 


(æ) 


Gesichtsfeld, Spiel- 
raum der Drehung, Lage 
des Winkelscheitels am 
dreiseitigen Winkel- 
prisma. Einem Auge hin- 
ter AC, Fig. 105, erschei- 
nen doppelt gespiegelte 
Gegenstände durch das 
Prisma so, als ob sie 
durch ein Planparallelglas 

À A A' B'O gesehen würden. 
Durch die Grenzen der 

Flächen A’B’ und AC wird demnach, wie durch zwei Fensterrahmen, 
die Aussicht des Auges beschränkt. Den Winkel, welchen die äufser- 


> 


<------ -MMMM 
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sten doppelt reflektierten Lichtstrahlen in der Ebene eines Prismen- 
querschnittes am Augenpunkte einschliefsen, nennen wir das Gesichts- 
feld des Auges. Von der Stellung des letzteren hängt die Gröfse 
des Gesichtsfeldes ab, denn mit dieser Stellung wechselt das Stück 
von A’B’, welches durch A C hindurch sichtbar wird. Nun erscheint 
die Fläche A’B’dem Auge wie in einem dichteren Mittel, dem Prismen- 
glas. Leuchtende Punkte senden ihre Strahlen von einem Mittel in 
das andere so aus, dafs sie, ins alte Mittel rückwärts verlängert, eine 
Rotationsfläche, die Brennfläche, tangieren, deren Achse auf der 
Trennungsebene beider Mittel normal steht, und deren Erzeugende 
Brennlinie (Diakaustik) heifst. Um zu erkennen, wie die Fläche A’B’ 
durch AC hindurch gesehen wird, suchen wir die Gleichung der 
Brennlinie eines im dichteren Mittel leuchtenden Punktes auf. 

Es bestehe zwischen beiden Mitteln das Brechungsverhältnis q 
($. 1). Läfst man vom leuchtenden Punkte A aus auf die Trennungs- 
fläche ON, deren Schnitt mit der Bildebene in Fig. 112 zugleich 
Abseissenachse sein soll, zwei einander sehr nahe liegende Strahlen 
unter den Winkeln ß und ß’ fallen, welche unter n und n’ austreten 
mögen, so hat man vorerst: 


amna ei a ee 

su ee) rn 
Zieht man im Brechungspunkte des unter ß und n ein- und aus- 
tretenden Strahles Senkrechte auf seine äufsere und innere Richtung, 
so folgt für den Schnittpunkt (x,y) der beiden ausgehenden Strahlen, 
wenn O der Koordinatenanfang und A O = a, der Abstand der 
beiden Brechungspunkte auf ON gleich Ò, aus der Figur: 

ö=aseBAß; IS—=ysaeindn .».... 0) 
wobei die kleinen Lote zwischen den Schenkeln der Winkel IP 
und 4 y als Kreisbogen betrachtet wurden. Das wird streng richtig, 
wenn /ß und 4y verschwindend klein sind. Durch Differenzieren 
von (1) ergiebt sich: 
cosndn = qeosßdP. 
Aus (3) folgt die Gleichung: 
yseendn = ase? pdb, 

welche, durch die vorige dividiert, übergeht in: 


yaın= x SEO ua ea a, Ne 
und nach Elimination von y in: 


a (1 — q?sin? PB) 


Er; q cos? P 


=the- Das] . @ 
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Nach der Figur hat man: 


BESDBEIDR EN (6) 
und daraus findet sich durch Umformungen 
OR ED eins (DF) 


Differenziert man (4) und (5*) nach ß und dividiert die Differential- 
quotienten, so wird 


dy 
ern cotn 


und damit die oben ausgesprochene Haupteigenschaft der Brenn- 
linie, dafs die äufseren Lichtstrahlen Berührende der Kurve sind, 
bestätigt. Dieselbe ist übrigens schon aus der Figur ersichtlich. 
Indem man tg? f aus (5*) bildet und in (4) einsetzt, erhält man: 


RE il a ET 
Sr“ | (q 1) z 


als Gleichung der Brennlinie. Hiernach sind die folgenden Werte 


berechnet, bei welchen q = ?/ angenommen wurde, wie es für 
Kronglas durchschnittlich gilt: 
0a yaıhn 2 —=.0,40.a y — 0,1783 a 


x — 0,05a y= 0,5256a | 2—=060a y= 0,07%4a 
x = 0,10a y = 0,4486 a 

’ ’ == , nis 12 
s= 016a y= 0,837620 | 7 ET e EE OAAS 
| 0A 
x —=0,36a y = 0,2045 a — atg 41048 y = 0,0ua 


Mit der Abscisse x — atg 41° 48' endigt die Bremnlinie in der 
Abscissenachse, denn für Strahlen, welche unter gröfseren Winkeln 
Fig. 113. auffallen, tritt nach $. 1 
Totalreflexion ein. Für v = 0 
ist die Ordinatenachse, für 
den Endpunkt aber die Ab- 
scissenachse Berührende der 
Brennlinie. 
In der Figur 113 sind 
zu den Punkten A’ und D' 
die Brennlinien gezogen, wel- 
che die Vorderfläche in A” 
und © berühren. Nur die 
Strecke A’D’ ist dem Auge 
hinter A C sichtbar und auch 
nur, solange der Augenpunkt, worunter hier der vordere Knotenpunkt 
des Auges verstanden wird, in der Strecke A” C liegt (was jedoch 
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physisch nicht möglich ist). Für jeden Augenpunkt M innerhalb 
oder aufserhalb A” C wird das Gesichtsfeld u begrenzt durch eine 
Berührende an a’ A” und durch einen Strahl nach C. Der Spielraum 
der Drehung des Prismas vor dem Auge um die Kante C, innerhalb 
dessen A’B’ überhaupt sichtbar bleibt, beträgt 90°. An den Grenzen 
dieses Spielraums verschwindet das Gesichtsfeld und etwa in der Mitte 
desfelben erreicht es seinen gröfsten Betrag. Man bekommt nämlich 
für den Abstand r des Auges von C mit Hilfe des Sinussatzes, 
sodann der Gleichung (5): 


E _&H4+ytign __ atgß 
con Ssmu sSinu 
Hieraus, wenn ß durch y ausgedrückt wird: 


sin2n 
Ve? — sinn’ 
u wird ein Maximum, wenn es die rechte Seite dieser Gleichung 
wird, was eintritt für: 
q?cos2n + sinn = 0, 
d. h. für g = 3/7, wenn n = 490 12’. Zugleich wird: 


17.9, 
— sm = 
4q $ 


sinu = 0,3824 : r. 


Man sieht, dafs bei gleichem Abstande vom Auge ein Prisma von 
gröfseren Dimensionen auch das gröfsere Gesichtsfeld gewährt, und 
dafs es vorteilhaft ist, das Auge so nahe wie möglich an das Prisma 


zu halten. Kleiner als a: V2 kann jedoch r nicht wohl werden, 
welchem Abstande ein grölstes Gesichtsfeld von etwa 33° entspricht. 

Es verdient Beachtung, dafs die erste Reflexion aller doppelt 
reflektierten Strahlen, welche aus A” C austreten, eine totale ist. Denn 
da diese Strahlen höchstens unter 41°48’ auf A”C einfallen können, 
sọ ist ihr Einfallswinkel auf A' C, dem Spiegelbild von A C, gröfser 
als 41° 48’ und die Reflexion daselbst eine totale. Spiegelbeleg 
wird daher nur auf der Hypotenusenfläche BC des Prismas, an- 
gebracht, weil dort Totalreflexion nur teilweise eintritt und weil 
ohne Beleg nur in der Nähe von C und nicht weit von der Rich- 
tung OA’ entfernt Spiegelbilder von hinreichender Lichtstärke ge- 
sehen werden könnten. 

Fig. 114 (a. f. S.) stellt den Fall vor, wo das Prisma der Fig. 113 
vor dem Auge um 90° gedreht erscheint und die Objekte vor A C statt 
wie vorhin die vor AB durch doppelte Reflexion sichtbar werden. 
Durch Konstruktion der Spiegelbilder der Prismen entsteht eine 
Figur, welche sich von der vorigen nur durch Lage und Bezeichnung 
unterscheidet. Die Brennlinien a’ A und cO” beweisen, dafs hierin 
bezug auf Gesichtsfeld, Spielraum der Drehung, Sichtbarkeit der 
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zweimal total reflektierten Bilder, Notwendigkeit des Belegs fast 
wörtlich dasfelbe gilt wie im vorigen Falle. Denkt man sich daher 
die Prismen der Fig. 113 und 114 so übereinander gelegt, dafs A C 
der ersten und BA der letzteren sich decken, wie es bei Bauern- 
feind’s Prismenkreuz (neuere Form) der Fall ist, so ergiebt sich, dafs 
man, durch das obere oder untere blickend, das nämliche Gesichts- 
feld zu erwarten hat etc. 

Über die Lage der Scheitelpunkte beim Abstecken rechter 
Winkel mit dem Winkelprisma giebt Fig. 115 Aufschlufs. 

In dem Querschnitte ABC, in welchem AB Eintritts-, A C 
Austrittsfläche der doppelt reflektierten Strahlen sei, entspricht dem 


Fig. 114. Fig. 115. 


Punkte A die Brennlinie aA” und jedem durch A eintretenden 
Lichtstrahl eine darauf normale Ausgangsrichtung tangential zur 
Brennlinie. Ebenso entspricht dem Punkte C die Brennlinie ce O” 
und jedem durch AB tangential zu dieser Brennlinie eintretenden 
Lichtstrahl eine darauf normale Ausgangsrichtung, welche durch C 


geht. Wir suchen den Ort der Schnittpunkte für Eintritts- und 
Fig. 116. 


Ausgangsrichtung der hierdurch gekennzeichneten Strahlen auf und 
umgrenzen damit die (schraffierte) Fläche J, den Ort der Scheitel- 
punkte aller rechten Winkel, welche wir mittels des Prismas ab- 
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stecken können, wenn AC und BC als Spiegelflächen wirken. 
Durch eine ähnliche Konstruktion erhalten wir eine jener ersten 
symmetrische Fläche II als Ort der Scheitelpunkte für den Fall, 
dafs AB und B C spiegeln. 

Für Lichtstrahlen, welche nicht in einem (horizontalen) Quer- 
schnitte, sondern schief durch das Prisma dringen, gilt nach dem 
früheren ebenfalls, dafs ihre Querschnittsprojektionen sich normal 
schneiden, doch ist der Ort der Winkelscheitel für dieselben nicht 
identisch mit demjenigen solcher Strahlen im Querschnitt, welche 
mit den Loten auf die Ein- und Austrittsfläche dieselben Horizontal- 
winkel bilden wie jene. Allerdings ist die Abweichung für die 
Praxis durchaus unerheblich. Siehe den erwähnten Aufsatz. 


$. 114. 


Spiegelkreuz und Kreuzscheibe. Lichtstrahlen, welche in 
einer Ebene MP (Fig. 116) parallel zu der Durchschnittslinie O 
zweier Planspiegel AB und CD diese treffen, werden in Ebenen 
von gleicher Eigenschaft reflektiert, die unter sich einen Winkel ® 
bilden, doppelt so grofs als der Schnittwinkel @ der Spiegelflächen. 
Denn wenn Q den Schnitt der Austrittsebenen, S den Schnitt der 
Einfallslote, resp. ihrer Projektionen, bedeutet, so folgt aus den 
Dreiecken PSN und PQN nach dem Satze von den Aufsenwinkeln: 


“tr, Pe 
2% +28ß= Ø 
9—2p 


Im Spiegelkreuz ist pọ = 90%, D — 180%. Wird O vertikal 
gehalten und ist MP eine Vertikalebene von Sehstrahlen, so treffen 
diese nach der Reflexion von N und P aus auf zwei Objekte, welche 
mit dem Spiegelkreuz in derselben Geraden liegen. Umgekehrt 
läfst sich das Spiegelkreuz in eine Gerade zwischen zwei Visier- 
stäben sehr leicht einschalten. Die Gebrauchsweise unterscheidet 
sich von der des Prismenkreuzes dadurch, dafs letzteres dem Auge 
die beiden Stabbilder nur dann zeigt, wenn die Sehstrahlen normal 
zur Verbindungslinie der Stäbe gerichtet sind. Im Spiegelkreuz 
zeigen sich die gedeckten Stabbilder bei beliebiger Richtung der 
Sehstrahlen, zu jeder Richtung aber gehört eine ganz bestimmte 
Stellung der Spiegel gegen das Auge. Die ältere Form des Bauern- 
feind’schen Prismenkreuzes war eine Art Spiegelkreuz, aus Winkel- 
prismen hergestellt. 

Eine Betrachtung ähnlich der beim Winkelspiegel angestellten 
ergiebt, dafs die Spiegelflächen lotrecht stehen, wenn die beiden 
Spiegelbilder lotrechter Stäbe sich decken. Um den Winkel der 
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Spiegelflächen auf 90° zu bringen, mufs einer der Spiegel um eine 
nahezu lotrechte Achse etwas drehbar sein. Die Prüfung des Instru- 
ments kann wie die des Prismenkreuzes (Fig. 108) erfolgen. Seiner 
einseitigen Wirkung halber findet man es selten im Gebrauch. 
Kreuzscheibe heilst ein einfaches Werkzeug zum bezeichnen 
zweier sich rechtwinkelig schneidenden Absehrichtungen. In seiner 
Urform ist sie ein kreisrundes wagrechtes Brettchen, dessen Centrum 
; auf einem in den Boden gesteckten 
man, lotrechten Stabe ruht und an dessen 
Peripherie zwei aufeinander normale 
Durchmesser durch Stifte oder Di- 
opter bezeichnet sind. Später brachte 
man die Diopter an einem metallenen 
Cylinder oder Konus an, um ihre 
gegenseitigen Abstände um so siche- 
rer zu wahren, und teils zur Ver- 
stärkung des Gehäuses, teils zum 
Abblenden des Lichtes, schlofs man 
auch die obere Öffnung durch cine 
Metallplatte und befestigte den Stab 
in einer Hülse an der ebenfalls me- 
tallenen unteren Scheibe. In dieser 
Form wird das Instrument auch 
Winkelkopf oder Winkeltrommel ge- 
nannt. Gegenwärtig wird es durch 
den bequemeren Winkelspiegel und das Winkelprisma allmählich 
verdrängt. Gebrauch und Prüfung der Kreuzscheibe leuchten nach 
dem bisherigen unmittelbar ein, 


$. 115. 


Genauigkeit der Koordinatenabsteckung. Wir wollen einen 
Winkelspiegel oder ein Winkelprisma als fehlerfrei voraussetzen, 
ebenso die Möglichkeit vollkommen genauer Deckung eines Spiegel- 
bildes mit dem direkt gesehenen Stabe annehmen und nun den Fall 
betrachten, dafs beide Stäbe, der gespiegelte und der direkt gesehene, 
schief stehen. Dann ist zur Deckung erforderlich, dafs die Schnitt- 
linie der Spiegelflächen geneigt wird. 

Sowohl der Winkelspiegel als das Prisma stellt die doppelt 
gespiegelten Gegenstände so dar, als ob dieselben um die Schnitt- 
linie der Spiegelflächen um 90° gedreht worden und bei dem Prisma 
aufserdem eine planparallele Glasplatte zwischen Objekt und Auge 
eingeschaltet wäre. Suchen wir demnach die Achse auf, um welche 
der gespiegelte Stab um 90° gedreht werden müfste, damit er dem 
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direkt gesehenen parallel wird (oder umgekehrt), so ist die Neigung 
dieser Achse zugleich diejenige für die Schnittlinie der Spiegel- 
flächen. 

Zunächst nehmen wir an, die beiden Stäbe CA und CB (Fig. 117) 
schnitten sich in CO und die Richtung OD sei diejenige, welche die 
Schnittlinie der Spiegelflächen annehmen mufs. Dieselbe bleibt 
unverändert, wenn etwa ein zweiter Stab C’A’ parallel CA und in 
der Ebene CDA auf den Stab CB (und die Achse CD) scheinbar 
gedeckt werden soll. Liegt aber C'A’ nicht in dieser Ebene, so 
können wir die ganze Figur längs CB parallel verschieben, bis es 
der Fall ist. Die Richtung von CD ist also unabhängig davon, ob 
die gegebenen Stäbe sich schneiden oder kreuzen. 

Um den Punkt C in der horizontalen Bildebene der Fig. 117 
sei eine Kugel von beliebigem Radius beschrieben, in C eine Ver- 
tikale errichtet, so dafs C auch den Pol eines horizontalen Haupt- 
kreises jener Kugel, A und B die Endpunkte zweier schiefen Kugel- 
radien bezeichnen, entsprechend den Richtungen zweier schiefen 
Stäbe; p sei allgemein der Winkel, um welchen Radius B durch 
doppelte Spiegelung gedreht erscheinen würde; so muls die Dre- 
hungsachse CD nebst den Radien CA und OB ein gleichschenkliges 
sphärisches Dreieck ABD bilden, damit jene Radien nach der 
Drehung sich decken. Der Horizontalwinkel e, unter welchem die 
auf den Horizont projizierten Tangenten der gröfsten Kreise DA 
und DB sich schneiden, ist nunmehr derjenige, den wir statt p auf 
dem Felde abstecken. Es wird dabei angenommen, dafs die Visuren 
in einer Ebene normal zu der Schnittlinie CD der Spiegeltlächen 
erfolgen. 

Beschränken wir uns auf den Fall, wo die Zenithdistanzen 
a = b ihren grölsten Betrag erreichen und rechnen, weil auch 
dieser noch immer gering sein wird, wie mit ebenen Dreiecken, 
so findet sich die Zenithdistanz e aus Dreieck ODB: 


_ asin!y(p + y) 

Ki sin 1/3 Ọ 5 
Seinen Maximalwert erreicht e, wenn 

y + 9 = 180°. 

Eine Vertikalebene durch den Radius CD schneidet die Be- 
rührungsebene an der Kugel in D bekanntlich normal. Daher 
bildet ein Lot in D mit den Kugeltangenten DC und DE eine 
dreiseitige, bei DC rechtwinkelige Ecke, in welcher zwei Flächen- 
winkel, 90 — e und !/;@ gegeben sind. Wir suchen den Kanten- 
winkel ODE = \/,& und haben: 


cot!/y& = cot 1/3 0 cose. 
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Hieraus rechnet sich 4 = e€ — 9 für 
g ==''45 90 180 
E e 0. 0° 
10 7 hr = RS 2a ee 
20 10,1’ 3,8’ 0 
39 22,8’ 9,5’ 0 
Stand einer der Stäbe lotrecht, so folgt ganz einfach 
ta a 
— 2sin Ygp 
und 
cot € — cot Ọ cose, 
woraus sich 4 = & — @ rechnet für: 
p == 45 90 180 
Je 1 EDEN A ei 
20 1,8: 0 0 
30 4,8' 0 0 


Aus der Schiefstellung der Visierstäbe über 1° können somit unter 
Umständen bedeutende Fehler resultieren, wenn die Schnittlinie 


Fig. 118. 


der Spiegelflächen nur mit Hilfe der Stäbe lotrecht zu stellen ist. 
Man sorge daher wenigstens dafür, dafs bei Aufnahme von Koor- 
dinaten in der Abseissenachse sämtliche Stäbe so genau als möglich 
lotrecht stehen. Winkel von 90° werden alsdann nicht fehlerhaft 
abgesteckt, vorausgesetzt, dafs die Visuren in einer Ebene normal zu 
der Schnittlinie der Spiegelflächen erfolgen. Mit der Neigung der 
Visuren gegen diese Ebene jedoch entstehen und wachsen die 
Projektionsfehler, wie man leicht erkennt. Der Gebrauch der 
Spiegelinstrumente bleibt daher zweckmäfsig auf schwach geneigtes 
Terrain beschränkt. Dementsprechend sind die Spiegelflächen 
auch immer von geringer Höhe und gestatten keinen sehr geneigten 
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Durchblick. Auch die beschränkte Länge der aufeinander zu 
deckenden Stäbe bietet ein natürliches Hindernis steiler Vi- 
suren. 

Spiegelinstrumente mit Stock, welche bei jeder Absteckung 
dieselbe Lage gewinnen, unabhängig von der Neigung der Visier- 
stäbe, machen die abgesteckten Winkel nur fehlerhaft vermöge des 
konstanten Restes einer Neigung der Schnittlinie beider Spiegel, 
welcher bei der Adjustierung verblieb. Sie gewähren dadurch in 
manchen Fällen die Möglichkeit einer Kompensation der Fehler. 
So bei der Absteckung normaler Ordinaten, wenn die Abscissen- 
oder Messungslinie nahezu horizontal liegt, die Ordinaten aber steile 
Visuren erfordern, durch Fällung der Lote auf beide Enden der 
Abscissenlinie. 

Die zufälligen Fehler der Visur brauchen wohl nicht gröfser 
angenommen zu werden als die, welche das freie Auge beim 
Einschalten von Punkten in Gerade oder beim Verlängern von 
Geraden begeht. In Spiegelinstrumenten gesehen, erscheinen die 
Stäbe und Stabbilder übereinander und verdecken sich nicht gegen- 
seitig. Diesem Vorteil steht allerdings die Unruhe der Hand 
gegenüber, insofern dadurch die Neigung der Schnittlinie der 
Spiegelflächen schwankt. Da beim Abstecken von Koordinaten 
hauptsächlich die Aufgaben zu lösen sind, den Durchschnittspunkt 
einer Geraden AB (Fig. 118) mit dem Halbkreis über A C (oder 
BC) zu finden, oder aber den Durchschnitt der beiden Halbkreise 
über A C und BC aufzusuchen, so kann man sich die Wirkungs- 
weise der zufälligen Fehler % so vorstellen, als ob statt der Halb- 
kreislinien Flächen gegeben wären, jede begrenzt durch zwei 
Kreisbogen von gleicher Sehne (AC oder BC), aber von den 
Peripheriewinkeln 90 + Y über der Sehne. Aufserdem kommt, 
bei der einzelnen Absteckung rechter Winkel auf eine verlängerte 
Gerade, der bei der Verlängerung mögliche zufällige Fehler in 
der Weise in Betracht, welche in der Figur angedeutet ist. 

Wenn indessen die, Verschiebung der Ordinatenfulspunkte 
hauptsächlich in der Richtung der Abseissenachse zu befürchten 
scheint, so pflegt man zweckmäfsig eine Grenze für die Ordinaten- 
länge festzusetzen, nach den Vorschriften für die preufsischen 
Geometer 40m, ein in der Praxis bewährtes Mafs. Eine Ver- 
schiebung der Fulspunkte um 5cm nach jeder Seite ist fast immer 
statthaft und entspricht bei der Ordinate von 40m einem Acht- 
hundertel der Ordinatenlänge und einem Winkelfehler von etwa 4. 

Beim Gebrauche der Kreuzscheibe wirkt die, Neigung der 
Schnittlinie der beiden Visierebenen ähnlich wie der entsprechende 
Fehler des Winkelspiegels. Der zufällige Visurfehler aber ist von 
der Art, wie er bei Dioptern auftritt, die einander sehr nahe 

Vogler, Praktische Geometrie, 21 
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gestellt sind. Nach Jordan”) kann der mittlere Fehler für die 
einzelne Visur zu etwa 2’ angenommen werden, für die Differenz 
zweier Visuren daher zu etwa 3. Der Einflufs dieser Fehler auf 
die Winkelabsteckung ist in der oben bezeichneten Weise zu 
beurteilen. 

Nach Stampfers Versuchen **) ist der mittlere Fehler der 
Visur mit Dioptern von der Entfernung der Diopter unter sich un- 
abhängig, sobald diese die günstigste Sehweite übertrifft, und beträgt, 


Fig. 119. 


aber nur unter den günstigsten äufseren Verhältnissen, wenn nämlich 
die zwischenliegende Luft keinen Einflufs übt, nur etwa 10”. Die 
Breite der Visierspalte oder der Durchmesser der Schaulöcher soll 
dabei 1 mm nicht weit überschreiten. Der oben genannte Fehler 
bezieht sich auf andere Dimensionen und die Umstände der Praxis. 


*) Zeitschrift für Vermessungswesen, IV. Bd., 1875, 8. 303 und 304. 

**) Jahrbücher des Wiener polytechnischen Instituts, Bd.18. Ein Auszug 
aus dieser umfangreichen Abhandlung in S. Stampfers: „Anleitung zum 
Nivellieren“, Wien 1845, und den folgenden Auflagen. 
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Der Mefstischapparat und sein Gebrauch. In seiner ein- 
fachsten ursprünglichen Form besteht der Mefstischapparat aus einem 
dreibeinigen Zapfenstativ (Fig. 119), welches eine horizontal zu stel- 
lende und mit Papier überzogene Platte trägt, und dem sogenannten 
Diopterlineal, dessen Diopter bei horizontaler Tischplatte eine ver- 
tikale Visierebene bezeichnen sollen, welche durch die Linealkante 
geht. | 

Der Zweck des Mefstischapparates ist die Aufnahme des ver- 
Jüngten Bildes einer auf dem Felde gegebenen Situation, und seine 
Anwendbarkeit beruht vornehmlich auf der bequemen Art, in wel- 
cher er Horizontalwinkel aufzunehmen gestattet. Auf Grund möglichst 
weniger unmittelbaren Längenmessungen konstruiert der Mefstisch- 
apparat Figuren, welche denen des Feldes ähnlich sind und ein be- 
stimmtes Verjüngungsverhältnis haben. Dies kann z. B. dadurch 
geschehen, dafs man an die Endpunkte a und b einer im verjüngten 
Mafsstabe auf den Tisch übertragenen sogenannten Standlinie A B 
die Horizontalwinkel œ; ßı; œ ßz2.... anträgt, unter welchen auf dem 
Felde, über A und B und von der Richtung der Standlinie aus ge- 
rechnet, beliebige äufsere Objekte Cı Cz .... erscheinen. Die Schnitt- 
punkte cı 6z.... derjenigen Schenkel, welche nicht mit ab zusammen- 
fallen, bezeichnen im verjüngten Mafsstabe die Lage der Punkte 
Ci, C... gegen die Standlinie, wegen der Ähnlichkeit der von den 
Feld- und Tischpunkten gebildeten Dreiecke. 

Die Aufnahme eines Horizontalwinkels erfolgt im allgemeinen 
dadurch, dafs bei wagrechter Tischplatte die Visierebene des Diopter- 
lineals nacheinander in die Schenkelebenen des Winkels gebracht 
und die Spur dieser Ebenen längs der Linealkante auf dem Tisch- 
blatte durch eine feine Linie bezeichnet wird. Nicht selten ist die 
21* 
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Richtung ab eines Schenkels und der Scheitelpunkt a auf dem Mefs- 
tischblatte schon verzeichnet und es wird verlangt, wie in dem zuvor 
angeführten Beispiele (Fig. 119), über A den Winkel &, aufzunehmen. 
Alsdann mufs, bevor der zweite Schenkel ac, dieses Winkels auf die 
soeben beschriebene Weise gezogen werden kann, der erste in die 
Vertikalebene über AB und der Scheitelpunkt «a lotrecht über A 
gebracht werden. Man sagt nun, der Mefstisch sei über A aufge- 
stellt und orientiert. 

Um das Aufstellen und Orientieren des Mefstisches zu erleich- 
tern und die Genauigkeit der Winkelaufnahme zu befördern, ist man 
im Laufe der Zeit von der einfachsten Form des Melstischapparates 
abgegangen. Man hat das Zapfenstativ durch ein Scheibenstativ 
ersetzt, die Horizontalstellung des Melstisches, welche früher nur 
durch Eindrücken der Füfse in den Boden bewirkt ward, durch 
Stellschrauben erleichtert, das Orientieren dadurch, dafs man die 
Tischplatte um eine Vertikalachse drehbar machte, und das Aufstellen 
über vorbestimmten Punkten dadurch, dafs die Platte um ein We- 
niges horizontal verschoben werden kann. An die Stelle des Diopter- 
lineals ist die Kippregel getreten, so genannt, weil sie mit einem 
Fernrohr versehen ist, das sich um eine horizontale Achse auf- und 
niederkippen lälst, so dafs die Fernrohrvisierlinie eine lotrechte Ebene 
beschreibt, welche durch die Zeichenkante der Regel, d. h. des Li- 
neals geht. | 

Begreiflicherweise lassen sich die aufgezählten Vervollkomm- 
nungen des Mefstischapparates auf mancherlei Art gewinnen. An- 
statt aber hier eine Musterkarte der vielen Formen, auf welche 
Scharfsinn und Liebhaberei der Mechaniker verfallen ist, vorzuführen, 
begnügen wir uns mit Abbildung und Beschreibung eines Apparates 
von anerkannter Güte. Wer den Bau desfelben und die Bestimmung 
der einzelnen Teile verstanden hat, wird sich leicht in andere Formen 
finden. 

Tafel III stellt den „Normalmefstisch“ dar, welcher sich in 
Breithaupts mechanischer Werkstätte zu Kassel allmählich heraus- 
gebildet hat, hauptsächlich fufsend auf Vorschlägen von Offizieren, 
die bei den topographischen Aufnahmen des preufsischen General- 
stabes beschäftigt waren. Auf derselben Tafel ist mit geringen Ab- 
änderungen eine Kippregel des Starke’schen Instituts in Wien 
abgebildet. 
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Der Mefstisch (Tafel III), Das Stativ mit seinen durch- 
brochenen Beinen ist dasjenige, welches wir in $. 67 das Berliner 
nannten. Die Füfse sind unten mit Auftritten versehen. Gegen 
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das Reifsen wird die Stativscheibe aus drei Lagen Holz von ver- 
schiedener Faserrichtung zusammengeleimt. In der Mitte ist sie 
durchlocht, um die starke Schraubenspindel (zuweilen Herzschraube 
genannt) durchzulassen, welche die Verbindung des metallenen Drei- 
fulses mit dem Stativ vermittelt. Die Mutter dieser Spindel drückt 
nämlich gegen eine Spiralfeder, diese lehnt sich gegen eine Metall- 
oder Holzplatte, am besten von Halbkugelform mit der Rundung 
nach oben, unter der Stativscheibe, so dafs, wenn die Feder gespannt 
ist, der Dreifufs fest aufsitzt und nur noch mittels der drei Fufs- 
schrauben etwas gehoben oder gesenkt und um das Centrum der 
ebenerwähnten Halbkugel gedreht werden kann. Da wo die Fuls- 
schrauben auf der Stativscheibe ruhen, sind in die letztere Metall- 
plättechen eingelassen; in den Rinnen derselben gleiten die etwas 
abgerundeten Schraubenspitzen beim Ausdehnen oder Zusammen- 
ziehen des Metalls durch die Wärme und bei der Drehung um das 
genannte Centrum. 

Statt dieser Einrichtung, welche kein Verschieben der Mefstisch- 
platte auf dem Stativ zuläfst, wird bei manchen Exemplaren auch 
eine solche getroffen, wobei die Schraubenenden auf beweglichen 
Metallplättchen ruhen und der ganze metallene Dreifuls um soviel 
nach allen Seiten verschieblich bleibt, als der Durchmesser des 
Loches in der Stativscheibe gestattet. Vergl. Fig. 139, S. 370. 

Der Dreifufs bildet in seiner Mitte eine metallene Büchse, worin ein 
lotrechter Achszapfen unsichtbar ruht. Dieser trägt die Wendescheibe, 
eine horizontale Metallplatte, welche unmittelbar mit der Tischplatte in 
Berührung steht und durch drei Heftschräubchen mit ihr verbunden 
wird. Die Schräubchen, deren Muttern in der Tischplatte sitzen, 
bleiben in der Regel mit dieser verbunden, auch wenn die Platte 
vom Stativ abgelöst wird. Zur Befestigung auf der Wendescheibe 
wird die Platte einfach centrisch aufgelegt (was ein Vorsprung aus 
der Wendescheibe erleichtert) und soviel gedreht, bis die Spindeln 
der Heftschräubchen sich tief in die Einschnitte der Wendescheibe 
eingeschoben haben, woselbst sie angezogen werden. 

Mittels der Wendescheibe und ihres Achszapfens ist es möglich, 
die Tischplatte derart grob zu drehen, dafs ihre Oberfläche nahezu 
in derselben Ebene und ihr Mittelpunkt in Ruhe bleibt. Ist dem- 
nach die Mefstischplatte horizontal gestellt, so wird sie nach einer 
Drehung von 5 bis 10° immer noch hinreichend genau wagrecht 
sein. Eine Klemmschraube K hemmt diese gröbe Bewegung, indem 
sie ein Stückchen weiches Metall gegen einen mit der Wendescheibe 
verbundenen Hohleylinder, also mittelbar gegen den Achszapfen an- 
drückt. Nunmehr ist noch eine feine Drehung mittels der Mikro- 
meterschraube M möglich. Dieselbe trägt auf ihrer starken Spindel 
zweierlei Gewinde und greift dementsprechend durch zwei (kugel- 
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förmige) Muttern hindurch. Bei jeder Umdrehung der Spindel in 
ihren Muttern werden diese letzteren einander blofs um die Differenz 
der Ganghöhen beider Gewinde genähert. Solche „Differential- 
schrauben“ ermöglichen eine feine Bewegung auch bei kräftigen 
Dimensionen. Aus der Figur ist erkennbar, wie bei Annäherung 
der beiden kugelförmigen Muttern aneinander der Klemmring R 
sich dreht und (bei angezogener Klemmschraube K) mit ihm Wende- 
scheibe und Tischplatte. 

Der Gang der meisten Schrauben in ihren Muttergewinden kann 
dädurch reguliert werden, dafs die Muttern durchsägt sind und durch 
eigene Stellschräubehen oder blofse Federkraft etwas zusammen- 
geprelst werden können. Damit der Achszapfen der Wendescheibe 
nicht mit zuviel Reibung in seiner Büchse geht, wirkt seinem und 
dem Gewicht der Tischplatte eine (nicht sichtbare) Spiralfeder ent- 
gegen. Diese ruht in einer Kapsel, welche von dem oberen Ende 
der Herzschraube gebildet und auf das untere Büchsenende des me- 
tallenen Dreifufses aufgeschraubt wird, ähnlich wie in Fig. 139. 

Durch die Art der Befestigung stellt sich die Spindel der Herz- 
schraube normal zu der Oberfläche der Tischplatte und bezeichnet, 
wenn diese horizontal, dasjenige Lot, welches durch den Mittelpunkt 
der Tischplatte geht. Ein Senkel an dem Häkchen der Herzschraube 
kann das Lot bis auf den Boden verlängern. 

Die Tischplatte, gewöhnlich von Lindenholz, ist gegen das 
Werfen aus mehreren Stücken von verschiedener Faserrichtung zu- 
sammengeleimt. Doch wird auch bei den besten Mefstischblättern 
von Zeit zu Zeit eine Nachhilfe durch Abhobeln der Oberfläche 
nötig. 

Beim Aufspannen des Papiers verfahre man wie folgt. Man 
nehme vom besten Whatman-Zeichenpapier, schneide dasfelbe so 
zurecht, dafs auf allen vier Seiten ein Papierrand, fast so breit als 
die Platte dick, vorsteht, und beachte dabei, dafs eine geringe Aus- 
dehnung des Papiers zu erwarten ist. Man schlage Eiweifs, welches 
von Eigelb sowie von Klümpchen völlig frei ist, zu Schaum und 
streiche denselben mittels eines Pinsels oder einer Federfahne auf 
die Unterseite des Papiers, so dafs dieses ganz gleichmäfsig benetzt 
wird. Nun wird der Bogen auf die Platte gelegt, mit einem reinen 
Tuche von der Mitte aus angedrückt, bis er allenthalben glatt auf- 
liegt; die Ränder werden umgebogen, wenn nötig nochmals mit 
Eiweifs unterstrichen, die Ecken gefalzt, seitwärts umgelegt, mit 
etwas Gummi bestrichen und mit Heftstiften festgeheftet, so dafs 
Papier auf Holz nur durch Eiweifs, Papier auf Papier aber durch 
Gummi festklebt. Das Eiweifs schützt den Bogen auch bei feuchtem 
Wetter vor Falten oder Blasen, vorausgesetzt, dafs in der Tischplatte 
keine offenen Fugen sind. 
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Beim Abnehmen des Bogens löst man zuerst die umgebogenen 
Ränder ganz, die Ecken ein wenig und beginnt nun auf einer Seite 
durch Aufheben unter beständigem Anspannen des Papiers (gegen 
Faltenbildung) dasfelbe vom Holze zu trennen. War das Eiweils 
rein, so löst sich der Bogen ganz leicht ab und die Platte kann so- 
fort wieder neu überzogen werden. 

In gutem Zustande befindet sich der Melstisch dann, wenn nach 
dem Aufstellen und Anziehen sämtlicher Schrauben ein leichtes 
Drücken und namentlich das Auflegen der Kippregel keine bleiben- 
den Lagenänderungen des Tischblattes verursacht, sondern nur 
federnde Bewegungen hervorruft. Etwaiges Schlottern der Mefs- 
tischplatte ist in der Regel auf den toten Gang einer oder mehrerer 
Schrauben zurückzuführen und gleichzeitig mit diesem zu beseitigen. 
Ferner wird verlangt, dafs die horizontal gestellte Platte durch eine 
Drehung um 10° sich nicht merklich neige, und dafs ihre Oberfläche 
soweit eben und das Papier so glatt und ohne Körner aufgespannt 
sei, dafs das Lineal der Kippregel an keinem Punkte sich wiegt oder 
hohl liegt. 


$. 118. 


Aufstellen und Orientieren des Mefstisches. Zum Wag- 
rechtstellen des Mefstischblattes setzt man "eine Dosenlibelle auf 


Fig. 120. 


B 


dessen Mitte und bedient sich der drei Fufsschrauben nach $. 39. 
Eine Röhrenlibelle würde zuerst in der Richtung zweier Schrauben, 
sodann normal darauf durch die dritte zum Einspielen gebracht. 

Beim Aufstellen und Orientieren (8. 116) kann man in zweierlei 
Weise vorgehen, entweder den Punkt a selbst, Fig. 120, welcher 
auf dem Mefstische dem gegebenen Feldpunkte A entspricht, über 
diesem einloten, oder den Punkt M des Feldes bestimmen, über 
welchen nach dem Orientieren das Centrum m der Tischplatte zu 
stehen kommen soll, und darauf m über M einloten. 
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Erstes Verfahren. Man stellt den Mefstisch nach grober Schätzung 
vorläufig auf, ungefähr orientiert und dem Augenmals nach hori- 
zontal. Mit einem Senkel wird der Punkt a nach zwei sich schnei- 
denden Visierrichtungen (vergl. $. 103, Fig..87) hinabgelotet und 
seine Projektion A’ bemerkt. Um das Stück A’A werden sämt- 
liche Stativbeine in derselben Richtung versetzt, eingetreten, das 
Tischblatt etwas genauer horizontal gestellt, orientiert, indem man 
das Lineal an ab anlegt und an dessen Kante hin nach B blickt, 
nunmehr das Abloten wiederholt. Wird der Punkt A bis auf 1 cm 
genau getroffen, so pflegt man sich zu begnügen und zur defini- 
tiven Horizontalstellung und Orientierung des Tischblattes zu 
schreiten, andernfalls die Beine aufs neue zu versetzen. 


Dies Verfahren kann durch die Lotgabel unterstützt werden. 
Man versteht darunter ein Winkelholz (Fig. 120), dessen oberer 
Arm flach auf dem Tisch aufliegt, während der untere einen Senkel 
trägt; die Schnur desfelben, bei horizontaler Tischplatte aufwärts 
verlängert, soll auf das zugespitzte Ende des oberen Armes treffen. 
Man überzeugt sich davon, ob diese Forderung erfüllt wird, indem 
man um einen Punkt n, auf welchen die Spitze der Lotgabel deu- 
tet, den oberen Arm um 180° dreht und zusieht, ob das Lot in 
beiden Lagen auf denselben Punkt N weist. Die Anwendung 
dieses Werkzeuges zum Einloten von Melstischpunkten setzt jedoch 
aus naheliegenden Gründen voraus, dafs das Tischblatt bereits fast 
genau wagrecht stehe. 


Zweites Verfahren. Von dem Mittelpunkte m des Tischblattes 
fälle man ein Lot mo auf irgend eine bereits aufgetragene Visier- 
richtung ab. Auf der Erde trage man in der entsprechenden 
Richtung AB das Stück AO = ao und normal dazu MO = mo 
mit Hilfe eines Zeichenwinkels und Zulegemafsstabes ab. Oder 
wenn die Gelenke des letzteren einen strengen Gang haben, so 
lege man den Mafsstab im Winkel an ab und am an und über- 
trage den Winkel mab und das Mafs am unverändert auf die 
Erde, von der Richtung AB ausgehend. 

Nun erst stelle man den Tisch über M auf, lote sein Centrum 
hinab und, wenn es auf P statt auf M trifft, versetze man die drei 
Fülse um gleiche und parallele Stücke PM seitwärts und wiederhole 
das Abloten. Benutzt man dazu einen Senkel in freier Hand und 
zwei Visierebenen, so braucht der Tisch weder vorläufig horizontal 
gestellt noch orientiert zu werden. Das Lot an dem Häkchen der 
Herzschraube des Breithauptschen Mefstisches dagegen verlangt 
wenigstens ein vorläufiges Horizontalstellen. Für ein letztes Ver- 
rücken des Punktes m um geringe Beträge ist die Verschiebung 
des Dreifufses auf der Stativscheibe, wenn vorgesehen, sehr bequem 
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danach aber ist die Herzschraube fest anzuziehen, um unwillkürliche 
Verschiebungen zu verhüten. 

Da alle Punkte, welche vor der Aufstellung in A etwa schon 
aufgenommen waren, auf dem Tische und auf dem Felde ähnliche 
Figuren bilden sollen, so wird durch das Orientieren des Mefstisches 
nach AB (gemäfs $. 116) jede Verbindungslinie zweier Punkte auf 
dem Tische der entsprechenden auf dem Felde parallel, vorausgesetzt, 
dafs die lotrechte Visierebene des Diopterlineals oder der Kippregel 
durch die Linealkante geht. Andernfalls wird durch das Orientieren 
die ganze Mefstischsituation gegen die des Feldes um den Winkel A 
zwischen Linealkante und Visierebene verdreht, aber wenigstens 
die Visierebene nach dem Anlegen der Linealkante der entsprechen- 
den Linie des Feldes parallel. Diopterlineale enthalten gewöhnlich 
zwei. Visuren, eine zum Vorwärts- und eine zum Rückwärtsvisieren. 
Bilden dieselben verschiedene Winkel mit der Linealkante, so ver- 
langt der Mefstisch für den Gebrauch jeder der Visierebenen seine 
besondere Orientierung. Dasfelbe gilt beim Gebrauche verschiedener 
Kippregeln oder nach Veränderung des Winkels A durch Zufall 
oder aus Absicht. 


$. 119. 


Die Kippregel (Tafel III). Das Lineal hat bei dem abgebildeten, 
von Starke und Kammerer in Wien ausgeführten Instrument 
Fig. 121. einen eigentümlichen Querschnitt, der an dem 
” hinteren Ende sichtbar wird. Die beiden 
De tiefen Furchen sind an mehreren Stellen durch 
eingefügte Perlmutterstäbehen ausgefüllt, auf 
S denen die Kippregel mehr als auf den Unter- 
7 flächen der metallenen Rippen ruht, da sie 
gerade noch ein wenig überstehen. Bei 
grofser Länge und Festigkeit gegen Biegung 
la A ist das Lineal doch nieht schwer. Eine feste 
ir Berührung zwischen Metall und Papier würde 
leicht dazu führen, dafs letzteres beschmutzt 

wird. 

Näher dem hinteren als dem vorderen Linealende erhebt sich 
die Säule, welche das Fernrohr trägt. Das (terrestrische) Okular 
desselben läfst sich im Okularauszug vor- und zurückschrauben und 
so für verschiedene Augen auf das Fadenkreuz einstellen. Dieses 
ist für sich allein im Okularauszug vor- und rückwärts nicht be- 
weglich, das Röhrchen aber, in welchem es gefafst ist, läfst sich 
etwas um seine Achse drehen, und die beiden seitlichen Stell- 
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schrauben, welche durch das Röhrchen ins Innere dringen und auf 
das Diaphragma drücken, vermögen das Fadenkreuz seitwärts zu 
verschieben. Durch jene Drehung kann der Vertikalfaden, durch 
diese Verschiebung die Visierlinie normal zu der Drehachse des 
Fernrohrs gestellt werden, so dafs bei einer Drehung um diese Achse 
Vertikalfaden und Visierlinie sich in einer Ebene bewegen. (Das 
Klemmschräubchen 5S stellt die Röhre des Fadenkreuzes fest.) Der 
Okularauszug endlich ist im Hauptrohre des Fernrohrs durch ein 
setriebe verschiebbar. 

Damit die Visierebene unter allen Umständen lotrecht zu stellen 
sei, ist das Metallstück N, auf welchem die Lager der Fernrohr- 
drehachse ruhen, um eine Spitzenachse, deren einen Endpunkt das 
Schräubehen P bildet, beweglich und es wird diese Bewegung durch 
eine Stellschraube bei N geregelt, der eine Spiralfeder entgegenwirkt. 
Eine Röhrenlibelle, welche der Fernrohrdrehachse parallel liegt, zeigt 
den wagrechten Stand der letzteren an. Man könnte vermuten, dals 
es genüge, die Fernrohrdrehachse ein- für allemal parallel zur Unter- 
fläche des Lineals zu stellen, da ja beim Gebrauche das Mefstisch- 
blatt wagrecht sein soll. Die Tischplatte ist jedoch selten eben 
genug, um an allen Punkten ihrer Oberfläche gleich genau wag- 
recht zu stehen, so dafs es verlorene Mühe wäre, dieselbe mit 
der gleichen Sorgfalt horizontal stellen zu wollen, mit der man 
die Achsenlibelle einspielen lassen kann. Es ist aber auch weit 
wichtiger, dafs die Projektion der Visierrichtungen in lotrechten 
Ebenen erfolge, als dafs die Bildfläche selbst, auf welche projiziert 
wird, eben und horizontal sei. Nach $. 52 beträgt der Einflufs & 
schiefer Projektion einer unter k gegen den Horizont geneigten 
Richtung, wenn v die Drehachsenneigung ist, in bezug auf das 
Azimut: 

Gy. 
Steht nun die Drehachse parallel zur Unterfläche des Lineals, so 
wird v bei jeder Visur einen andern Betrag haben, der erfahrungs- 
gemäfs bis zu + 5’ anwachsen kann. Die Melstischwinkel könn- 
ten daher bis zu 10’ fehlerhaft werden, wenn h bis zu 45° an- 
wächst. 

Dagegen findet man aus Fig. 121, worin MOQ eine Hori- 
zontalebene, u — 5’ die Neigung der Meistischebene MOP, ZOP 
eine lotrechte Visierebene, X MOP = A + 9 und folglich @ der 
Betrag ist, um welchen der Horizontalwinkel A durch die Neigung 
des Tischblattes falsch aufgezeichnet wird: 


cot(A + p) = cosu cot A. 


Indem man die linke Seite in bekannter Weise zerlegt, Zähler 
und Nenner durch sin A cos o dividiert, sodann ordnet, erhält man: 
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PETER cot A (l — cosu) __ cot A (1 — cos u) 
RR 1 + cot? Acosw cosee? A — cot? A (1 — cosu) 


Wir multiplizieren Zähler und Nenner der rechten Seite mit sin? A, 
führen sodann die Division aus und erhalten: 
tgp = sin? y, usin 2 A (1 + 2sin? 1, u cos? A + 4 sint 1/, ucost A + ---) 
Wir begnügen uns mit dem ersten Gliede der stark konvergierenden 
Reihe und führen, da p und u kleine Winkel sind, statt tg und sin 
die analytischen Mafse der Winkel ein; von diesen durch beider- 
seitige Multiplikation mit 3438? zu Minuten übergehend, kommen 
wir auf: 
sin 2 A 
= l/u? ——— Minuten. 
p J4 3438 


' und sn2A < 1, so wird jedenfalls 


Dam =D 
1 5 
o< 550 Minute, 


also ein ganz verschwindender Betrag, der für den Winkel zwischen 
zwei Visierstrahlen OP und OP’ des Mefstisches höchstens auf das 
Doppelte anwachsen kann. 
Es ward oben darauf hingewiesen, dafs der Winkel zwischen 
Linealkante und Visierebene konstant sein mufs, oder dafs für 
Fig. 122. verschiedene solche Winkel eine verschie- 
dene Orientierung des Melstisches erfordert 
wird. Nun überzeugt man sich leicht, dafs, 
wenn die Spitzenachse, um welche die 
Visierebene bewegt wird, der letzteren 
und zugleich der Unterfläche des Lineals 
parallel läuft, Visierebene und Linealkante 
stets denselben Winkel einschliefsen. Im 
Falle jedoch die Spitzenachse nur der 
Linealfläche, nicht auch der Visierebene 
parallel ist, so sei wọ der Winkel, den 
die Spitzenachse $ (Fig. 122) mit der 
Visierebene bilde und R die Länge der 
ersteren. Wir denken uns die Spitzenachse 
normal zu der Bildebene, durch beide 
Achsenenden aber Ebenen gelegt, welche, parallel der Bildebene, die 
Visierebene in aa’, bb’ begrenzen, wenn dieselbe normal auf der 
Unterfläche ad des Lineals steht, und in ec’, dd’ nach einer Dre- 
hung vom Betrage u um 8. Dann ist, was man sich nötigenfalls 
durch einen Grundrifs der Figur veranschaulichen kann: 


tw =uab:R. 
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Wir setzen ed: R = tgw, oder: 
tgw = absecu : R = tg Wo See u, 


woraus folgt, wenn man die Winkel w ihren Tangenten pro- 
portional setzt: 


w — Ww = w (secu — 1) = v 


u? D ut Glu! 
@ e E s... Was 
(Gtr atr orat h 
In der Reihe ist u im analytischen Mafse gedacht. Drücken wir 
u in Minuten aus und behalten nur das erste Reihenglied bei, so 
wird: 


2 


u 
0 — Ij Wo as 
fao 54383 
und dies ist der Betrag, um welchen der Winkel zwischen Visier- 


ebene und Linealkante mit u sich ändert. Wir nehmen u = 5’ 
an, wonach bei allen denkbaren Beträgen von w immer @ un- 
merklich bleibt. 

Nicht ganz so wirkungslos ist eine Neigung s der Spitzenachse 
gegen die Unterfläche des Lineals oder gegen die Mefstischplatte. 
Eine Untersuchung, ähnlich wie die letzte geführt, ergiebt einen 
Einflufs 6 dieses Fehlers: 


ER 

3438’ 
worin alle Winkel in Minuten ausgedrückt sein sollen. Es lassen 
sich Beträge von s und u als möglich denken, welche 6 über 
den Orientierungsfehler des Mefstisches hinaus vergröfsern. Darum 
und ihrer besonderen Einfachheit wegen empfiehlt sich jene Bauart 
der Kippregel, bei welcher die Querdrehung nicht um eine Spitzen- 
achse, sondern um die Linealkante erfolgt, und bewirkt wird 
durch eine Stellschraube mit flachem Fufs, auf der aufserdem die 
Kippregel ruht. Vergl. des Verf. Anleitung zum Entwerfen gra- 
phischer Tafeln, Berlin 1877, S. 178.  Musterhaft ausgeführte 
Kippregeln dieser Bauart hat die geodätische Sammlung der land- 
wirtschaftlichen Hochschule zu Berlin von O. Fennel in Kassel 
bezogen. 

In 8. 57 wurde der Fall behandelt, dafs die Visierlinie excen- 
trisch war, d. h. einen gewissen Abstand von der vertikalen Dreh- 
achse des Instrumentes hatte. Ein ganz ähnlicher Fall tritt ein, 
wenn die Visierebene nicht durch die Linealkante geht. Läuft sie 
der letzteren parallel, so ist die Analogie vollkommen, andernfalls 
ist jener Abstand (die Excentrizität) veränderlich mit dem Punkte 


0 == $ 
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des Lineals, welcher an den Winkelscheitel auf dem Mefstisch 
angelegt wird. Da sie aber immer kleiner sein wird als die 
Excentrizität von 1 cm, welche man schon bei der Aufstellung des 
Mefstisches zuzulassen pflegt und die bei durchschnittlich ent- 
fernten Zielen noch mehr betragen darf, so ist der Abstand zwischen 
Linealkante und Visierebene unschädlich. Feine Korrekturvor- 
richtungen, um Linealkante und Visierebene einander wenigstens 
parallel zu stellen, sind vollkommen überflüssig, obwohl man solche 
noch an vielen Instrumenten findet. Auf Tafel III ist dergleichen 
daher weggelassen worden. Jedenfalls genügt es, wenn die Schrauben, 
welche den Säulenfuls mit dem Lineal verbinden, alle bis auf eine 
durch elliptische Löcher hindurchreichen und so eine kleine Drehung 
der Säule zulassen, bevor man die Schrauben fest anzieht. 
Dagegen ist es, in bezug auf notwendige Korrekturen des 
Instruments, wichtig anzuführen, dafs das Fernrohr der abgebildeten 


Fig. 123. 


Linealkante Nas 


Kippregel sich, ohne abgehoben zu werden, durchschlagen läfst 
und dafs die kleine Hilfslibelle auf die Drehachse des Fernrohrs 
in zwei Lagen aufgesetzt werden kann, beim Gebrauche der Kipp- 
regel aber abgenommen wird. Die Hilfslibelle besitzt keine Kor- 
rekturschrauben. 


$. 120. 


Prüfung und Berichtigung der Kippregel. Die Kippregel 
gehört zu denjenigen Instrumenten, welche als Abloter wirken sol- 
len ($. 52) und ist daher auf dieselben Fehler zu untersuchen wie 
diese. Eigentümlich ist der Kippregel nur das Lineal zum Über- 
tragen der Horizontalprojektion der Visur auf die Tischplatte, und 
die Prüfungen, welche dieses erfordert, kommen noch zu den vor- 
genannten. 

Wir sahen schon, dafs die Visierebene nicht genau durch die 
Linealkante zu gehen noch derselben parallel zu laufen braucht. 
Ob die Divergenz das zulässige Mafs von einigen Graden über- 
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schreitet, erkennt man leicht, wenn man zuerst längs der Lineal- 
kante und dann durch das Fernrohr auf einen und denselben 
Gegenstand zielt und die Richtung der Visierstrahlen vergleicht. — 
Die Linealkante mufs offenbar geradlinig sein. Man prüft, ob sie 
es ist, indem man an eine der Kante entlang gezogene feine Linie 
das Lineal von der entgegengesetzten Seite wieder anlegt und zu- 
sieht, ob Linie und Kante abermals auf der ganzen Länge zu- 
sammentreffen. — Ob das Lineal etwa auf- oder abwärts gebogen 
ist, erkennt man durch Visieren, genauer aber dadurch, dafs man 
es hochkantig aufstellt, nun auf beide Linealflächen einen feinen 
Seidenfaden spannt und zusieht, ob er auf einer der Flächen nicht 
überall aufliegt. 

In ihrer Eigenschaft als Abloter mufs die Kippregel auf den 
Kollimationsfehler und den Neigungsfehler der Fernrohrdrehachse 
untersucht werden. Und da man die Fehler der Kippregel nicht 
durch wiederholte Messung kompensieren kann, so sind dieselben 
jedenfalls soweit zu beseitigen, dafs ihr Einflufs gegenüber den 
zufälligen Messungsfehlern verschwindet. Aufser dem früher ($. 50) 
angegebenen Verfahren, um den Kollimations- und den Neigungsfehler 
einzeln oder gleichzeitig zu erkennen, sind bei zweckmäfsig konstruier- 
ten Kippregeln noch folgende Untersuchungmethoden anwendbar. 

a) Kollimationsfehler. Die Schietstellung 90 + y der Visier- 
linie C,A (Fig. 123) auf der Drehachse C; C giebt sich zu er- 
kennen,.wenn man nach einem nicht allzu nahen Punkte A, etwa 
in gleicher Höhe mit dem Fernrohr, visiert, die Lage der Lineal- 
kante durch feine Striche an deren Enden bezeichnet, die Kipp- 
regel um 180° dreht, so dafs die Linealkante jene Striche von der 
anderen Seite her berührt, dann das Fernrohr durchschlägt und 
den zuvor anvisierten Punkt wieder aufsucht. Die Abweichung 
der Visierlinie 0,3 von der Anfangsvisur ist, wie leicht zu be- 
weisen, dem doppelten Kollimationsfehler y gleich. Fallen C, und 
C, also auch M mit C zusammen, so beseitigt man die Hälfte 
des Abstandes A3 durch Verschieben der Kippregel, die Hälfte 
durch seitliches Verstellen des Fadenkreuzes mittels der Korrektur- 
schräubchen. 

Dies Justierverfahren ist zwar unabhängig von dem Horizontal- 
winkel 90 + ô zwischen Fernrohrdrehachse und Linealkante, aber 
nicht ganz frei von dem Einflusse etwaiger Excentrizität C C1 = C C 
der Visierlinie. Steckt man jedoch in der ersten Lage des Fern- 
rohrs zwei Stäbe 1 und 2 (Fig. 124 a.f.S.) in der Visierrichtung 
aus, in der zweiten Lage einen dritten Stab, sodann neben diesem 
einen vierten in die Verlängerung der beiden ersten, so dient der 
Abstand des dritten und vierten Stabes als Mafs für den doppelten 
Kollimationsfehler, unabhängig von einem Abstande zwischen Lineal- 
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Nur ist zu bedenken, dafs die Genauig- 


keit, mit der das Lineal an einer feinen Bleistiftlinie umgesetzt 


Fig. 124. 


werden kann, jene übertrifft, mit welcher das freie Auge eine Ge- 
rade auf dem Felde verlängert, dafs also die vorige Prüfungs- 
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weise des Kollimationsfehlers 
immer den Vorzug verdient, 
wenn man darauf rechnen 
darf, den Excentrizitätsfehler 
durch gehörige Entfernung 
des Zieles unschädlich zu 
machen. j 

Noch genauer ist ein 
Verfahren, den Kollimations- 
fehler zu bestimmen, welches 
sich auf lauter Fernrohr- 
visuren stützt. Man visiere in 
nahezu wagrechter Lage des 
Fernrohrs nach einem ent- 
fernten Punkte A (Fig. 61), 
schlage durch und bemerke 
den Zielpunkt B’ an einer 
Skala, welche in einiger Ent- 
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fernung und in gleicher Höhe mit dem Fernrohr horizontal nieder- 
gelegt wurde. Nun setze man die Kippregel um, so dafs die Lineal- 
kante einen markierten Punkt C von der anderen Seite berührt, visiere 
in der zweiten Lage des Fernrohrs nach A, schlage wieder durch 
und bemerke abermals den Zielpunkt B” an der Skala. Ging die Vi- 
sierlinie, wie in Fig. 61 angenommen, durch den Punkt C der Lineal- 
kante, so wird an der Skala, die man als Kreisbogen betrachten 
kann, der vierfache Kollimationsfehler y beobachtet und es kann, 
durch Verrücken des Fadenkreuzpunktes auf 1/4 der Länge B' B”, 
von B” aus gemessen, der Fehler sogleich korrigiert werden. Hatte 
aber die Visierebene bei C einen gewissen Abstand m von der 
Linealkante, so ist das Skalenmals noch, wie eine entsprechende 
Figur zeigt, um 2m a2 zu vergröfsern oder zu vermindern und 
der Zielpunkt für die korrigierte Visur hiernach zu bestimmen 
(vergl. $. 51) Ähnliches gilt in betreff der Excentrizität der 
Hauptvisierachse ($. 26), falls dieselbe aus Versuchen bekannt ist. 

b) Neigung der Fernrohrdrehachse. Die Beseitigung dieses 
Fehlers erfolgt auf verschiedenen Wegen, je nachdem eine Libelle 
zum Aufsetzen auf die Drehachse des Fernrohrs vorhanden ist, wie 
auf Tafel III, oder nicht. Im ersten Falle darf man wohl meist 
annehmen, dafs die Achse genau cylindrisch sei, bestimmt den 
Spielpunkt der Setzlibelle, läfst die Luftblase darauf einspielen 
und sieht zu, ob die Libelle, welche mit der Drehachse fest ver- 
bunden ist, ebenfalls einspielt. Andernfalls bringt man sie mittels 
ihrer Korrekturschräubchen dazu ($. 42). 

Im zweiten Falle guche man die Drehachse wagrecht zu stellen 
dadurch, dafs man einen erhöhten Punkt und dessen Spiegelbild 
im Wasser oder Quecksilberhorizont anvisiert, oder zwei ähnlich 
liegende Punkte irgend einer Lotlinie überhaupt. Man hebt oder 
senkt die Drehachse, bis die Visierlinie durch beide Punkte geht, 
und kann so die erstere wagrecht stellen, auch ohne dafs der 
Kollimationsfehler beseitigt war und unbekümmert um die Gestalt 
der Drehachse des Fernrohrs. 

Das folgende, ähnlich schon im $. 51 behandelte Verfahren 
jedoch erfordert die vorhergehende Beseitigung des Kollimations- 
fehlers. Wieder handelt es sich darum, zwei Punkte zu gewinnen, 
welche mit dem Drehpunkte der Visierlinie in einer Vertikalebene 
liegen, um sodann die Visierebene mit der letzteren zusammen- 
fallen zu machen. Man lege (nahezu) in gleicher Höhe mit dem 
Instrumente in O (Fig. 125) und normal zur Visierebene nach 
einem erhöhten Punkte T hin einen Mafsstab C’C” nieder, visiere 
bei einspielender Drehachsenlibelle T an und projiziere die Visur OS 


mit Hilfe der geneigten Visierebene auf die Horizontalebene D'M D", 
Vogler, Praktische Geometrie, 22 
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was durch Ablesen des Mafsstabes bei C’ geschieht; man schlage 
das Fernrohr durch und setze die Kippregel so um, dafs die 
Visierebene wieder durch O geht, worauf T mit einspielender 
Libelle wieder anvisiert wird. Die Drehachse des Fernrohrs hat 
nun die Stellung OA” und die Visierebene ist nach der entgegen- 
gesetzten Seite um v gegen das Lot OZ geneigt. Projiziert man 
neuerdings OS nach OB”, indem man zugleich bei O” abliest, und 
legt durch Z und $ eine Vertikalebene, so folgt aus der Kongruenz 
der sphärischen Dreiecke SMB’ und SMB” die Kongruenz der 
ebenen Om’ und Om", also die Regel, dafs das abgelesene 
Skalenstück C’C” halbiert werden mufs, um einen Punkt m zu 
finden, der mit O und T in derselben Vertikalebene liegt. — 
Durch Drehen um ZO richtet man jetzt «die Visierlinie nach m, 
sodann nach T, sie wird aber T nicht eher treffen, als bis man die 
Neigung v der Fernrohrdrehachse mit Hilfe der Stellschraube 
beseitigt hat. Die hierzu erforderliche Drehung erfolgt um die 
Spitzenachse, welche zur Fernrohrdrehachse normal steht und mit 
OM parallel läuft. Die zur horizontalen Lage. zurückkehrende 
Visierlinie wird demnach noch auf m (wenigstens sehr nahe) treffen, 
zum Beweise, dafs sie sich in einer Vertikalebene bewegte, die 
Fernrohrdrehachse daher wirklich wagrecht steht. Nunmehr wird 
die Libelle zum Einspielen gebracht. 

Geht infolge eines Excentrizitätsfehlers die Visierebene in der 
zweiten Lage der Kippregel nicht mehr genau durch 0, so reicht 
das Verfahren doch immer aus, wenn man die Entfernung Om 
etwas grofs wählt, und es wird wieder streng richtig in dem 
Falle, dafs Om = Ot. 

Man wird nicht immer über Kippregeln verfügen, welche so 
wie die auf Tafel III abgebildete allen Anforderungen der Theorie 
und Praxis entsprechen. Unter den vorgetragenen Prüfungsver- 
fahren wird man jedoch stets eines finden können, das auf eine 
gegebene Kippregel anwendbar ist. Kippregeln ohne Elevations- 
schraube für die Fernrohrdrehachse und ohne die Möglichkeit, das 
Fernrohr durchzuschlagen, haben vor dem Diopterlineal nicht viel, 
und nur in flachem Terrain etwas voraus. Ihre Prüfung muffs 
nach $. 50 erfolgen. — Lange Fernrohre würden zum Durch- 
schlagen eine sehr hohe Säule erfordern; man findet daher zuweilen 
solche Fernrohre zum Auseinandernehmen eingerichtet. Nach dem 
Durchschlagen werden sie wieder zusammengesetzt. Die Möglich- 
keit einer geringfügigen Verstellung der Teile vor- und nachher 
würde bei feineren Instrumenten, als Kippregeln es sind, allerdings 
diese Einrichtung nicht empfehlen. Ohne Zweifel ist es einfacher, 
die Kippregel mit einem Fernrohre von geringer Brennweite zu 
versehen, da zehnfache Vergrölserung schon völlig ausreicht. Dies 
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ist bei der abgebildeten Kippregel berücksichtigt. — Eine nütz- 
liche Zugabe derselben ist die Setzlibelle neben der mit der Dreh- 
achse fest verbundenen, wegen der ungemein bequemen Prüfung. 
Auch die Untersuchung, ob die Drehachse eylindrisch ist, kann 
leicht geführt werden, indem man die Neigung der Visierebene 
zuerst blofs mit Hilfe der Setzlibelle auf der Drehachse, sodann 
nach einer der übrigen Methoden zu beseitigen sucht und zusieht, 
ob jetzt die Drehachsenlibelle wieder ausschlägt. Der Ausschlag 
ist ein Beweis für die konische Gestalt der Drehachse und dem 
Winkel 6 gleich, den die Seite des Kegels mit dessen Achse bildet. 
Benutzt man blofs die Libelle zur Wagrechtstellung der Drehachse, 
so mufs dieser Winkel mit berücksichtigt werden, am bequemsten, 
indem man die feste Libelle so justiert, dafs bei ihrem Einspielen 
die Visierebene lotrecht wird. Winkel 6 ist eine sehr beständige 
Gröfse und braucht nur selten neu bestimmt zu werden. 


$. 121. 


Zubehör zu Mefstisch und Kippregel. Ein Wachstuch- 
überzug für die Melstischplatte ist unbedingt nötig, ein solcher 
für die Kippregel wenigstens erwünscht, zum Verhüllen derselben 
bei vorübergehendem Regen, da ein Schirm allein nicht genügt, 
und zum Transport von Stand zu Stand. Staubpinsel, Schrauben- 
zieher und Stift für die Korrekturschräubchen pflegen in dem 
Kippregelkasten mitgeführt zu werden, woselbst man auch die Li- 
belle zum Horizontieren des Mefstisches unterbringt, sowie den 
Senkel oder an dessen Stelle die Lotgabel. 

Um den Mefstisch zu beschatten oder bei leichtem Regen zu 
bedecken, benutzt man einen grofsen Schirm, der mittels Hülse 
oder Schraubengewinde an einen starken Stock mit eisernem Schuh 
befestigt werden kann. Der Stock ist oben durch einen Metall- 
ring verstärkt und wird durch einen Schlägel fest in den Boden 
getrieben. Damit der Wind den Schirm nicht umreifst, versieht 
man drei Spangen desfelben am Ende mit Ösen und spannt von da 
aus erforderlichenfalls Schnüre nach drei Pflöckchen mit Ringen, 
welche in den Boden geschlagen werden. 

An Zeichenmaterial ist mitzuführen: ein sehr harter Bleistift, 
meifselartig geschärft, um bei langsamer Abnutzung der Schneide 
sehr feine Linien längs der Linealkante ziehen zu können. Ein 
weicherer Bleistift mit Spitze zum Anschreiben von Ziffern und 
Buchstaben, sowie zum Zeichnen aus freier Hand. Eine Feile zum 
Spitzen der Bleistifte, Reibgummi. Eine Pikiernadel zum Ein- 
stechen der Stationspunkte, am besten eine ganz feine englische 
Nähnadel mit Siegellackkopf (gegen Verlieren am Rock zu tragen). 


22* 
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Ein oder zwei Zeichendreiecke von Holz oder Hartgummi. Ein 
prismatischer Mafsstab, bis auf Millimeter geteilt, oder an dessen 
Stelle ein Transversalmafsstab auf Metall oder Holz nebst Zirkel. 
Obwohl zur Vermeidung der vielen Zirkelstiche der prismatische 
Mafsstab vorzuziehen wäre, greift man doch bei unbequemen Ver- 
jüngungsverhältnissen lieber zu Transversalmafsstäben. 

Zur Beschleunigung der Arbeit beim Örientieren des Mefs- 
tisches bedient man sich mitunter der Orientierbussole, von welcher 
nebenstehende Tafel IV eine Vorstellung giebt. Bei einer bestimm- 
ten Orientierung des Bussolenkästchens, welche für ein ausgedehn- 
tes Gebiet und für längere Zeit nahezu dieselbe ist, spielt die 
Magnetnadel ein, d. h. deutet sie auf den Nord- und Südpunkt 
der beiden Skalen, welche im Innern des Kästchens angebracht 
sind. Dieses läfst sich, wie man sieht, auch mit der Kippregel 
der Tafel IV durch zwei Schräubchen fest verbinden, und zwar 
zwischen der Fernrohrtragsäule und dem vorderen Handgriffe. 
Zieht man bei orientiertem Mefstische und bei einspielender Magnet- 
nadel eine feine Linie längs der Seite des Kästchens oder, wenn 
es auf der Kippregel ruht, längs der Linealkante, so braucht man 
nur zu jeder neuen Orientierung die Kante an dieselbe Linie ge- 
nau anzulegen und die Nadel wieder einspielen zu lassen. Indessen 
läfst sich mit der kurzen, stets etwas schwankenden und gewissen 
periodischen Abweichungen vom mittleren magnetischen Meridian 
unterworfenen Magnetnadel der Tisch bei weitem nicht so genau 
orientieren als mittels der Kippregelvisur in einer Richtung, welche 
auf dem Mefstische durch Anschnitte festgelegt ist. Die Bussolen- 
orientierung kann daher bei genauen Arbeiten nur als eine vor- 
läufige gelten, zur Ersparnis einiger Zeit, welche man ohne sie auf 
das Suchen nach den Objekten verwenden würde. Eine wichtigere 
Aufgabe erfüllt die Bussole bei topographischen Mefstischaufnahmen 
und den hierbei gebräuchlichen Methoden des Stationierens. 

Das Hütchen der Magnetnadel einer guten ÖOrientierbussole 
ist mit einem Achat versehen, welcher auf der Stahlspitze des 
Kästchens ruht. Um diese nicht zu sehr abzunutzen, wird die 
Nadel nach dem Gebrauche gehemmt (arretiert), was hier durch 
einen Hebel geschieht, dessen eines Ende die Stahlspitze umfalst 
und die Nadel emporhebt, sobald sein anderes Ende aufsen durch 
das excentrische Scheibchen mit Knopf niedergedrückt wird. Das 
Kästchen ist durch einen Glasdeckel verschlossen. Man pflegt die 
Nadeln von Orientierbussolen nicht länger als etwa 20cm zu ma- 
chen, da erfahrungsgemäls eine gröfsere Länge die Genauigkeit 
der Nadelangabe nicht mehr erhöht. Aufser der Magnetnadel und 
der Stahlspitze, auf der sie ruht, sind die übrigen Metallteile des 
Kästchens, ferner der Kippregel, mit welcher dasfelbe verbunden 
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werden soll, sowie des Mefstischstatives, von nicht magnetisierbaren 
Metallen angefertigt, und man mufs beim Gebrauche der Bussole 
sich hüten, Stahl oder Eisen (Taschenmesser, Uhr- und andere 
Schlüssel, Bleistiftfeilen u. dergl.) in den Wirkungsbereich der 
Magnetnadel zu bringen *). 


$. 122. 


Das Stationieren. Sowohl auf dem Felde wie auf dem Mefs- 
tische müssen, entweder von vornherein oder im Laufe der Arbeit, 
mit besonderer Sorgfalt die Standpunkte (Stationen) des Mefstisches 
bestimmt werden, von welchen aus die Aufnahme des Details der 
Situation erfolgen soll. Diese Arbeit nennt man das Stationieren. 
Beim Feldmessen sind folgende drei Arten des Stationierens ge- 
bräuchlich und zulässig: das Stationieren durch Vorwärtsvisur und 
Abmessen, das Vorwärtsabschneiden, das Seitwärtsabschneiden. Sie 
unterscheiden sich von den später vorzutragenden Methoden da- 
durch, dafs die genannten drei gestatten, den Mefstisch auf der neu 
bestimmten Station nach einem schon vorhandenen Visierstrahl zu 
orientieren. Um die Vorteile, welche diese Möglichkeit bietet, 
auszunutzen, werden alle Visierstrahlen nach neuen Stationen. nicht 
blofs da gezogen, wo etwa auf dem Tische der neue Punkt hin 
zu liegen kommt, sondern es werden zugleich an beiden Rändern 
des Tisches, welche der Visierstrahl trifft, sogenannte Anschnitte 
gezogen und deutlich bezeichnet. Beim Orientieren auf der neuen 
Station wird nun die Kippregel an diese Anschnitte scharf ange- 
legt und auf diese Weise ein möglichst langes Stück des Visier- 
strahls benutzt, um sicher zu sein, dafs die Linealkante so genau als 
möglich wieder die Richtung auf dem Tische bezeichnet, welche sie 
zuvor einnahm, die Vorbedingung dafür, dafs die Figuren auf dem 
Tischblatte in beiden Stationen eine parallele Lage erhalten **). 

Das Stationieren durch Vorwärtsvisur und Abmessen (Fig. 126). 
Wenn die Standpunkte A und B auf dem Mefstische in a und b 


*) Tafel IV zeigt neben anderen, später zu erörternden Zugaben die 
Kippregel mit einem Parallellineal versehen, um das Anlegen der Regel an 
den Stationspunkt während der Visur nach dem Ziel, bei der Detailaufnahme 
wenigstens, zu sparen und durch nachträgliches Anlegen der Parallelschiene 
zu ersetzen. Der entstehende Excentrizitätsfehler ist unerheblich; damit 
aber das Parallellineal als solches gut wirken kann, bedarf es der sorgfältig- 
sten Ausführung. 

**) Um jeden festgelegten Standpunkt wird mit Bleistift auf dem Mefs- 
tisch ein Kreischen gezogen und durch ein solches Kreischen hindurch keine 
andere Linie mehr geführt, damit der Standpunkt stets deutlich bleibe. Bei 
anderen als Visierstrahlen nach Standpunkten sind die Anschnitte nicht er- 
forderlich. 
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festliegen und ein dritter C bestimmt werden soll, der jedoch 

nur von A, nicht von B aus sichtbar ist, so. stelle man den 

Mefstisch über A auf und orientiere nach ab, visiere von A nach 
C, messe A C ab, trage 
das verjüngte Mafs 
dafür auf den Visier- 
strahll «ac, wodurch 
man c als den ver- 
langten Punkt erhält. 
Bei der Aufstellung 
über C orientiert man 
nach ca. Eine Kon- 

A trolle der Arbeit ist 

B hier vorerst nicht ge- 
‚geben. 

Das Vorwärtsabschneiden (Fig. 127). Ist der aufzunehmende 
Standpunkt C von beiden festgelegten Standpunkten A und B aus 
sichtbar, so verfahre man in A wie zuvor; statt aber ÁC abzu- 
messen, versetze man den Mefstisch nach B, orientiere nach ba 


Fig. 126. 


nQ 


Fig. 127. 


und visiere von B nach C. Der Schnittpunkt C der beiden neuen 
Visierstrahlen ist das Bild des Punktes C und wird mit der Pi- 
kiernadel fein eingestochen. 

Zur Kontrolle kann man den Melstisch über C aufstellen, nach 
ca orientieren und prüfen, ob der Visierstrahl cb auf B trifft. 

Das Seitwärtsabschneiden (Fig. 128 a. f. S.). Sind die Standpunkte 
A und B auf dem Mefstisch festgelegt und soll C bestimmt werden, 
ohne dafs B besucht wird, so stelle man den Tisch über A auf, 
orientiere nach ab und ziehe den Visierstrahl von a nach ©. Jetzt 
wird der Mefstisch nach C übertragen, das verjüngte Mals von 
AC vorläufig abgeschätzt, der hierdurch bestimmte Punkt c, über 
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C*gebracht und nach cya orientiert. Man legt nun die Kippregel 
an b an, visiert nach B und zieht den Visierstrahl von b aus rück- 
wärts. Fällt der Schnittpunkt c der beiden neuen Visierstrahlen 
nicht mehr als etwa lcm von c, weg, so kann man Winkel acb 
= ACB, folglich e als endgültiges Bild von C annehmen, der 
Mefistisch ist somit über C richtig aufgestellt und orientiert. An- 
dernfalls mülste e wie c, als vorläufiges Bild von C betrachtet 


Fig. 128. 


und das endgültige nach einer kleinen Verschiebung des Me'fstisches 
neu bestimmt werden. 

Durch eine Aufstellung in B würde die Arbeit kontrolliert. 
Da aber der Vorteil des Seitwärtsabschneidens eben in der Um- 
gehung von B liegt, so sucht man sich durch Seitwärtsabschneiden 
nach noch anderen Punkten als B zu kontrollieren. Man wird 
z. B., wenn aufser B auch D auf dem Tische gegeben, über d 
nach D visieren und zusehen, ob der rückwärts gezogene Visier- 
strahl durch e geht. Daher pflegt man das Seitwärtsabschneiden 
mit Erfolg erst anzuwenden, wenn bereits eine gröfsere Zahl von 
Punkten auf dem Melstische festgelegt ist. 

Zum Stationieren des Melstisches in einem neuen Punkte Ọ 
sind beim Vorwärtsabschneiden drei, beim Seitwärtsabschneiden 
nur zwei Mefstischaufstellungen nötig. Am meisten Mühe macht 
das Stationieren durch Vorwärtsvisur und Messen, wobei aufser 
zwei Melstischaufstellungen eine Längenmessung erfordert wird. 

Methoden des Stationierens, welche nur eine Mefstischauf- 
stellung ohne Längenmessung erfordern, gehören nicht hierher, 
weil es unmittelbar einleuchtet, dafs bei solchen eine Orientierung 
mit Hilfe von Anschnitten nicht zulässig, die Genauigkeit der 
Orientirung also nicht die gröfstmögliche ist, Das Nötige über 
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diese Methoden, über das sogenannte Rückwärtseinschneiden, wird 
bei der topographischen Aufnahme nachgetragen *). 


$. 123. 


Triangulation und Polygonaufnahme mittels des Mefs- 
tisches. Um für die Mefstischaufnahme von vornherein eine 
sichere Grundlage zu gewinnen, wird in ziemlich gleichmäfsigen 
Abständen über dem ganzen Melsgebiet eine Anzahl von Punkten 
mit Sorgfalt auf dem Tische festgelegt. Die’ abgebildete Figur 
soll derjenigen, welche die Feldpunkte bestimmen, soweit ähnlich 
sein, dafs, wenn man bei orientiertem Mefstische von irgend einem 
Standpunkte aus die Visierstrahlen nach allen übrigen, sofern 
dieselben sichtbar, zieht, alsdann die entsprechenden Punktbilder 
richtig getroffen werden. Man nennt die Aufnahme dieser Haupt- 
punkte, da sie meistens durch Vorwärtsabschneiden, also durch 
Dreieckskonstruktion erfolgt, Triangulation, Netzlegung; das System 
der Hauptpunkte und der sie verbindenden Dreiecksseiten das 
Dreicksnetz. 

Es ist nicht eben nötig, dafs das Dreiecksnetz schon alle 
Standpunkte enthalte, die während der Detailarbeit etwa einzu- 
nehmen sein werden. Man behält sich vielmehr vor, das Netz 
später beliebig zu verdichten und auf bequeme Weise, namentlich 
durch Seitwärtsabschneiden neue Standpunkte beizufügen. Für 
das Dreiecksnetz wählt man einstweilen solche Standpunkte aus, 
welche eine weite Übersicht gewähren und sich untereinander 
durch nahezu gleichseitige Dreiecke verbinden lassen. Man be- 
schränkt sich aber nicht auf Standpunkte allein, sondern zieht auch 
solch? Objekte in das Netz, welche lediglich als Signale dienen 
können, Kirchtürme und dergleichen; es geschieht dies namentlich, da- 
mit es später bei Anwendung des Seitwärtsabschneidens an Kon- 
trollsgnalen nicht fehlt. Das ursprüngliche Dreiecksnetz soll wo 
möglch keinen Punkt enthalten, der nicht kontrolliert ist. Nun 
ist fir das Festlegen eines isolierten Standpunktes das Seitwärts- 
absclneiden die rascheste Methode, für die Aufnahme mehrerer 
Punkte zugleich aber das Vorwärtsabschneiden. Eine dabei an- 
wendbare Kontrolle ist, aufser der Aufstellung und Orientierung 
über dem neu bestimmten Punkte, das Anschneiden desselben von 
mehr als zwei bereits festliegenden Standpunkten aus. Treffen 
sich lie Visierstrahlen nicht unter zu spitzen Winkeln und gehen 


*) In manchen älteren Schriften wird das Stationieren mittels Vorwärts- 
visur und Messen Seitwärtsabschneiden genannt, und das, was hier durch 
letzteres Wort bezeichnet wurde, Rückwärtseinschneiden. 
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sie sämtlich durch einen Punkt, so ist ein Besuch des so festge- 
legten Punktes (vor der Detailaufnahme) überflüssig; bei unzu- 
gänglichen Signalpunkten ist man ohnehin auf diese Art der 
Kontrolle angewiesen. Allzu schiefe Schnitte sind solche, bei 
welchen die beiden Visierstrahlen sich unter weniger als 30° treffen, 
in welchem Falle die Lage des Punktbildes in der Richtung der 
Strahlen nicht sicher genug bestimmt werden kann. 

Selten gewährt das Mefsgebiet allenthalben soviel Übersicht, 
als zu einer Triangulation mit dem Mefstische erforderlich ist. 
Da wo Wälder, bewohnte Orte, Parkanlagen etc. den Blick über 
das Erdreich beschränken, gewinnt man die wichtigsten Melstisch- 
stationen durch Polygonaufnahme. Durch fortgesetzte Anwendung 
des Stationierens mittels Vorwärtsvisur und Messen umspannt man 
einzelne Abschnitte bedeckten Terrains mit Polygonen, deren sämt- 
liche Winkel mit dem Mefstische aufgenommen und deren Seiten 
direkt gemessen sind (Fig. 129). Man orientiert z. B. in A nach 


Fig. 129. 


Ceu 


einer schon durch Triangulation festgelegten Linie AM, visiert B 
an, mifst AB, stationiert den Mefstisch darauf in C u. s. w., bis 
er zuletzt wieder in Á stationiert wird, wo nach dem Örientieren 
nach A@ die Vorwärtsvisuren AB und AM wiederholt werden. 
In C und F wird man aufserdem die Gelegenheit einer Durch- 
sicht benutzt und zur Kontrolle die gegenseitigen Visuren ge- 
nommen haben. Wenn die ganze Aufnahme fehlerfrei stattge- 
funden hat, so können an die Seiten eines Polygons neue Stationen 
durch Triangulation angeschlossen oder, wenn dies nicht beab- 
sichtigt wird, die Detailpunkte der Situation entweder mit dem 
Mefstische oder mittels Koordinaten auf die Polygonseiten bezogen 
werden. 

Es wird immer möglich sein, die Längenmessung der Polygon- 
seiten so genau auszuführen, dafs die übrigbleibenden Fehler in 
dem Mafsstabe der Zeichnung verschwinden, dafs also das Polygon 
zum Abschlufse käme, wenn keine Winkelfehler gemacht würden. 
Die unvermeidlichen Fehler der Winkelaufnahme jedoch können 
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sich derart anhäufen, dafs in Fig. 130 der Punkt «a und der 
Visierstrahl @'b’ nicht mit a und ab zusammentreffen, und es gilt 
nun, die begangenen Fehler so auszugleichen, dafs die Figur sich 
schliefst und dabei der Vorteil, den die Anschnitte bei der Orien- 
tierung gewähren, möglichst gewahrt bleibt. Andernfalls ist das 
Anschliefsen neuer Standpunkte an einzelne Polygonseiten, das 
ohnehin nur mit Beschränkungen geschehen darf, ganz unzulässig. 

Hat es sich so getroffen, dafs a'b' gegen ab um den kleinen 
Winkel @ nach links gedreht erscheint, wobei wir zunächst an- 
nehmen wollen, dafs die Durchsichten cf’ und fc’ nicht erfolgt seien, 


Fig. 130. 


so ist es das Einfachste und völlig ausreichend, jeden der n Polygon- 
winkel um o : n zu verkleinern. Es geschieht dies dadurch, dafs 
wir die Polyg gonseite ab um ọ : n, die Seite be um 2p : n u. s. W., 
zuletzt die Seite ga' um &@ nach rechts drehen. Wir visieren zu 
dem Ende, nachdem die Kippregel an a'b' gelegt wurde, auf einen 
Mafsstab, der in gehöriger Entfernung vom Mefstisch, einige 
hundert Meter weit, quer gelegt wird. Wenn durch Drehung der 
Mefstischplatte die Visur auf der Nullmarke des Mafsstabes ein- 
steht, legen wir die Kippregel an ab an, lesen ab und dividieren 
die Ablesung ® durch n. Nun wird das Mefstischblatt gedreht, 
bis die Nullmarke der Skala von der Visierlinie getroffen wird, 
geklemmt, von a aus ein Visierstrahl mit Anschnitten gezogen, 
` wobei die Ablesung ® : n an der Skala des Mafsstabes erscheint, 
sodann das Mafs ab auf den neuen Visierstrahl getragen und 


damit ein neuer Punkt (b) gewonnen. 
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Jetzt legen wir die Kippregel an be, drehen den Tisch und 
visieren die Nullmarke an, klemmen, ziehen von (b) aus einen 
neuen -Visierstrahl mit den Anschnitten, wobei 2® : n als Ablesung 
erscheinen muffs, tragen be auf denselben auf und erhalten den 
neuen Polygonpunkt (c)*). So wird fortgefahren, bis zuletzt ein 
Polygonpunkt (a) gewonnen wird, der mit a zusammenfallen soll. 
Thut er es nicht, so sehe man zunächst zu, ob kein grober Fehler 
beim Auftragen der verjüngten Mafse der Polygonseiten begangen 
ward, und wenn dies nicht der Fall, ob die direkte Messung der 
Seiten richtig erfolgte, namentlich derjenigen, welche der Richtung 
der Verbindungslinie a(a) nahezu parallel laufen. 

Ist a(a) das Aggregat zufälliger Fehler des Längenauftrags, 
so kann es nicht mehr betragen, als der Fehler einer Länge, die 
auf dem Zeichenbrett aus kleinen Stücken zusammengesetzt wird, 
gegenüber dem Gesamtmafs, das man direkt dem Mafsstab ent- 
nimmt; denn es wird hier vorausgesetzt, dafs die zufälligen Fehler 
der Längenmessung in dem verjüngten Mafsstabe der Zeichnung 
verschwinden, was durch geeignete Wahl der Mefswerkzeuge immer 
erreicht werden kann. Man suche den Punkt (d) auf, welcher 
von a in der Richtung a(a) am entferntesten liegt und beseitige 
die Hälfte des Schlufsfehlers a(a), indem man diejenigen Polygon- 
seiten von a bis (d), welche nahezu parallel a(a) laufen, etwas 
vergröfsert; um die andere Hälfte zu tilgen, verkleinere man die- 
jenigen Seiten zwischen (d) und (a) ein wenig, welche mit a(a) 
nahe einerlei Richtung haben. Durch dies Verfahren wird eine 
geringe Parallelverschiebung einzelner Polygonseiten erforderlich ; 
um sie genau auszuführen, lege man die Kippregel an die An- 
schnitte der betreffenden Seite, visiere durch Drehen des Tisches 
nach einem entfernten Objekt, klemme und lege die Kippregel 
an den neuen Endpunkt der vorhergehenden Seite an, dasfelbe 
Objekt anvisierend. Sodann ziehe man die neue Polygonseite 
nebst Anschnitten und trage das verlangte Mafs auf ihr ab. 

Ist a(a) zu grofs als dafs es sich durch Zeichenfehler beim 
Auftragen der verjüngten Mafse erklären liefse, so mufs, da zu- 
fällige Längenmessungsfehler durch die Art der Arbeit ausge- 
schlossen sein sollen, angenommen werden, dafs gröbere Fehler 
der Winkelmessung sich zufällig nahezu kompensiert haben. Dann ist 
die ganze Polygonaufnahme zu wiederholen, was zweckmälsig auf 
dem umgekehrten Wege geschieht. Man erkennt aus dieser ganzen 
Auseinandersetzung, von wie grolsem Wert es ist, Polygonauf- 


*) Man erkennt leicht, dafs die jedesmal begangene Vernachlässigung 
in bezug auf die Lage des Scheitelpunktes der Polygonwinkel unwesent- 
lich ist, 
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nahmen mit dem Mefstische von vornherein sorgfältig und möglichst 
fehlerfrei auszuführen. — Wäre aa’ das Resultat eines Winkelfehlers, 
so würde, wie leicht zu beweisen, die Normale, welche aa’ halbiert, 
zugleich den Polygonpunkt treffen, auf dem der Fehler begangen 
ward. 

In Fig. 130 ergeben die beiden Bindelinien cf’ und fo eine 
Richtungsdifferenz Y, welche nur innerhalb des Viereckes edef 
entstanden sein kann, innerhalb desfelben also auch beseitigt 
werden mufs. Man verändere daher zunächst die Seitenazimute 
des Vierecks um 1/, Y, 2/%.... und verteile den noch verbleibenden 
Rest des Schlufsfehlers wie oben, aber nur auf die noch nicht 
gedrehten Seiten, so dafs in unserer Figur das bereits ausgeglichene 
Viereck edef mit be nur noch als Ganzes zu drehen ist. Selbst- 


Fig. 130. 


verständlich wird man die Seiten ed, de, ef nicht zweimal drehen, 
sondern, wieder mit Hilfe eines Mafsstabes, $ und y messen und 
die anzubringenden Korrekturen für jede Polygonseite berechnen. 
Hiernach wird wie früher ein Punkt (a) gewonnen und die weitere 
Behandlung des Abstandes a(a) ist der obigen gleich. 

Durchsichten gewähren den Vorteil einer stellenweisen Kon- 
trolle des Polygons. Je mehr derselben vorhanden sind, desto 
weniger leicht können grobe Winkelfehler sich unbemerkt kom- 
pensieren etc. 

Hier wurde beständig vorausgesetzt, dafs das Polygon einen 
Teil der Mefstischtriangulation zu vertreten habe, dafs demzufolge 
bei der Detailarbeit noch andere Standpunkte an die Polygon- 
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punkte anzuknüpfen seien. Wenn darauf verzichtet wird, wenn 
namentlich die Polygonseiten nur als Abseissenlinien zur Koor- 
dinatenaufnahme dienen sollen, so kann die Ausgleichung des 
Schlufsfehlers einfacher erfolgen, weil man dann der Anschnitte 
zur Orientierung des Mefstisches nicht bedarf. In Fig. 130 kann 
z. B. der Fehler aa’ dadurch ausgeglichen werden, dafs man Par- 
allele zu aa’ durch alle Polygonpunkte zieht und auf ihnen in 
der Richtung a'a, von a,b,c .... « ausgehend, der Reihe nach die 
Strecken 0, d'a:n, 2da:n, 3da:n.... aa abträgt; die End- 
punkte der Strecken sind als die Ecken des ausgeglichenen Po- 
lygons zu betrachten. 


$. 124. 


Detailaufnahme mit dem Mefstisch. Der Ausführung in $. 116 
entsprechend werden die Detailpunkte der Situation aufgenommen 
durch Vorwärtsvisur von dem einen und Abschneiden von einem 
anderen Standpunkte aus; zur Kontrolle erhält jeder so bestimmte 
Detailpunkt noch einen dritten Schnitt von einem dritten Mefs- 
tischstandpunkte her. Die Schnitte von zwei Kombinationen je 
zweier Strahlen sollen dabei unter Winkeln von wenigstens 30° 
erfolgen. 

Demgemäfs ist das Dreiecksnetz, welches von vornherein 
über das ganze Mefsgebiet gelegt wurde, um den Zusammenhang 
der Detailmessungen zu ermöglichen, nunmehr entsprechend zu 
verdichten, am bequemsten während der Detailaufnahme selbst 
durch Seitwärtsabschneiden; doch werden auch die übrigen Sta- 
tionierungsmethoden des $. 122 stellenweise zur Anwendung kommen. 

Um rasch zu einem übersichtlichen Bilde der Gegend zu 
gelangen, wird man in den weniger bedeckten Teilen derselben 
mit der Aufnahme des Details beginnen. So läfst sich schon von 
aufsen her mancher Stützpunkt für die schwierigere Aufnahme 
der bedeckten Terrainteile gewinnen und mancher Vorteil wahr- 
nehmen, der dem Aufnehmenden entgeht, wenn er seine ganze 
Aufmerksamkeit sofort auf die Überwindung grofser technischer 
Schwierigkeiten verwendet. 

Die Aufnahme der Detailpunkte erfolgt gruppenweise. Man 
pflöckt nur soviele derselben aus, als man in einer Arbeitsperiode 
ohne Unterbrechung von drei Standpunkten aus festlegen kann. 
Vor Beginn der eigentlichen Mefstischarbeit begeht man das 
Terrain, soweit es gegen drei Mefstischstandpunkte günstig liegt, 
entwirft eine Skizze der Situation, wählt die aufzunehmenden 
Detailpunkte aus und trägt ihre Nummern in dem Handrifs in 
der Reihenfolge ein, in welcher die Punkte abgepflöckt werden. 
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Zum Auspflöcken bedient man sich derselben Nummerierpflöckchen, 
welche auch bei der Polygonaufnahme als Beipfähle dienen können: 
flacher, unten zugespitzter, mit einer laufenden Nummer in schwarzer 
Ölfarbe bezeichneter Pflöcke, welche durchlocht sind und an einer 
Schnur getragen werden. Man schlägt sie mit einem hölzernen 
Hammer nur so tief ein, dafs die Nummer noch deutlich sichtbar 
und demjenigen zugekehrt ist, der die Pflöcke der Reihe nach 
wieder aufsucht. 

Die Anzahl der Detailpunkte richtet sich offenbar nach der 
Anzahl der Brechungspunkte der Situation und nach der Wichtig- 
keit der aufzunehmenden Linien, sie ist aber auch von dem 
Mafsstabe der Aufnahme nicht unabhängig. Je kleiner dieser ge- 
wählt ist, desto mehr wird man darauf verzichten müssen, Einzel- 
heiten anzudeuten, welche bei einem gröfseren Mafsstabe nicht 
fehlen dürfen, und desto eher wird es gestattet sein, zwischen 
zwei Punkte, welche durch drei Visierstrahlen sorgfältig auf dem 
Tischblatt festgelegt wurden, andere nach einfacheren Mefsmethoden 
einzuschalten. 

Nach dem Auspflöcken einer passenden Anzahl von Detail- 
punkten stellt man den Mefstisch auf, visiert sie sämtlich an, indem 
man den Mefsgehilfen mit einem Visierstabe von der ersten bis 
zur letzten Nummer schickt und zuweilen, etwa bei jeder zehnten, 
die Nummernfolge kontrolliert. Die Visierstrahlen werden ohne 
Anschnitte, also nur dort gezogen, wo die Lage des Detailpunktes 
erwartet wird, und mit der Nummer des letzteren bezeichnet. 
Um jeder Verwechselung vorzubeugen, setzt man die Nummer 
entlang dem Strahl und hart auf die Linie auf. Vor dem Verlassen 
des Standpunktes wird die Mefstischorientierung nochmals geprüft. 
Zeigt sie sich verändert, so verbessert man sie und wiederholt alle 
Visuren in umgekehrter Reihenfolge, bis man wieder auf die- 
jenigen trifft, welche bei richtig orientiertem Mefstische genommen 
waren. 

Auf dem zweiten Standpunkte werden die ausgepflöckten 
Punkte abermals in der Ordnung der laufenden Nummern anvisiert 
und die Visierstrahlen gezogen, und zwar nur da, wo die zuge- 
hörigen ersten Visierstrahlen geschnitten werden. Um die Schnitt- 
punkte kenntlich zu machen, umgiebt man sie sofort mit einem 
Kreischen. Erst nachdem sie durch einen zweiten Schnitt vom 
dritten Standpunkte her bestätigt worden, drückt man sie mittels 
eines harten spitzen Bleistiftes oder mittels der Pikiernadel etwas 
tiefer ein und setzt dem Kreischen die Nummer bei. Sowohl bei 
dem zweiten als bei dem dritten Mefstischstandpunkte ist, ehe 
man den Tisch weiterträgt, dieselbe Vorsicht wie bei dem ersten 
zu gebrauchen, nötigenfalls dasfelbe Berichtigungsverfahren anzu- 
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wenden. Ungenügende Schnitte der drei Visierstrahlen eines 
Detailpunktes machen die Kontrolle auf allen drei Standpunkten 
erforderlich, wobei man natürlich mit dem dritten beginnen 
wird. 

Sollten wider Erwarten einzelne Detailpflöcke nicht von 
allen drei Standpunkten aus sichtbar sein, so wähle man noch 
einen vierten aus, oder verschaffe sich anderweitige Kontrollen. 
Übrigens verzichtet man meistens darauf, alle Detailpunkte mittels 
dreier Visierstrahlen festzulegen. Diejenigen, welche den Mefs- 
tischstandpunkten zunächst liegen, lassen sich vielmehr einfacher 
durch Vorwärtsvisur und Messen gewinnen, für entfernter gelegene 
muls in vielen Fällen eine förmliche Koordinatenaufnahme statt- 
finden, wobei die Abscissen entweder auf der Verbindungslinie 
zweier Detailpunkte oder selbst zweier Standpunkte gemessen 
werden, und zur Absteckung der Ordinaten häufig nicht einmal 
ein Winkelspiegel erforderlich ist, wenn man sie nämlich klein 
genug zu machen sucht. Wo man zum Einlegen von Polygonen 
in das Dreiecksnetz gezwungen war, da pflegt auch von einzelnen 
Polygonseiten aus eine derartige Koordinatenaufnahme unumgäng- 
lich zu sein. Baulichkeiten endlich, deren Rückseiten und Hofräume 
oft von keinem Mefstischstandpunkte aus sichtbar werden, nimmt 
man für sich so auf, dafs sie aus den Längenmafsen konstruiert 
werden können. Ihre Lage auf dem Tischblatt wird aufserdem 
noch durch die Aufnahme von zwei oder drei Gebäudeecken nach 
Art des übrigen Melfstischdetails bestimmt. 

Zur Aushilfe bei der Detailaufnahme können auch folgende 
Verfahren dienen. a) Man visiert eine Reihe von Punkten, welche 
entlang einem bereits festgelegten Visierstrahl zerstreut sind, sämtlich 
an, benutzt den letzteren als Abscissenlinie und begnügt sich, auf 
ihm die Fufspunkte der Ordinaten einzumessen. Die Endpunkte 
der Ördinaten ergeben sich durch Konstruktion auf dem Mefs- 
tische mit Hilfe der gezogenen Visierstrahlen. b) Wenn die 
Visierstrahlen nach einer Reihe von Detailpunkten die Verbin- 
dungslinien dieser Punkte, von denen einer bereits festliegt, unter 
spitzen Winkeln schneiden, so kann aus den Visierstrahlen und 
den gegenseitigen Punktabständen auf dem Tischblatt die Lage 
der Punkte konstruiert werden. 

Manche andere Hilfsmittel der Punktbestimmung wird der 
Aufnehmende sich ausdenken, jedoch nicht ohne zu erwägen, ob sie 
im einzelnen Falle ihm die erforderliche Gewähr der Genauigkeit 
bieten. Er wird namentlich dann Kontrollen der Arbeit suchen, 
wenn, wie bei dem letztgenannten Verfahren, die Aufnahme eines 
Punktes sich auf die des anderen stützt, Fehler der Aufnahme sich 
also übertragen. 
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Sobald die Aufnahme von einer Gruppe Detailpunkte vollendet 
ist, zieht man sogleich auf dem Felde die Linien der Situation aus, 
welche durch jene Punkte festgelegt sind, damit das entstehende 
Bild unmittelbar mit der Natur verglichen und Fehlendes rechtzeitig 
ergänzt werden kann. Dafs sich die Zeichnung nicht verwische, 
zieht man ihre Linien mit einem ganz harten Bleistift fein, aber mit 
festem Druck auf das Papier aus. Bei längerer Dauer der Auf- 
nahme empfiehlt es sich, die vollendeten Teile von Tag zu Tag in 
guter Tusche nachzuziehen. 


$. 125. 


Genauigkeit der Mefstischaufnahme. Sie wechselt aufser- 
ordentlich mit der Güte des Apparats, und in noch höherem Mafse 
mit der Einsicht, Übung und Gewissenhaftigkeit des Beobachters. 
Daraus erklärt sich denn die sehr verschiedene Beurteilung des 
Mefstisches: während einige ihn als unbrauchbares und veraltetes 
Mefsgerät in die Rumpelkammer verweisen, dient er anderen bei 
ganz feinen Arbeiten. So hat der österreichische Generalstab mit 
Mefstischen, deren Blätter mit einer mattgeschliffenen Glastafel als 
Unterlage des Papiers bedeckt waren, die Detailtriangulation ganzer 
Landstriche ausgeführt, das aufgenommene Dreiecksnetz sodann in 
gröfserem Mafsstabe auf die Mefstischblätter gewöhnlicher Art, welche 
für die Detailaufnahme bestimmt waren, übertragen. 

Es ist zunächst ersichtlich, dafs die Genauigkeit des einzelnen 
Visierstrahles nicht so sehr von der Güte des Fernrohrs der Kipp- 
regel abhängt, als von der Sorgfalt, mit welcher die Anschnitte an 
den Rändern des Tischblattes gezogen werden, und von der Länge 
des Visierstrahles. Angenommen, beim Wiederanlegen der Lineal- 
kante an die Anschnitte beginge das Auge Unsicherheiten, welche 
zusammengenommen der mittleren Verschiebung eines Linealendes 
um 0,l mm gleichkämen, so entspräche das einer mittleren Un- 
sicherheit ọ in der Richtung des Visierstrahles von 


Qies 2 -206 265- Sekunden . . ... 
wenn r die Länge des Strahls in Millimetern von Anschnitt zu An- 
schnitt ist. Im günstigsten Falle, nämlich bei sehr grofsen Dimen- 
sionen des Mefstischblattes, wird r nicht leicht über 800mm betragen 
(schon weil man die Lineale ungern länger macht), demnach im 
allgemeinen, seinem absoluten Werte nach, ọ > 25” sein. Diesem 
Fehler gegenüber ist der Fehler der Fernrohrvisur nach $. 30 selbst 
dann noch ohne wesentliche Bedeutung, wenn auch blofs fünffache 
Vergröfserung angewandt wird. 
Vogler, Praktische Geometrie, 23 
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Offenbar mufs man den Fehler ọ bei jeder Orientierung des 
Mefstisches befürchten. Um unabhängig von Annahmen den mitt- 
leren Orientierungsfehler zu bestimmen, wurde aufser der Kippregel 
ein Theodolit auf den Mefstisch gestellt, die erstere, an zwei feinen 
um r = 700 mm voneinander entfernten Anschnitten liegend, auf 
ein entferntes Ziel gerichtet, der letztere nach erfolgter Orientierung 
auf ein anderes, und die Skala des Schätzmikroskops über dem 
Limbus auf Minuten und Zehntelminuten abgelesen. Nach wieder 
geöffneter Klemme wurde das Anlegen der Kippregel sowie die 
Orientierung des Tischblattes erneuert, die Skala nochmals abgelesen 
und so aus neun unabhängigen Versuchen folgende in Minuten 
angegebene Ablesungen I erhalten: 


I II III 
10,00 — 0,03 0,0009 
10,10 — 013 0,0169 

9,80 au 0,0289 
9,95 + 0,02 0,0004 

9,45 + 0,52 0,2704 
9,80 + 0,17 0,0289 
10,40 948 0,1849 
10,35 — 0,38 0,1444 

9,85 + 0,12 0,0144 
89,70 + 0,03 0,6901 


Das arithmetische Mittel der Ablesungen ist: 
ENTO 91997; 


Spalte II giebt die übrigbleibenden Fehler der Beobachtungen, 
III deren Quadrate. Aus der Summe derselben berechnet sich der 
mittlere Fehler u einer Beobachtung: 


u? == 0,6901 : 8 = 0,08626 
u = + 0,294 Minuten 
oder + 17,6 Sekunden. 


Dieses Resultat, an sich schon günstiger als die vorstehend ge- 
machte Annahme, wird noch übertroffen durch das von zwölf an- 
deren Beobachtungen, welche von denselben Beobachtern, zwei 
geschickten Geometern und Studierenden an der Akademie Poppels- 
dorf, ganz in gleicher Weise angestellt, aber bei besserer Beleuch- 
tung ausgeführt wurden. Sie ergaben u? = 0,0482; u = + 0,22’ 
= + 13,22”, Bei beiden Beobachtungsreihen ist u noch von dem 
Einflufs des Schätzungsfehlers am Mikroskop zu befreien, zu dessen 
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Bestimmung die zweite Reihe Gelegenheit gab, insofern beide Be- 
obachter unabhängig voneinander jede Mikroskopstellung ablasen. 
Die sich ergebenden Differenzen Ò zwischen beiden Ablesungen 
waren der Reihe nach, nebst ihren Quadraten: 


ò ö2 ô ô? 
0,00 0,0000 + 0,05 0,0025 
— 0,10 0,0100 + 0,10 0,0100 
+ 0,05 0,0025 + 0,05 0,0025 


— 0,05 00058  — 0,10 0,0100 
— 0,05 0,0025 0,00 0,0000 
+ 0,05 0,0025 0,00 0,0000 


SO — 0,045 "u? = 0,045 : 12 — 0,00375 
us = + 0,061 = m V2, 


wo unter u, der mittlere Schätzungsfehler des einzelnen Beobachters 
verstanden wird. Dem arithmetischen Mittel zweier Ablesungen 
haftet demnach der mittlere Fehler u : V2 = Y/;ug an ($. 81). Um 
den letzterwähnten Orientierungsfehler vom Schätzungsfehler zu 
befreien, haben wir nunmehr zu bilden: 


u? — 1/, ug? = 0,0482 — 0,0009 — 0,0473. 


Die Wurzel daraus ist + 0,217’ oder + 13,0”, also von den zuvor 
berechneten Werten kaum verschieden. Nebenbei findet man noch 
für u: 
u, = + 0,043 Minuten 
— + 2,60 Sekunden, 


als mittleren Fehler einer Mikroskopablesung. Da der mittlere 
Fehler einer Fernrohreinstellung am Theodolit nach $. 30 noch weit 
kleiner ist, so durfte man ihn füglich vernachlässigen; das Fernrohr 
der benutzten Kippregel hatte zwölffache, dasjenige des Theodolits 
achtzehnfache Vergröfserung, und die Versuche erfolgten bei gün- 
stigen Luftverhältnissen. 


Bei der Untersuchung, um wieviel ein Punkt, welcher durch 
Vorwärts- oder Seitwärtsabschneiden bestimmt wird, von seiner 
wahren Lage entfernt gefunden werden kann, betrachten wir vorerst 
den Mefstisch als richtig orientiert. Auch den Schnittwinkel @ der 
bestimmenden Visierstrahlen können wir, wenn die Vergröfserung 
des Fernrohrs ausreicht, als fehlerfrei betrachten. Jedoch kann beim 
Anlegen des Lineals an die Stationspunkte das Auge sich um die 
mittlere Strichdicke + Ö irren, und um ebensoviel beim Bezeichnen 

23* 
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des Schnittpunktes. + ô V 2 ist also das mittlere Mafs, um welches 
jeder der Visierstrahlen parallel verschoben gedacht werden kann. 
In Fig. 131 laufen parallel den wahren Lagen der Visierstrahlen 
I und IH die aus fehlerhafter Auffassung hervorgehenden in Ab- 
ständen v, und v,. Der Abstand Ss der beobachteten Punktlage 
von der wahren berechnet sich aus dem Dreieck STs, worin 
ST=v:sinp und Ts = v, : sing, nach der Formel: 


Bs? = cose? o (v2 + v, — 2vv,68P) . . . (2) 
Man überzeugt sich, dafs diese Formel allgemein, z. B. auch für Punkt 
so gilt, sobald wir das Vorzeichen von v mit der Lage der scheinbaren 
Visierlinie rechts oder links von der wahren wechseln lassen. Einen 
Durchschnittswert Om? von Ss? erhalten wir, indem wir die Durch- 


schnittswerte der Glieder der rechten Seite von (2) bilden. Zu dem 
Ende denken wir uns alle möglichen Werte jedes dieser Glieder mit 


Fig. 131. Fig. 132. 


der Wahrscheinlichkeit ihres Auftretens multipliziert, die Produkte 
summiert und durch die Summe der Wahrscheinlichkeiten des Glie- 
des dividiert. Als Durchschnittswert von v, oder v,? findet man 
offenbar das Quadrat der mittleren Verschiebung eines Visierstrahles, 
das ist 202. Bedenken wir sodann, dafs die Wahrscheinlichkeit 
eines Produktes + v, v, ebenso grofs ist wie die von — v, v„, so folgt, 


I 1-19 Me 


dafs die Durchschnittszahl von 2v, v, cos gleich Null wird. Somit: 


eine BF TOD) a .,5 a a) 
oder, wenn 6, = Ô, = Ô gesetzt werden darf: 
BER une nn A) 


Hieraus findet sich leicht, dafs Om seinen kleinsten absoluten Wert 
bei rechtwinkeligem Schnitte der Visierstrahlen erhält. Für 9 < 30° 
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oder œ > 150° wächst 6, über 4 ò hinaus, weshalb man noch spitzere 
Schnitte der Visierstrahlen vermeidet. 

Auch die Orientierungsfehler ọ (analytisches Winkelmafs) be- 
wirken Verlegungen des gesuchten Strahlenschnittes, welche wir wie 
Parallelverschiebungen der Visierstrahlen behandeln dürfen. Beim 
Vorwärtsabschneiden von der Basis a (Fig. 132) aus möge ọ, auf 
der ersten, ọ„ auf der zweiten Station als Orientierungsfehler vor- 
gekommen sein. Man kann dann annehmen, dafs infolge davon die 
Strahlen a, und a, am Schnittpunkte um 4a, ọ, und a0, parallel ver- 
schoben worden seien, dafs demnach v, = a, ọ, und v, = a,0, in 
(2) einzuführen sei, um 0°C’ zu berechnen, so dafs: 

0 0'2 = cosec? p (a? 0,? i ta? Qu "0 2 4, Qir Q; Qiu CoS g). 
Gehen wir zum Durchschnittswerte Pm? von C C'?2 über, indem wir 
Ọm als den mittleren Orientierungsfehler einführen, so verschwindet 
aus bekannten Gründen das letzte Klammerglied und wir erhalten: 

Dt — cosedp (a? + a Nom: : . ..... 0) 
Unter u wollen wir den mittleren Abstand des gezeichneten Schnitt- 
punktes von seiner wahren Lage verstehen, wenn beiderlei Fehler 
zusammenwirken, nämlich die Fehler ö und ọ. Man bekommt dann 
nach $. 81 aus (4) und (5): 

u? => Om? aF Pm? == cosec? p [4 ò? + (a? aN 4,2) m°] s (6) 

Auf dieselbe Formel kommt man auch, wenn man in (2) einsetzt: 
+ Me ò F & ọ, = Ö, Tr Qr Or 

und dann zu einem Durchschnittswerte u? von 8s? übergeht. ð; und ô, 

sind hier die Summen der beiden Verschiebungsfehler, welche beim 

Ansetzen des Lineals an den Stationspunkt und beim Ziehen des 

Strahles unvermeidlich eintreten, und es wird angenommen, dafs 02 

der Durchschnittswert sowohl von Ö als auch von ô? sei. 

Nach der Definition von Ô und von @ gemäfs (1) hätten wir 
Om = 20? : r? zu setzen, woraus sich, da a < r, erkennen läfst, 
dals durch fehlerhafte Orientierung Om? zwar verstärkt wird, aber 
nicht um seinen ganzen Betrag. Aus (6) wird demgemäls: 


g g a? Ar 4,” 
u? — Ò? cosec? p (4 +2 aA) OT E 
Für den besonderen Fall a, = a, geht (6*) über in: 
2 
u? = 0? cosec? p (4 + = cosec? 1/3 p) . 


Das erste Glied rechter Hand wird ein Kleinstes für 9 — 90°, das zweite 
für p = 109 28’; u, wird daher ein Minimum für Werte von ọ 
zwischen den angeführten, oder noch genauer für solche zwischen 90° 
und 97938’, da stets a: r < 1 sein mufs. 
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Das Wachstum der Fehler von Dreieck zu Dreieck läfst sich 
durch einfache Formeln nicht darstellen, doch erkennt man nach 
$. 81, dafs der mittlere Orientierungsfehler mit der Wurzel aus der 
Anzahl n der benutzten Orientierungslinien von der ersten bis zur 
nten Station des Mefstisches wächst, und dafs man daher zur 
Orientierung immer diejenigen Anschnitte benutzen mufs, welche 
von der Basis her auf dem kürzesten Wege bestimmt worden sind. 

Beim Seitwärtsabschneiden wirken die Orientierungsfehler an- 
ders als beim Vorwärtsabschneiden. Der erste Orientierungsfehler, 

Fir. 133. welcher bei der Aufstellung des Mefstisches 
- in A (Fig. 133) begangen ist, bewirkt, dafs 
X. A um o, fehlerhaft aufgetragen wird. 
Würde nun in C kein neuer Orientierungs- 
fehler begangen, so fiele der aufgezeichnete 
Punkt nach C’. Jedoch infolge des neuen 
Orientierungsfehlers trägt man auch X © 
um _, falsch auf, so dafs C nach C" ver- 
legt erscheint. Sind ọ, und og, analytische 
Malse, so wird C infolge des ersten Orien- 
tierungsfehlers um a,_, seitwärts vom 
i Strahle AC, infolge des zweiten um 
S 5 B a, (oe, + 0) seitwärts vom Strahle BC 
verschoben und durch beide Verschiebungen nach (2) in den Abstand 
CC" von C gebracht, der sich wie folgt berechnet: 


gg" = cosec? p [a2 o? SF ta? (ọ, T 91)? 
ma 24,4,0, (ọ, T Qa) 608 p] OR (7) 


Führt man dies aus und beachtet abermals die bekannte Formel für 
das Quadrat einer Dreiecksseite, so erhält man: 


co" = cosec? p [a?0? + a,?0,? + 2a, (a, — a cos p) 0,0,]. 
Der Durchschnittswert Dm? der rechten Seite lautet: 
Om? = 0080079 (0 Ha) -» » l (8) 


wenn Ọm? den Durchschnittswert sowohl aller ọ, als auch aller o,? 
darstellt. Fügen wir dem Einflufs 9, der Orientierungsfehler noch 
denjenigen Om der Strahlendicke gemäfs (3) bei, so erhalten wir den 
mittleren Gesamtfehler u. aus: 


U? = Om? + Pm? = cosec? p [402 + (a? + a?) Om] . (9) 


Dieselbe Formel ergiebt sich, wenn wir in (2) sogleich v, = ôi + a,0, 
und v, = Ô + a, (ọ, + 0,) einführen und zu den Durchschnitts- 
werten übergehen. 

Indem wir in (9) Qm? = 20? : r? einsetzen, wird daraus: 
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2 2 
u? = Ò? cosec? o |4 +2 —— tra „WC 


Wenn wieder æ die Basis eines gleichschenkeligen Dreiecks sein soll, 
so wird: 


2 
ue = 0? cosec? p |4 + 3 (4 + cosec? !/, »)|- 


Um ein anschauliches Bild der Genauigkeitsverhältnisse beim 
Vorwärts- und Seitwärtsabschneiden zu gewinnen, suchen wir die 
geometrischen Orte derjenigen Visierstrahlenschnitte auf, welche 
gleiche Genauigkeit haben, für welche also u eine und dieselbe Zahl 
ist. Wir setzen: 

5 es = — 0% 


und schreiben die Formel (6) zunächst: 


p? = cosect o [4sin?p + 2a? (sin?a, + sin? «)]. 
Da nun 2sin?« —= 1 — cos2 œ, so wird, nachdem man die Winkel 
2%, und 2%, durch ihre Summe und Differenz ausgedrückt hat, 


p?sintp — 4sin?p + 2a) [1 — cos(e, + œ.) cos(«, — @,)], 


woraus folgt: 
Bund na 
cos (%, — œ) = FF = | sec p INIT) 
0 


so dafs sich, weil œ~, + «, = 180 — ọ, für jedes gegebene p, ao 
und angenommene ®@ die Winkel & und œ, berechnen und die 
zugehörigen Schnittpunkte der Visierstrahlen konstruieren lassen. 
Im Falle = 90, geht (6*) also auch (11) über in: 
»?—=4+ 2af, 
d. h. auf dem Kreise über der Basis a als Durchmesser ist p kon- 
stant, dieser Kreis daher eine der gesuchten Kurven, welche Jordan 
Genauigkeitskurven nennt*). 
Zur Konstruktion derselben im Falle des Seitwärtsabschneidens 
schreiben wir anstatt (10): 


p? = cosec? p (4 + 2af + 2 


woraus folgt: 


2 sim? 
a, sin u) 
I 


sin? p 


p sing — 4 — 2a) 


0 sin? 
Ja ID ern 


Du EE 
sin? a, = 


*) Die Entwickelungen dieses Paragraphen stützen sich auf diejenigen, 
welche Jordan in seinem Handbuch der Vermessungskunde und vorher 
in Schlömilchs Journal für Physik und Mathematik 1871, S 397, zu- 
nächst in bezug auf Theodolitaufnahmen mitgeteilt hat. 
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Wenn wieder p,% gegeben sind und angenommen wird, so findet 
sich aus (12) zunächst @, und wegen @& + @, + 9 = 180 auch q, 

Die beifolgende Figur 134 zeigt über der Basis AB = a die 
Genauigkeitskurven nach (11) und (12) unter der Annahme a = 1/3, 
für p? = 4 + 2af und p? = 2 (4 + 2af). Die zu (12) gehörigen 
Kurven sind punktiert. Es ergiebt sich daraus, dafs die Fläche, 
innerhalb welcher p < 9 ist, für den Fall des Vorwärts- oder Seit- 
wärtsabschneidens sich nur wenig unterscheidet. Sie fällt nahehin 

Fig. 134. 


zusammen mit der sichelförmigen Differenz der Kreisabschnitte über 
der Sehne AB, deren einer durch den Bogen von 135°, der andere 
von 50° Peripheriewinkel begrenzt wird. Der Kreisbogen von 45° 
Peripheriewinkel, welcher durch Strichpunkte angegeben ist, schliefst 
jene Fläche vollständig ein und berührt deren Grenzen in B, zum 
Teil auch in A. — Die Fläche, innerhalb welcher p < 4,5 ist, bildet 
für den Fall des Vorwärtsabschneidens eine schmale Sichel zwischen 
den Kreisbogen von 90° und von 84° 13’ Peripheriewinkel; für den 
Fall des Seitwärtsabschneidens hat eine solche Fläche aufser B keinen 
reellen Punkt. 
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Kapitel XI. 


Die Theodolitaufnahme. 


Beschreibung des Theodolits und Winkelmessung. 


Unter den Kreisinstrumenten, welche beim Feldmessen dienen, 
sind der Theodolit mit Nonien- oder Schätzmikroskopablesung und 
die Bussole die wichtigsten. Die folgenden Kapitel könnten sich 
demnach darauf beschränken, Konstruktion und Gebrauch der ge- 
nannten Instrumente zu behandeln. Der Theodolit mit Schrauben- 
mikroskopablesung und die Spiegelinstrumente mit Kreis pflegen 
nur bei Landesvermessungen zur Verwendung zu kommen und 
gehören darum nicht eigentlich an diese Stelle. Doch soll auch der 
letzterwähnte Theodolit, wegen seiner Verwandtschaft mit den 
übrigen, hier mitbehandelt werden. 


$. 126. 


Allgemeines. In dem Worte Theodolit vermutete man längere 
Zeit hindurch eine von den Arabern verstümmelte griechische Form, 
wie deren so manche andere nachzuweisen ist, etwa abzuleiten von 
»earig (im Sinne von Beobachter) und Al#og (Stein), so dafs man 
anzunehmen hätte, das Wort habe vielleicht ursprünglich einen 
Beobachtungspfeiler und das auf ihm ruhende Instrument bezeichnet. 
Dementsprechend müfste das Wort eigentlich Theatolith lauten, und 
einen Anklang an diese Form zeigt die in Deutschland nicht seltene 
Schreibweise „TZheodolith“. Ein ganz anderes Ergebnis brachte im 
vorliegenden Falle der historische Weg der Sprachforschung zu 
Tage. Wie das Instrument selbst, so ist auch sein Name zuerst in 
England aufgekommen, und der letztere, soweit er sich rückwärts 
verfolgen läfst, vielleicht nur als eine Verstümmelung des Wortes 
Alhidade zu betrachten. Herr Professor Gildemeister, von 
dessen freundlicher Darlegung bereits im $. 55 Gebrauch gemacht 
wurde, teilte dem Verfasser darüber folgendes mit. 
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„Bei unserem Gespräch über die Etymologie des Wortes Theodolit 
bemerkte ich, dafs sich diese nur ermitteln lasse, wenn man das 
erste Vorkommen desfelben kenne. Hierüber finde ich nun in 
Poggendorffs Annalen Bd. 133, 1868, S. 349 eine Mitteilung, 
welche aus einem Aufsatz de Morgans, Philos. Magazine 1846, 
Ser. III, vol. 28, p. 287, entnommen ist. Danach erscheint das 
Wort 1571 in Leonard Digges’ Geometrical practise named 
Pantometria: „instrument called Theodelitus“, aus welcher Fassung 
hervorgeht, dafs nicht er das Wort erfunden hat, sondern es schon 
im Gebrauch gewesen ist. Ein gleichzeitiger Schriftsteller, William 
Bourne (Treasure for Travailers 1578), nennt das Instrument: 
„horizontall or flatte sphere“ und nicht Theodolit, aber wenn er 
von der Alhidade spricht, so nennt er sie zwar einmal alydeday, aber 
sonst stetig athelida. Hieraus schliefst de Morgan, dafs „the 
theodelited circle“ und „the athelidated circle“, ersteres bei Digges, 
letzteres bei Bourne (aber es ist nicht klar, ob beide die Ausdrücke 
wirklich haben, oder ob de Morgan sie nur analog bildet), ver- 
schiedene Korruptionen des arabischen alhidade seien.* 

„Dies offenbar die richtige Spur, die man verfolgen mufs. Da 
feststeht, dafs das Wort lange allein in England gebraucht ist, so 
mülste die mathematische dortige Litteratur vor 1571 durchsucht 
werden. Es ist auffallend, dafs de Morgan dies nicht gethan 
hat, da er sonst ja ein grofser Litteratur- und Bücherkenner ist, und 
aulser England die Quellen nicht zusammengebracht werden können. 
Er hat wohl augenblicklich nicht viel Wert auf die Frage gelegt. 
Die Form athelida neben alydaday oder einem alhidada könnte als 
ein Druckfehler angesehen werden, der sich, nachdem er einmal 
gemacht, fortgepflanzt hätte, wenn nicht ein Jahr früher schon das 
noch weiter abweichende theodelitus erschiene.“ 

„Hiernach bedarf es also noch einer Nachsuchung in der alten 
englischen Litteratur, ehe das Rätsel ganz aufgeklärt werden kann. 
Die griechischen Ableitungen sind alle ganz verfehlt und unmöglich.“ 

„Auf der Bonner Universitätsbibliothek befindet sich ein anderes 
Werk von Digges, in welchem das Wort nicht vorkommt.“ 

Man vergleiche damit noch die Vermutungen, welche in F.L.K. 
Weigand’s Deutschem Wörterbuch, 3. Aufl., Giefsen 1871, Bd. 2, 
S. 879 und 880 über die allmähliche Umwandlung des Wortes bis 
zur Entstehung der in Deutschland üblichen Form Theodolit auf- 
gestellt werden. Es wird unter anderem auf die Möglichkeit einer 
Verschmelzung des englischen Artikels the mit dem Worte alhidade 
hingewiesen. 

Im Gegensatz zum Astrolabium der Alten, welches Winkel nur 
in der Ebene, gelegt durch das Auge des Beobachters und die 
beiden fernen Zielpunkte, zu messen erlaubte, sollte der Theodolit 
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in erster Linie dazu dienen, Horizontalwinkel zu messen, also die 
Winkel, welche Vertikalebenen, durch den Standort des Instruments 
und die Zielpunkte gelegt, im scheinbaren Horizont des ersteren 
einschliefsen. Das Astrolabium, der Hauptsache nach ein Kreis mit 
Alhidade, deren Visierlinie sich nur parallel zur Kreisebene bewegen 
liefs, konnte zur unmittelbaren Messung von Horizontalwinkeln nur 
dann dienen, wenn die Zielobjekte selbst im Horizont lagen. Zur 
Messung von Horizontalwinkeln zwischen Objekten aufserhalb des 
Horizonts gehört aufser der horizontalen Lage des Kreises und der 
Drehbarkeit der Alhidade parallel zum Kreise, dafs die Visiervor- 
richtung, welche sich mit der Alhidade dreht, in jeder Lage der 
letzteren einen Vertikalkreis ganz oder teilweise zu durchlaufen ver- 
mag. Demgemäls sind die Hauptteile des Theodolits die folgenden 
(vergl. die Skizze eines Durchschnittes in Fig. 135): 

1) Der Horizontalkreis AA, welcher durchlaufend von Null bis 
360° geteilt und so beziffert ist, dafs die Zahlen von oben gesehen 

wie die Stunden eines Zif- 

ferblattes wachsen, also in 
derselben Drehrichtung, in 
der wir die Azimute zu- 
nehmen lassen. Die Tei- 
lung ist hier auf einer 

Kegelfläiche angebracht, 

deren Erzeugende die Ge- 

raden AD sind. Der Kreis 
ruht mittels eines Schrau- 
bendreifufses HH auf der 

Unterlage, einem Beob- 

achtungspfeiler oder einem 

dreibeinigen Stativ, und 
— sein Rand mufs bei der 
œS Messung sehr nahe wag- 
recht stehen. 

2) Centrisch zu ihm dreht sich um eine Achse B, welche mit 
Hilfe einer Libelle C lotrecht gestellt werden kann, die Alhidade DD, 
gewöhnlich ebenfalls in Form eines Metallkreises und häufig mit 
konischer Oberfläche. Mit ihr ist auf Trägern 

3) das Fernrohr E verbunden, welches sich um eine horizontale 
Achse FF drehen soll, damit seine Visierlinie eine lotrechte Ebene 
beschreiben kann. 

Ist letzteres der Fall und die Alhidadenachse lotrecht, so hat 
der Theodolit die Eigenschaften eines Abloters ($. 52). Wenn das 
Fernrohr nach und nach auf verschiedene Objekte eingestellt wird, 
so beschreiben die Zeiger der Alhidade dieselben Winkel wie. die 


Fig. 135. 
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lotrechte Visierebene. Mit einem vollständig richtigen Theodolit 
ist es demnach leicht, einen Horizontalwinkel zu messen. Man er- 
hält denselben durch Einstellen des Fernrohrs auf das Objekt des 
linken, sodann auf das des rechten Schenkels, wobei man jedesmal 
an einem Zeiger der Alhidade, unterstützt von der Lupe @, die ge- 
troffene Stelle des Horizontalkreises abliest und die Differenz beider 
Ablesungen bildet. 

Diese Art der Winkelmessung unterscheidet sich von der mit 
der Kippregel wesentlieh nur dadurch, dafs man die Winkelgröfse 
in Gradmafs, statt graphisch erhält. Damit erzielt man aber den 
Gewinn, dafs die Genauigkeit der Winkelmessung unabhängig wird 
von der Güte und der Handhabung des Zeichenmaterials. Statt 
dafs eine unsichere Hand die Lage der Winkelschenkel fixiert, liest 
das mit einer Lupe oder einem Mikroskop bewaffnete Auge deren 
Richtung an einem genau geteilten Kreise ab. Das Verhältnis der 
zufälligen Ablesungsfehler zu dem mittleren Fehler der Fernrohr- 
visur wird dadurch ein weit günstigeres, als bei der Kippregel das 
der Zeichenfehler zu den Visurfehlern. Solange es sich nur darum 
handelt, von dem Mefsobjekte ein Bild in kleinem Mafsstabe zu ent- 
werfen, mag ein Werkzeug immerhin am Platze sein, welches die 
Situation nicht genauer aufnimmt alsman sie zeichnen kann. Sobald 
jedoch die Aufnahme eine Grundlage bilden soll für geometrische 
Konstruktionen auf dem Felde oder für Flächenberechnungen, ist 
die Winkelmessung mit dem Theodolit derjenigen mit dem Mefs- 
tische bei weitem überlegen. 

Wie bei fast allen Mefsinstrumenten, können und werden sich 
auch bei dem Theodolit regelmäfsige Instrumentalfehler einstellen, 
und zwar einmal, insofern er Abloter ist, die Fehler derartiger In- 
strumente, sodann, insofern er Kreisinstrument ist, die Teilungs-, 
Excentrizitäts-, Biegungsfehler ete. Was diese betrifft, so kennen 
wir bereits aus Kapitel IV, A. Mittel, sie ganz oder gröfstenteils 
unschädlich zu machen: Ablesung an mindestens zwei Zeigern und 
bei verschiedenen Stellungen des Horizontalkreises u. s. w. Die 
Fehler des Abloters aber lassen sich beim Theodolit, wenn die Ein- 
richtung dazu vorhanden ist, durch wiederholte Winkelmessung bei 
durchgeschlagenem Fernrohr kompensieren oder gegenseitig aufheben, 
wie sogleich bewiesen werden soll. Bei der Kippregel dagegen 
würde eine wiederholte Projektion der Visierrichtungen in zweiter 
Lage des Fernrohrs nur dahin führen, die Zeichnung undeutlich zu 
machen. Kippregeln zur Kompensation der regelmäfsigen Fehler 
werden darum nicht gebaut, wohl aber Kompensationstheodolite. _ 

Man versteht darunter, wie schon angedeutet, solche Theodolite, 
deren Fernrohr sich durchschlagen, d. h. um seine horizontale Dreh- 
achse so herumdrehen läfst, dafs die Visierlinie den Zenith über- 
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schreitet und zu beiden Seiten desfelben gleiche Zenithdistanzen 
annehmen kann. Die Achszapfen wechseln dabei nicht ihre Lager, 
wenn auch manche Theodolite, zu anderen Zwecken als denen der 
Kompensation der Projektionsfehler, diesen Wechsel zulassen. Wird 
bei lotrechter Vertikalachse des Theodolits die Visierlinie in zwei 
Lagen des Fernrohrs nach einem und demselben Objekte gerichtet, 
so erkennt man, dafs die Zenithdistanzen der Visierlinie beidemale 
dieselben, die Lagen des Nonienkreises aber um 180° verschieden 
sind. Zugleich, und das ist hier das wichtigste, hat der Kollima- 
tionsfehler y ($. 53) nebst dem Neigungswinkel v der Fernrohrdreh- 
achse ($. 52) bei unveränderter Gröfse das entgegengesetzte Vor- 
zeichen erhalten. Somit nehmen auch die bewirkten Projektionsfehler 
in beiden Lagen entgegengesetzte Vorzeichen an und heben sich in 
der Durchschnittszahl der Kreisablesungen, welche bei einer bestimm- 
ten Visierrichtung gemacht werden, vollständig auf. Daraus folgt, 
dafs auch die gemessenen Winkel, als Differenzen zweier Richtungs- 
bestimmungen, von Projektionsfehlern frei werden. 

Nicht an allen Theodoliten mufs die Kompensationsmessung 
bei derselben Lage des Horizontalkreises erfolgen. Manche ge- 
statten eine Drehung des Kreises um eine feststehende vertikale 
Achse, somit die Wiederholung der Winkelmessung in p um 180:p 
voneinander verschiedenen Kreislagen. Man nennt solche Instru- 
mente Repetitionstheodolite und kann sich, wie wir aus $. 60 wissen, 
ihrer besonderen Eigenschaft bedienen, um die periodischen Tei- 
lungsfehler des Horizontalkreises zu eliminieren. Andere Vorteile 
der Repetitionstheodolite werden noch zur Sprache kommen. Im 
Gegensatze zu den Repetitionstheodoliten nennt man diejenigen 
Theodolite, deren Horizontalkreis mit dem Schraubendreifufs fest 
verbunden ist, einfache (weil sie nur eine vertikale Drehachse be- 
sitzen). Fig. 135 stellt also einen einfachen Theodolit im Durch- 
schnitt und Tafel VI einen solchen in perspektivischer Ansicht dar. 
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Repetitionstheodolite. Der Theodolit von Frerk in Hannover, 
welcher auf Tafel V (a.f.$.) abgebildet wird, ein Instrument von vor- 
züglicher Arbeit, ist zur Kompensation der Fehler und zur Repetition 
der Winkel eingerichtet. Das Fernrohr desfelben läfst sich nämlich 
durchschlagen, wenn man die Deckel der Zapfenlager zurückdreht, 
die Libelle abhebt, die Feder (A), an ihrem Knöpfchen anfassend, 
etwas zur Seite schiebt, die Klemmschraube (B) löst und das Fern- 
rohr von den Trägern (0, 0’) aufhebt, worauf es nach entsprechender 
Drehung so wieder niedergelegt wird, dafs jeder Achszapfen in sein 
altes Lager kommt. Der lose Arm (D) mit der Mikrometerschraube (E) 
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wird von selbst gegen den stählernen Ansatz (F) am Träger fallen, 
die Feder (A) wird sanft hinter denselben geschoben, somit die 
feine Vertikalbewegung des Fernrohrs wirksam, sobald die Klemme (B) 
wieder angezogen worden ist. Hier sei indessen sofort bemerkt, 
dafs man bei feinen Winkelmessungen besser thut, diese Klemme 
nur soweit anzuziehen als nötig, damit das Fernrohr nicht durch 
sein Eigengewicht auf- und niederkippen kann, aber die Mikro- 
meterbewegung nicht zu brauchen*). Der Umstand nämlich, dafs 
(wie bei den meisten Theodoliten) die Mikrometervorrichtung nur 
an einem Achszapfen wirkt, verursacht zuweilen kleine Verschie- 
bungen desfelben in seinem Lager, derart, dafs nicht blofs die 
Neigung v der Drehachse gegen den Horizont, sondern auch deren 
Vertikalebene gegen die Zeiger der Nonien verstellt wird. Das 
Mafs dieser Verstellung ist aber kein konstantes; dem Verfasser 
ist sogar ein Fall vorgekommen, wo mit dem Wechsel in der Dre- 
hungsriehtung der Mikrometerschraube jedesmal ein plötzlicher 
Wechsel der Visierrichtung verbunden war, infolge einer Änderung 
in der Lage der Drehachse. Der Nachteil, der im Gefolge dieses 
Umstandes auftreten kann, liegt auf der Hand. 

Man bemerkt auch an dem zweiten Träger einen stählernen 
Ansatz (F’), welcher wie (F) dazu bestimmt ist, der Mikrometer- 
schraube und ihrer Feder als Widerlager zu dienen, nämlich dann, 
wenn die Achszapfen in ihren Lagern vertauscht werden. Beim 
Prüfen des Instruments wird davon bisweilen Gebrauch gemacht, 
sei es um den Kollimationsfehler auf einfache Weise zu ermitteln, 
sei es um die Ungleichheit der Achszapfen festzustellen. 

Um auch die Neigung der Fernrohrdrehachse direkt bestimmen 
zu können, ist über derselben die Röhrenlibelle (Z) aufgestellt, welche 
mit gabelförmigen Fülsen (vergl. auch Fig. 137 a. S. 369) auf den Achs- 
zapfen ruht. Durch zwei Druckschräubchen, denen (unsichtbar auf 
Tafel V, aber in Fig. 136 a. f.S. teilweise angedeutet) Federn entgegen- 
wirken, kann die Libellenröhre in ihrer Fassung nach der Höhe und 
Seite etwas verschoben und dadurch berichtigt, d. h. so gestellt werden, 
dafs ihre Achse der Mittellinie der Fernrohrdrehachse parallel läuft. 
Um dann auch noch die Neigung dieser letzteren bei lotrecht stehen- 
der Alhidadenachse beseitigen zu können, ist eines der Fernrohrlager 
zum Auf- und Niederschieben eingerichtet, auf Tafel V das vordere C 
in der Weise, wie Fig. 137 es andeutet. Eine Druckschraube hebt, 


*) Man läfst sie darum mitunter ganz weg. Bei zwei derartigen Theo- 
doliten der geodätischen Sammlung in Poppelsdorf hat O. Fennel in Kassel 
auf des Verfassers Wunsch die Schliefsen der Achslager des Fernrohrs in 
recht geschickter Weise mit Federn versehen, welche Elfenbeinplättchen 
gegen die Achszapfen drücken und die Fernrohrbewegung dadurch sanft 
hemmen. 
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zwei Zugschrauben senken den losen oberen Teil des Trägers, welcher 
zwischen zwei Stahllamellen gleitet, die ihn an seitlichem Ausweichen 
hindern. Von Breithaupt rührt, zur Anwendung eylöndrischer 
Zapfenlager, eine Einrichtung her, beide Achsstühle des Fernrohrs 
gleichzeitig um eine halbeylindrische Welle W (Fig. 139 a. S. 370) zu 


Fig. 136. 


drehen, bis die Drehachse des Fernrohrs normal zur Alhidadenachse 
steht, welche Lage durch zwei koncentrisch bei V angebrachte Schrau- 
ben, eine Zug- und eine Druckschraube, sowie durch eine oder zwei 
andere Schrauben bei U erhalten bleibt. Bei anderen Theodoliten 
ist eines der Fernrohrlager (Fig. 138) vertikal durchsägt und der 
entstehende Spalt durch eine Stellschraube a, der die Elastizität des 
Metalls oder eine Druckschraube b entgegenwirkt, zu verengen oder 
zu erweitern, wodurch die Auflagerpunkte der Drehachse e auf den 
schiefen Lagerflichen sich heben oder senken — Fügt man noch 
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bei, dafs das Fadenkreuz im Fernrohre durch zwei sich gegenüber- 
stehende Stellschräubchen (bei @, Tafel V) seitlich verschoben 
werden kann, so sind alle Vorrichtungen angegeben, welche dazu 
dienen, den Theodolit frei von Projektionsfehlern zu machen. Den 
Horizontalfaden des Okulars parallel zur Drehachse des Fernrohrs 
zu richten, ist das Auszugrohr samt dem Verschlufsstücke der 
Objektivröhre in dieser etwas drehbar, nach der Drehung aber 
durch ein Klemmschräubchen bei Y unverrückbar festzustellen. 
Die Einrichtung des Theodolits zur Repetition wird in Fig. 136 
durch eine schematische Skizze desjenigen Vertikalschnittes ange- 


Fig. 137. 
Fig. 138. 


deutet, der die Achsen enthält. Es ist die in England seit Rams- 
den gebräuchliche. Mit dem Horizontalkreis aa sind hiernach 
zwei stählerne Achszapfen b verbunden, die aus einem Metallstücke 
gedreht wurden. Um den oberen dreht sich die Büchse der Al- 
hidade dd’ und mit ihr das Fernrohr, während der Horizontalkreis 
feststeht; der untere dreht sich in der Büchse des Dreifufses und 
an seiner Bewegung nimmt aufser dem Horizontalkreise auch die 
darauf ruhende Alhidade Teil, sobald sie an den Horizontalkreis 
festgeklemmt ist. 

Ein Repetitionstheodolit bedarf dementsprechend zweierlei feine 
Horizontalbewegungen. Diejenige, welche die Alhidade gegen den 
Horizontalkreis verstellt, wird an unserem Instrumente durch die 

Vogler, Praktische Geometrie, 24 
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Mikrometervorrichtung HJK (Tafel V) vermittelt: eine Klemme H, 
deren beide Lappen sich an den Rand des Horizontalkreises fest 
anlegen, wenn die Klemmschraube (J) angezogen wird, und die 
Mikrometerschraube (K), deren feine Gewinde einen Arm (M) der 
Alhidade durchsetzen und deren Fufs sich auf einen stählernen 
Ansatz der oberen Klemmplatte stemmt, kraft der Spannung einer 
starken, denselben Ansatz von aulsen umfassenden, gebogenen 


Fig. 139. 


Feder, welche mit dem Arm M der Alhidade in Verbindung steht. — 
Zur feinen Bewegung des Horizontalkreises dient die -Mikrometer- 
vorrichtung PQRS (Tafel V). Wie auch aus der Skizze Fig. 136 
ersichtlich, wird die Achse des Horizontalkreises von einer schwach 
konischen Hülse N umgeben, und um diese wieder legt sich ein 
Ring R mit seitlichem Arme P, der Klemmring genannt. Er 
wird von der Klemmschraube Q durchsetzt, deren Fufs ein elasti- 
sches Metallplättchen gegen den Rand der Hülse N drückt und 
dadurch die Horizontalkreisbewegung zu hemmen vermag. Denn 
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durch das äufsere Ende des Armes P dringt das Gewinde der 
Mikrometerschraube S und drückt auf einen aus dem Dreifufs 
emporragenden Stahlzapfen Z, auf dessen andere Seite die starke 
Feder T mit dem freien Ende sich anlehnt. Ihr zweites Ende ist 
an dem Klemmring festgeschraubt. Somit ist nach Schlufs der 
Klemme nur noch eine Bewegung der Schraube $ im stande den 
Horizontalkreis zu drehen, und mit ihm die Alhidade; die letztere 
gestattet nach dem Schlusse der Klemme H eine selbständige Be- 
wegung nur noch vermittelst Drehung der Schraube K. 

Die Figuren 139 und 140 geben noch zwei andere Einrichtun- 
gen von Theodoliten zur Repetition an. Fig. 139 zeigt diejenige, 


Fig. 140, 


u) 


| 
j) 


welche in Deutschland am meisten Verbreitung gefunden hat und 
sich unter anderen an allen Reichenbach’schen Repetitions- 
theodoliten vorfindet. Der Achszapfen des Horizontalkreises a ist 
hier wieder durchbohrt zur Aufnahme der Achse der Alhidade b. 
Damit wird Raum gewonnen zum Durchschlagen des Fernrohres, 
auch ohne dafs man es aus seinen Lagern hebt. Andrerseits jedoch 
ist mit der Anfertigung dieser Achsenform auf der Drehbank eine 
grofse Schwierigkeit verbunden, nämlich die, einen Hohleylinder 
oder Hohlkonus (die Drehachse des Horizontalkreises) so herzu- 
stellen, dafs die Achsen der äufseren und der inneren Mantelfläche 
zusammenfallen oder wenigstens parallel werden. Gelingt dies 
nicht, so wird die Alhidade sich um eine andere mathematische Achse 
24* 
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drehen als der Horizontalkreis, und es wird die Alhidadenachse, 
wenn beide Kreise zugleich gedreht werden, um die Achse des 
Horizontalkreises einen Kegel oder ein Rotationshyperboloid beschrei- 
ben, je nachdem beide Achsen in einer Ebene liegen oder nicht. 
Um den Nachteilen zu entgehen, welche der Konstruktion der 
Fig. 139 anhaften, ohne ihren Vorteil aufzugeben, haben Dennert 
und Pape in Altona die Auskunft getroffen, welche aus Fig. 140 
ersichtlich ist. Es fällt nämlich verhältnismäfsig leicht, auf der Dreh- 
bank an einem Metallstücke c eine Ebene aa herzustellen, welche 
normal steht zu der Achse eines Hohlkonus in demselben Metall- 
stücke. Dreht sich nun um den kurzen Achszapfen b die Büchse c 


Fig. 141. 


d 
j — 


auf der ringförmigen Ebene aa, so bleibt sowohl die Achse der 
Büchse in unveränderter Lage, als auch die Mittellinie des Alhidaden- 
zapfens d, welcher in der Büchse ruht. 

Neben den drei beschriebenen Achsensystemen verdient noch ein 
viertes, Fig.141, hier Erwähnung, welches Mechaniker O. Fennel in 
Kassel neuerdings angewandt hat. Derselbe schreibt darüber: „Die 
Einrichtung ist an sich nicht neu, aber noch verhältnismälsig wenig 
zur Anwendung gekommen. Während bei dem gewöhnlichen 
Achsensystem (nach Reichenbach) Projektionsfehler erzeugt wer- 
den, wenn Alhidaden- und Kreisachse einen kleinen Winkel mitein- 
ander bilden oder sich kreuzen, können bei dem Achsensysteme der 
Fig. 141 hierdurch nur Excentrizitätsfehler hervorgerufen werden, 
deren Elimination durch die Ablesung an zwei gegenüberliegenden 
Stellen des Limbus stattfindet. Hierin scheint mir die Überlegenheit 
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dieses Achsensystems begründet. Fig. 141 stellt den 13,5 cm - Theo- 
dolit nach der Werkzeichnung und für Ausrüstung mit Schätz- 
mikroskopen in halber Gröfse dar. Bei der Formgebung der einzelnen 
Teile wurden solche Querschnitte gewählt, bei denen genügende 
Festigkeit mit Leichtigkeit verbunden ist.“ 

Zur Erläuterung sei bemerkt, dafs aus der Divergenz der 
Achsen der Alhidade und des Kreises auch ein Excentrizitätsfehler nicht 
entstehen würde, wenn der Schnitt der Achsen in der Ebene des 
geteilten Kreisrandes erfolgte. Bei allen anderen Lagen des Schnitt- 
punktes, ferner bei Kreuzung und selbst Parallelismus beider Achsen 
entsteht ein Excentrizitätsfehler und zwar von konstantem Betrag, 
denn, wenn kein Schlottern derselben eintritt, hat der Abstand der 
Achsen in der Ebene des Limbus immer die gleiche Gröfse. Dieser 
Abstand ist aber hier nicht mehr die einzige Ursache einer Excen- 
trieität der Alhidadenachse. Hinzu tritt ein möglicher Abstand der 
Achse des Horizontalkreises von dem Mittelpunkte seiner Teilung. 
Bei der Drehung des Kreises rotiert auch dieser Mittelpunkt, der 
Abstand der Alhidadenachse von ihm variiert also und erreicht ein 
Maximum, ein Minimum, und jeden dazwischenliegenden Wert zwei- 
mal, während der Horizontalkreis um 360° gedreht wird. Das mufs 
sich auch zeigen, wenn beide Kreise, aneinander geklemmt, gemein- 
sam sich drehen. Bei Reichenbachs Achsensystem ist während 
einer solchen gemeinsamen Drehung keine Änderung der Ablesungen 
an den Zeigern der Alhidade möglich, wohl aber bei Fennels An- 
ordnung, und zwar ändern sich die Ablesungen um Kreisbogen bis 
zu der Gröfse der Änderungen, welche die Excentrizität erleidet. 
Ihr arithmetisches Mittel aber sollte fortwährend dasfelbe bleiben, 
falls nicht, wegen ungleicher Achsenreibung an der Centralsäule des 
Dreifufses bei ungenügender Wirkung der Alhidadenklemme, der 
Horizontalkreis hinter der Alhidade zurückbleibt oder andere Gründe 
eine ungleiche Drehung beider Kreise hervorrufen *). 

Man erkennt sofort, dafs die Behandlung der Klemmen während 


*) Ein solcher besteht in der That darin, dafs die Kreise während der 
gemeinsamen Drehung um zwei verschiedene Achsen einen Punkt gemein 
haben (den Punkt, an welchen die Mikrometerschraube der Alhidade sich 
anlehnt), dessen Horizontalprojektion zwar aufserhalb des Randes der Kreise, 
aber doch nicht fern genug trifft, dafs nicht zwei nach ihr von den Achsen 
aus gezogene Radien einen merklichen Winkel miteinander bildeten. Infolge- 
dessen bewegen sich Horizontalkreis und Alhidade bei gemeinsamer Drehung 
nicht um gleich viel, und es entsteht beim Repetieren (§. 132) ein neuer, auch 
bei Fennels vorzüglicher Ausführung fühlbarer Instrumentalfehler. Dagegen 
ist das Achsensystem für Mikroskoptheodolite, mit denen man nicht zu 
repetieren pflegt, sehr wohl geeignet. Die geodätische Sammlung der landw. 
Hochschule zu Berlin besitzt einen Theodolit mit Schätzmikroskopen von 
dieser Bauart. 
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des Repetierens von Winkeln hier die umgekehrte sein müfste als bei 
Reichenbachs Achsensystem. Dieses verlangt ein kräftiges Klemmen 
des Horizontalkreises, dagegen nur lose 
I 4 Verbindung der Alhidade mit ihm, Führung 
am Horizontalkreis während der gemein- 
samem Drehung beider. Fennels System 
erfordert ein kräftiges Anziehen der Alhi- 
dadenklemme und Führung an dieser bei 
der gemeinsamen Drehung. Das Bremsen 
des Horizontalkreises darf sodann minder 
kräftig geschehen, weil keine Gefahr besteht, 
dafs die Alhidade, für sich bewegt, jenen 
vermöge der Achsenreibung ein wenig mit- 
schleppt. Dieser Umstand kommt auch 
Satzbeobachtungen zu gute; man vergleiche 
indes die Einrichtung von Repsold und 
Pistor und Martins zur groben Ver- 
stellung des Horizontalkreises an Mikroskop- 
theodoliten $. 131. Der Horizontalkreis 
mufs jedoch auch bei Fennels neuem Achsensystem so fest gebremst 
sein, dafs die zerrenden Bewegungen der Hand beim Öffnen und 
Schliefsen der Alhidadenklemme jenen nicht verstellen können. 


Alhidadenachse lotrecht 


$. 128. 


Einflufs einer Neigung der Achse des Horizontalkreises 
gegen die Alhidadenachse. Hatte man vor Beginn einer Winkel- 


Fig. 143. 
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messung die Alhidadenachse lotrecht gestellt, so wird sie es nach einer 
Drehung des Horizontalkreises um 180 : n nicht mehr sein, sondern, 
wenn % der Neigungs- oder Kreuzungswinkel beider Achsen ist, um 
einen Winkel & gegen das Lot geneigt, der sich aus dem sphärischen 
Dreieck Fig. 142 mit den gleichen Seiten y, welche den Winkel 
180 : n einschliefsen, und der dritten Seite & berechnet wie folgt: 
cos E — cos? y + sin? y cos 180/n 
= 1 — sin?y (1 — cos 1%/n) 


und, weil 1 — cosx = 2 sin? 1/, x ist, 
sin tJa E = sin y sin mn. 
Für n = 1, also eine halbe Umdrehung des Horizontalkreises, wird 


é — 2y. Mit hilfe der Libelle, welche zum Lotrechtstellen der 
Alhidadenachse diente und die deshalb mit der Alhidade verbunden 
sein wird, kann man sowohl den Betrag 2% als auch diejenige Ver- 
tikalebene direkt aufsuchen, in welcher die Alhidadenachse am stärk- 
sten von der lotrechten Lage abweicht. Zu diesem Zwecke bewegt 
man nach einer halben Umdrehung des Horizontalkreises die Libelle 
um die Alhidadenachse um 180° herum und beobachtet, an welcher 
Stelle die Luftblase am meisten von dem Spielpunkte abweicht. 
(Den Spielpunkt bestimmt ein Libellenradius parallel zur Alhidaden- 
achse.) ` Die Achse der Libelle ist in dieser Lage parallel der oben 
erwähnten Vertikalebene. 

Da bei der vorliegenden Konstruktion der Fehler x sich nicht 
beseitigen läfst, so mufs man Mittel aufsuchen ihn unschädlich zu 
machen. Ein solches würde sein, bei jeder neuen Kreislage die Al- 
hidadenachse von neuem lotrecht zu stellen. Wenn dies aber aus 
irgend welchen Gründen nicht zweckmäfsig erscheint, so stelle man 
ein- für allemal die Drehachse des Horizontalkreises lotrecht und 
beobachte in n um je 360 : n verschiedenen Kreislagen. Alsdann 
heben die Projektionsfehler, welche bei den Visuren nach einem und 
demselben Objekt begangen werden, sich in dem Mittelwerte aller 
n Kreisablesungen auf, vorausgesetzt dafs x ein kleiner Winkel ist. 
Ein ähnliches Verfahren führt bekanntlich ($. 60) zur Elimination 
der Teilungsfehler. Der Beweis läfst sich wie folgt führen. 

Als Horizont des Instruments bezeichnen wir den scheinbaren 
Horizont des Drehpunktes der Visierlinie. — Zählen wir die Winkel 
im Horizont AB des Instruments (Fig. 143) von dem Vertikal ZA 
an, in welchem die Alhidadenachse gerade liegt, so ist AB = « die 
Ablesung, welche der Horizontalprojektion der Visierlinie entspräche. 
Wegen Schiefstellung der Alhidadenachse mufs jedoch die Visierlinie 
um den Winkel A’B’ = ß gedreht werden, um aus dem Vertikal 
ZA in den Vertikal ZB zu gelangen und hier unter dem Höhen- 
winkel v auf das Ziel zu weisen. Wir erhalten demnach die Ab- 
lesung ß anstatt « und y = f — u als Projektionsfehler. Das 
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stark gezeichnete sphärische Dreieck ZS P, in welchem X Z = « 
und X P = 180 — ß, ergiebt nach der Kotangentenformel: 
cos «cosy — cot p sinw = sin y tg h. 
cos % ist unter allen Umständen aufserordentlich -nahe der Einheit 
Wir nehmen es dafür und erhalten durch einfache Umformungen: 
sin y = sinytghsin p. 

Da y wie y ein kleiner Winkel, so setzen wir das Verhältnis der 
Winkel für das der Sinusse und erhalten : 

y = ytghsinß. 
Durch allmähliche Verstellung des Horizontalkreises um ọ = 360 : n 
im Sinne des Pfeiles, während die Visierlinie stets wieder auf 
ihr gleiches Ziel gerichtet wird, erlangt œ, und wenn man von y ab- 
sieht mit hinreichender Annäherung auch f, der Reihe nach die 
Beträge (den ersten mitgezählt): 

Bı =% +0 Ba =% +29 .. Bn =% + no; 
wobei & durch die erste dieser Gleichungen hinreichend definiert 
ist. Nun wird in der kten Horizontalkreisstellung: 

y=yxtoh sin(% + ke) 

= ytgh sin, cosko + xtgh coso, sink ọ. 
Bilden wir die Summe [y] für nọ = 360 aus n aufeinanderfolgenden 
Kreisstellungen, so wird, nachdem rechter Hand y tg h sin «y addiert 
und subtrahiert worden (Seite 131, Anm.): 
sin!/y(n + 1)o costano 
sin 1/2 ọ 

sin !/, (n + 1)ọ sin t/a nọ 

sin !/g 0 ): 
Für ne = 360 wird das erste Klammerglied gleich + sin œ und 
streicht sich gegen das zweite, während das dritte verschwindet. 
Das heifst: 

[p] = 0 


oder: die Projektionsfehler für jede Visierrichtung tilgen sich im 
Mittel aus n Kreislagen, wenn nọ = 360 (und natürlich auch wenn 
ne = x . 360°). Vergl. die Folgerung §. 133, S. 393. 


PIESA (sina 


— Sin Qo + (008% 


$. 129. 


Einzelheiten der Konstruktion. Ein Rückblick auf die drei 
skizzierten Durchschnitte von Repetitionstheodoliten giebt Gelegen- 
heit noch einiger Konstruktionsdetails zu erwähnen. Man pflegt 
vertikale Achszapfen konisch zu drehen, damit sie sich durch ihr 
eigenes Gewicht fest an die Büchsenwandung anlegen. Um aber 
die Reibung nicht übermälsig zu vergröfsern, stützt man das untere 
Ende auf eine Spiralfeder oder eine federnde Platte. So ruht bei 


www.rcin.org.pl 


$. 129. Einzelheiten der Theodolitkonstruktion. 377 


Dennert und Pape sowohl der Achszapfen der Büchse als der der 
Alhidade auf Spiralfedern (Fig. 140), bei der Konstruktion der Fig. 139 
ragt der Alhidadenzapfen durch die gewölbte Feder, welche die Büchse 
trägt, hindurch bis zu der ähnlich gebogenen Stahlplatte, auf welcher 
er selbst ruht; in Fig. 136 endlich ist die Büchse der Alhidade oben 
durch eine Feder m geschlossen, mit der sie auf dem Alhidadenzapfen - 
aufliegt, während die Doppelachse und alles was auf ihr lastet unten 
durch eine zweite Feder getragen wird, in der Mutter, welche 


Fig. 136. 


die Büchse des Dreifufses abschliefst. Alle diese Federn dürfen nur 
so stark gespannt sein, dafs sie den Druck der Instrumententeile, 
welche sie tragen, zwar wesentlich vermindern, aber nicht aufheben, 
weil sonst ein Schlottern der Achszapfen in den Büchsen eintreten 
könnte. Ein ähnlicher Nachteil kann entstehen, wenn die Schmiere 
zwischen Achszapfen und Büchse zäh wird und sich in ungleich 
dicken und dazu veränderlichen Lagen zwischen die Wandungen 
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beider drängt. Man pflegt daher den Konus jeder Zapfenbüchse 
durch eine flache Rinne zu unterbrechen, in welcher sich die zäher 
werdende Schmiere ansammeln kann. — Der Zweck der Schrauben- 
gewinde mit Muttern, in welche jeder vertikale Achszapfen ausläuft, 
ist, wie man leicht erkennt, Zusammenhalt des Instruments für den 
Fall, dafs man seine oberen Teile erfafst und aufhebt. 

Bei geöffneten Klemmschrauben sollen sich die Kreise gleich- 
mäfsig und leicht bewegen. Das Schliefsen der Klemmen soll aufser- 
dem nicht von einseitigem Druck auf die Achse begleitet sein, wo- 
‚durch diese ein Bestreben erhielte sich schief zu stellen. Unsere 
Tafeln und Figuren enthalten die drei gebräuchlichsten Hemmvor- 
richtungen: die Randklemme, Tafel V, H, J und Fig. 139, die Ring- 
klemme mit elastischem Druckplättchen, Tafel V, Q und Figuren 136 
und 141, endlich die Ringklemme mit federnden Halbringen, Tafel VI 
und Figuren 140 und 144. Die beiden letzteren heifsen wohl auch 
Centralklemmen. Vor der Randklemme haben sie, namentlich aber 
die letztgenannte, den Vorzug, dafs bei ihrem Gebrauch unerwünschte 
Spannungen des Mechanismus fast ganz oder völlig ausgeschlossen 
sind. Inwiefern Randklemmen solche Spannungen zu erzeugen 
vermögen erkennt man, wenn man erwägt, dafs beim Schliefsen der 
Klemme jener Zapfen z, Fig. 139, etwas gehoben oder gesenkt wird, 
auf welchen von der einen Seite die Mikrometerschraube, von der 
anderen eine starke Feder wirkt. Die Angriffspunkte beider werden 
aber vermöge der Reibung ihre Stelle nicht oder zu wenig ändern, 
als dafs nicht ein Auf- oder Niederziehen der Kreisränder und damit 
entweder eine leichte Biegung der Kreise oder eine Schiefstellung 
ihrer Achsen erfolgen könnte *). 

Die Klemmen und Feinbewegungen des Theodolits der Tafel V 
sind in $. 127 hinreichend beschrieben. Die Randklemmen der 
Fig. 139 möge man sich nach Tafel V ergänzt denken. Wenige 
Worte werden genügen, um die Mikrometervorrichtungen der Fi- 
guren 140 und 144, welche auf Tafel VI wiederkehren, verständlich 
zu machen. Hier wird sowohl der Horizontalkreis, als auch die 
Alhidade durch Ringklemmen gebremst, die feine Bewegung aber 
durch eine Schraube s mit engen Gewinden vermittelt, welche einen 
Zapfen z und einen dahinter sich stemmenden, von einer Spiralfeder 
angedrückten Bolzen t bewegt, und damit zugleich diejenige Achse 


*) Bei sehr grofsen und schweren Kreisen mit starker Zapfenreibung 
(Meridiankreisen) hat man sogar bemerkt, dafs die Achse den Bewegungen 
der am Rande angreifenden Mikrometerschraube nicht sofort folgte, sondern 
dafs zuvor eine Durchbiegung der Kreisspeichen eintrat. In der Wirkung 
kommt dies einer geringen Verdrehung der Kreise gegen ihre Achszapfen 
gleich, so als ob die Verbindung von Kreis und Achse locker geworden 
wäre, 
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dreht, mit welcher entweder der Zapfen, oder wenn dieser feststeht, 
der Klemmring fest verbunden ist. 

Jede Schraubenspindel, deren toter Gang stören würde, ist durch. 
eine geschlitzte und dadurch etwas elastische Mutter hindurchzu- 
führen. Ein Stellschräubchen sorgt für Verengung oder Erweite- 
rung des Schlitzes je nach Bedürfnis. So regulieren kleine Schräub- 
chen den Gang der Mikrometerschrauben K und § auf Tafel V, 


Fig. 139. 


andere den der Fufsschrauben. Demselben Zwecke dient r in 
Fig. 144. 

In Fig. 136 und 139 sowie auf Tafel V ist die Kreisteilung 
auf einer Ebene aufgetragen, in Fig. 135, 140 und 141, ferner in 
Tafel VI auf einer Kegelfläche. Letzteres gestattet, die optische 
Achse der Ableselupe, welche stets etwas schief gestellt werden 
mufs, damit der Kopf des Beobachters nicht an das Instrument stöfst, 
normal zur Fläche der Kreisteilung zu richten. Bei ebener Kreis- 
teilung nehmen die Mechaniker einen kleinen Vorteil wahr, indem 
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sie den Nonienkreis um ein Unmerkliches unter den Horizontalkreis 
versenken, wodurch dem in schiefer Richtung blickenden Auge der 
Spalt zwischen Horizontal- und Alhidadenkreis verdeckt wird und 
die Koineidenz der Striche des Nonius mit solchen der Kreisteilung 
schärfer beurteilt werden kann. Als extremer Fall der konischen 
Kreisskala kann die cylindrische gelten, welche in England, 
namentlich auf Everests Vorschlag, angewandt worden ist. 

In Fig. 140 bedeutet ee einen metallenen Deckel, welcher, mit 
der Alhidade verbunden, die Kreisteilung schützt. Man vergleiche 
damit Fig. 141. Über den Nonien ist er durchbrochen, die Lücken 
aber sind durch Spiegelglasplatten überdeckt (Tafel VI, a. S. 382). 

Wenn ein Theodolit nicht immer auf dem Stativ gebraucht werden 
kann, so ist es nicht vorteilhaft, die Spitzen der Stellschrauben (ff) 


Fig. 140. 


am Dreifufs mit kleinen Metallschuhen zu verbinden, wie in Fig. 140. 
Besser ist es, kleine ablösbare Metallscheiben zwischen die Schrauben- 
spitzen und den Stativteller zu legen, wie beim Frerk’schen Theo- 
dolit und in Fig. 141. Die sanfte Reibung zwischen dem Teller und 
jenen Scheiben gestattet den Theodolit, zum Zwecke des Centrierens 
bei der Aufstellung, sachte zu verschieben. Während aber die Stel- 
lung über dem Stativ durch Anziehen eines Federhakens oder statt 
dessen der sogenannten Herzschraube *) dauernd gewahrt wird, mufs 


*) Eine Bezeichnung, welche für einen ganz ähnlich wirkenden Bestand- 
teil bei älteren Mefstischformen vorkommt. 
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bei der Aufstellung auf Stein- oder Holzpfeilern das Gewicht des 
Theodolits dazu ausreichen, seinen Standort zu versichern, was nur 


d 
p A 


OOt toser TT 


möglich, wenn die Spitzen der Stellschrauben unmittelbar den Stein 
oder das Holz berühren oder auf Plättchen mit Spitzen ruhen. 


Fig. 144. 


= — u 


maai] 


Zur Verbindung mit dem Stativ durch einen Federhaken ist 
unter die Büchse von Frerks Theodolit (Tafel V und Fig. 136) 
eine messingene Ose aufgeschraubt. In Fig. 140 dient das Gewinde 
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bei g zum Aufschrauben der Mutter der Herzschraube. Der Vorteil 

der letzteren gegenüber dem Federhaken besteht darin, dafs ihre 
Spindel die Verlängerung der Drehachsen des Instrumentes bildet 
und lotrecht steht, sobald diese es thun. Ein Häkchen am unteren 
Ende ist daher zum Aufnehmen eines Lotes bestimmt, welches die 
Verlängerung der Achse des Instruments bis zum Erdboden bildet. 
Vergl. Fig. 139 und Tafel VI. Hierdurch wird die centrische Auf- 
stellung eines Theodolits erleichtert, die übrigens auch, wie beim 
Meßtische, durch Visieren in zwei Vertikalebenen, welche den Feld- 
punkt enthalten, mit Hilfe eines freischwebenden Lotes erfolgen kann 
(vergl. §. 118). Ein Häkchen am Ende eines Federhakens ist nur 
ausnahmsweise verwendbar. . 


8. 130. 


Einfache Theodolite. Da hier nur der Nonienkreis drehbar, 
so it nur eine Kreisklemme und eine Schraube zur feinen Bewegung 
erforderlich. Auf Tafel VI ist ein Theodolit nach Dennert und 
Pape abgebildet, an welchem, wie schon im vorigen Paragraphen 
erwihnt, eine Ringklemme mit feiner Bewegung die grobe und feine 
Drehung der Alhidade vermittelt. 

Zur Messung von Höhenwinkeln ist mit der Drehachse des 
Femrohrs ein Höhenkreis verbunden, wozu die Nonien an einem der 
Träger befestigt sind. Dieser Umstand läfst ein Umlegen der Achse 
nicht erwünscht scheinen, das Fernrohr ist daher nur zum Durch- 
schhgen eingerichtet, wobei das Objektiv zwischen den hohen 
Trägern hindurchgeht (vergl. Fig. 139). 

Da bei der Messung von Horizontalwinkeln die Feinbewegung 
des Höhenkreises nicht gebraucht werden soll, so wirkt bei geöffneter 
Klenme eine ringförmige, zum Teil durchsägte und darum etwas 
federnde, Objektivblende als verschiebbares Gegengewicht zu den 
verschiedenen Stellungen des Okularauszuges, 

Die Röhrenlibelle, welche zur genauen Lotrechtstellung der 
Alhdadenachse dienen soll, ist bei diesem Theodolit mit demjenigen 
Trärer verbunden, welcher die Nonien des Höhenkreises aufnimmt. 
Diee Einrichtung gewährt, wie wir später sehen werden, ein Mittel, 
um sich während der Arbeit von der unveränderten Stellung jenes 
Dushmessers zu überzeugen, welcher die Zeiger der Nonien des Höhen- 
kreses verbindet. Die Neigung der Fernrohrdrehachse mufs demnach 
an liesem Theodolit nach $. 51 indirekt bestimmt werden. 

Zur Unterstützung beim Lotrechtstellen der Alhidadenachse 
ist mit der Alhidade eine Dosenlibelle verbunden, welche etwas 
vertellt werden kann, mit Hilfe dreier Stellschräubchen, denen eine 
Fedr entgegenwirkt. 
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$. 131. 


Schraubenmikroskoptheodolite. Als Vertreter dieser Gattung 
führt Tafel VII einen sechszölligen (16cm) Theodolit von Starke 
und Kammerer in Wien vor. Die Mikroskope dieses Instruments 
vergröfsern 50fach, sind im $. 65 ihrem Bau nach ausführlich 
beschrieben worden und finden sich auf Tafel I im Detail abgebildet. 
Auf die Verbindung derselben mit den Mikroskopträgern der 
Alhidade, die aus Tafel VII ersichtlich, ist schon hingewiesen worden; 
ebenso auf den Hilfszeiger zur groben Kreisablesung. Es erübrigt 
also nur noch wenig anzuführen. 

Die genannte Firma baut das Instrument in der Form eines 
Repetitionstheodolits. Wir werden aber sehen, dafs das Repetitions- 
verfahren ($. 133) nur berechtigt erscheint, wenn etwa der Kreis 
mangelhaft geteilt oder die Angabe der Ablesevorrichtung wesentlich 
ungenauer ist als die Einstellung des Fernrohrs. Ersteres ist hier 
durchaus nicht der Fall, vielmehr hat eine Untersuchung gerade 
dieses Instruments durch Helmert auf Grund von Beobachtungen 
seiner Schüler (vergl. „Einige Nachrichten über einen Mikroskop- 
theodolit“. Zeitschrift für Vermessungswesen IV, 1875, S. 327) er- 
geben, dafs der mittlere zufällige Teilungsfehler etwa nur 1/3 Sekunde 
beträgt, also wohl ohne Zweifel gegen den mittleren Einstellungs- 
und Ablesungsfehler am einzelnen Mikroskop zurücktritt, welchen 
Helmert zu + 1,6” bestimmt. Der systematische Teilungsfehler 
ergab sich freilich aus dem Durchschnitt seiner Quadrate zu + 2,2” 
und einzelne Winkel können durch ihn an dem fraglichen Exemplar 
bis zu 7,6” fehlerhaft ausfallen. Aber es giebt Mittel, den syste- 
matischen Teilungsfehler zu eliminieren, wozu bei dem von Helmert 
untersuchten Instrument die Beobachtung auf drei oder mehr sym- 
metrisch ausgewählten Kreisstellen gehört (vergl. $. 60). Wenn 
man annehmen darf, dafs andere Exemplare desfelben Theodolits 
mit annähernd gleicher Genauigkeit gearbeitet sind, so ist aus den 
Fehlern der Kreisteilung sicher kein Grund für Anwendung des 
Repetitionsverfahrens herzuleiten. Ebensowenig aber aus der Un- 
genauigkeit der Mikroskopeinstellung und Ablesung gegenüber der 
Schärfe der Fernrohrvisur. Zwar gehört das Fernrohr zu den besten 
von so kleinen Dimensionen, es besitzt ein Objektiv von 15 Linien 
(34 mm) Öffnung, 12 Zoll (28cm) Brennweite und 24fache Ver- 
grölserung v und je nach Bestellung aufser dem Horizontalfaden 
einen oder zwei Vertikalfiden im Okular. Nach der früher ange- 
gebenen Durchschnittsregel würde der mittlere Fehler der einzelnen 


Fernrohrvisur zu 50 : v —= 2” zu veranschlagen sein, wobei von 
allen Einflüssen abgesehen ist, welche aus der Excentrizität des 
Vogler, Praktische Geometrie, 25 
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Instruments oder des momentanen Zielpunktes hervorgehen. Wäre 
dieser Fehler aber auch etwas zu hoch gegriffen, so würde er doch 
schwerlich unter den Betrag des Mikroskopablesungsfehlers und 
gewifs nicht unter den Fehler des arithmetischen Mittels zweier 
Mikroskopablesungen (+ 1,6”: V2 = + 1,1”) herabsinken. Dafür 
spricht, dafs Helmert im günstigsten Falle als mittleren Fehler einer 
Richtung, dessen Quadrat sich aus demjenigen des ebengenannten 
und des mittleren Visurfehlers zusammensetzt, 1,9” gefunden hat. 
Dies würde etwas über 1,5” für den mittleren Visurfehler ergeben. 
Auf dieselbe Art läfst sich aus anderen, von Helmert ebenfalls 
noch als günstig bezeichneten Messungsergebnissen etwas über 2” 
als Betrag des mittleren Visurfehlers herleiten. Eine kleine Tri- 
angulation, welche Zuhörer des Verfassers mit einem ebensolchen 
Theodolit bei Bonn ausführten (vergl. des Verfassers Grundzüge der 
Ausgleichungsrechnung, Braunschweig 1883, S. 101), ergab als 
mittleren Fehler einer Einstellung auf im ganzen gut sichtbare 
Ziele + 2,6”. Da dazu, wie bei Helmerts Beobachtungen, zwei 
Mikroskopablesungen genommen und zu einem Mittel vereinigt 


wurden, so wollen wir wie dort für dieses Mittel + 1,6: ya als 
mittleren Fehler anrechnen. Dann berechnet sich der mittlere 
Visurfehler aus: 


V6,76 — 1,28 = + a". 


Man sieht aus allem diesem, dafs auch der zweite Grund für 
Anwendung des Repetitionsverfahrens bei Starke und Kammerers 
Theodolit wegfällt. Ja es bleibt fraglich, ob nicht die Zugabe einer 
zweiten Mikrometervorrichtung zur Feinbewegung des Horizontal- 
kreises diesem einen minder sicheren Stand erteilt, als er während 
der Arbeit sonst haben würde. Tafel VII sieht daher von der 
zweiten Mikrometervorrichtung ab und zeigt nur den Klemmring, 
mit dem der Horizontalkreis festgestellt werden kann, und den man 
sich der Klemmschraube gegenüber mit der Säule des Dreifufses 
verbunden denken mufs. (Klemmring und Klemmschraube für die 
Alhidade sind durch den Horizontalkreis verdeckt, weil dicht unter 
diesem und jenseits gelegen.) 

Aber auch die vereinfachte Einrichtung, welche unsere Zeich- 
nung darstellt, läfst es noch zu, dafs infolge der Achsenreibung die 
rotierende Alhidade den Horizontalkreis etwas mitbewegt, wenn die 
Klemme des letzteren nicht genügend angezogen ist, ganz abgesehen 
davon, dafs bei Verstellungen des Horizontalkreises die Alhidaden- 
achse unter Umständen eine Neigung gegen das Lot annimmt 
Deshalb haben Pistor und Martins in Berlin seinerzeit, ebenso 
wie Repsold in Hamburg, die Einrichtung getroffen, dafs der 
Horizontalkreis sich nach Lösung einer Klemme zwar ebenfalls aus 
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freier Hand drehen liefs, die Büchse des Kreises aber vom Achs- 
zapfen der Alhidade nirgends berührt ward. Diese Konstruktion ist 
bei Berliner Mikroskoptheodoliten jetzt die gewöhnliche. Die Dreh- 
barkeit des Horizontalkreises der Mikroskoptheodolite überhaupt 
beizubehalten ist nötig, weil sie es möglich macht, einen Winkel bei 
unveränderter Aufstellung des Instruments an verschiedenen Kreis- 
stellen zu messen, zur Elimination der systematischen Teilungsfehler 
des Kreises ($. 60). 

Die Stücke, welche Tafel VII sonst noch als zu dem Theodolit 
gehörig vorführt, sind uns bereits vorgekommen, auch der Höhen- 
kreis bereits in $. 130 erwähnt. Er hat hier verhältnismäfsig ge- 
ringen Wert, ist dementsprechend auch nur mit einem Nonius ver- 
sehen, dessen Träger sich auf dem vorderen Achsstuhl für das 
Ferırohr erhebt. Eine dazugehörige Lupe wird zum Teil hinter 
dem vorderen Mikroskop sichtbar. — Die vertikale Feinbewegung 
läfst man meistens unbenutzt. 


$. 132. 


Messung eines Horizontalwinkels mit dem Kompensations- 
therdolit. Um den Horizontalwinkel zu messen, den die Visier- 
linia nach einem linken Signale L und einem rechten R im Scheitel- 
punite C miteinander bilden, stellt man den Theodolit über C so 
auf, dafs die verlängerte Alhidadenachse, sobald sie genau lotrecht 
stelt, den Punkt C trifft. Zur Lotrechtstellung der Alhidadenachse 
wirc nach $. 39 eine sorgfältige Bestimmung des Spielpunktes 
gemcht, am besten mit Zuhilfenahme der Kreisteilung bei der 
Umirehung der Alhidade um 180° Steht die Luftblase in zwei 
aufenander normalen Vertikalebenen auf dem Spielpunkte, so führt 
man sie aufserdem im Kreise herum, wobei die Libelle ihren Stand 
bewihren soll und um so strenger, je gröfser der Höhenunterschied 
zwisehen L und R ist, weil die Projektionsfehler mit den Höhen- 
winleln wachsen. 

Die Winkelmessung beginnt nun mit einer sorgfältigen Ein- 
stellıng des Fernrohrs auf L, zuerst mittels der groben, sodann 
mittls der feinen Bewegung des Alhidadenkreises, worauf eine 
Ablsung an allen Nonien erfolgt. Nun wird das Fernrohr auf R 
eingstellt und wieder an den Nonien abgelesen. Darauf schlägt 
man das Fernrohr durch und richtet es in der zweiten Lage in 
unmmgkehrter Reihenfolge, aber immer in demselben Sinne drehend, 
auf lie Signale R und L, wobei man stets alle Nonien abliest. 

Das Mittel der zu einer Visur gehörigen Nonienablesungen ist 
frei von dem Einflusse der Excentrizität und eines Teiles der 
T'eilingsfehler, die Differenz der Ablesungsmittel in jeder Fernrohr- 


25* 
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lage demnach auch. Aber erst das Mittel aus beiden Differenzen 
giebt die Gröfse des gemessenen Winkels frei von Projektions- 
fehlern, vorausgesetzt, dafs die Alhidadenachse lotrecht stand. Die 
Umkehrung der Reihenfolge endlich im Einstellen der Signale 
eliminiert jene Fehler, welche durch eine gleichmäfsige Drehung des 
Horizontalkreises während der Arbeit eintreten können. Diese sind 
namentlich von zweierlei Art. Bei manchen Messungen gerät der 
Beobachtungspfeiler oder das Stativ unter dem Einflufs der Sonnen- 
wärme in eine langsame Drehbewegung, welche, soweit sie während 
beider Winkelmessungen in demselben Sinne und mit konstanter 
Geschwindigkeit erfolgte, durch die Umkehrung der Reihenfolge 
unschädlich gemacht wird. Fand z. B. die Drehung des Stativs im 
Sinne der Uhrzeiger statt und im Betrage y auf die Zeitminute, und 
verflofs während der beiden ersten Einstellungen des Fernrohrs die 
Zeit t, während der beiden letzten die Zeit ?', so wurde bei jenen 
der Winkel um yt zu klein, bei diesen um yť zu grols gemessen, 
im ganzen also um y(t — t‘) zu klein, und gerade richtig, wenn 
t = ť. Dies Verfahren läfst dann im Stich, wenn zwischen beiden 
Paaren von Einstellungen eine Umkehr der Drehbewegung eintreten 
sollte. Dann aber ist y jedenfalls ein sehr kleiner Wert. 

Dafs die Alhidade stets in einem Sinne gedreht werden soll, hat 
folgenden Grund. Bevor die Alhidade in Bewegung gesetzt wird, 
ist jedesmal die Reibung ihrer Drehachse mit derjenigen des Hori- 
zontalkreises zu überwinden, wobei eine kleine Drehbewegung des 
letzteren erzeugt werden kann. Dieses Mitzerren des Horizontal- 
kreises durch die Alhidade wird sich darin äufsern, dafs die Zeiger 
der letzteren, nach einer vollen Drehung um 360°, nicht mehr auf 
die frühere Ablesung am Horizontalkreise deuten. Gleichwohl kann 
auch dieser Fehler dadurch unschädlich gemacht werden, dafs man 
zu jedem Winkel o sogleich den sogenannten Horizontabschlufs, d.h, 
seine Ergänzung zu 360° milst. Wird bei jeder Bewegung der 
Alhidade von links nach rechts der Horizontalkreis in eben diesem 
Sinne um Ö gedreht, so mifst man auf diese Weise zuerst  — ò = Y, 
sodann 360° — g — ð= y'. Nimmt man darauf das arithmetische 
Mittel zwischen % und 360° — %', so wird | 

1 (Y + 360° — y) = p, 
d. h. dem gesuchten Winkel gleich. 

Wenn nach §. 60 die höheren Glieder der Teilungsfehler eben- 
falls eliminiert werden sollen und der Abstand der Zeiger der 
Alhidade p Grad beträgt, so nehme man die Winkelmessung in n 
um p:n verschiedenen Lagen des Horizontalkreises vor, jedesmal 
wie angegeben in zwei Lagen des Fernrohrs oder zur Zeitersparnis 
abwechselnd in der einen und der anderen Lage desfelben. Dabei 
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mufs die Alhidadenachse immer von neuem auf ihre Lotrechtstellung 
geprüft werden und, wenn man mit einem einfachen Theodolit (auf 
Scheibenstativ) arbeitet, statt des Horizontalkreises der ganze Dreifufs 
verstellt, neuerdings über dem Scheitel des Winkels centriert und 
die Alhidadenachse lotrecht gerichtet werden. Nach $. 128 jedoch 
kann, wenn man mit einem Repetitionstheodolit arbeitet, dessen 
untere Kreisachse von vornherein lotrecht gestellt ward, die 
Winkelmessung in m um 360 : m verschiedenen Lagen des Hori- 
zontalkreises vorgenommen werden, ohne dafs die Alhidadenachse 
lotrecht zu stehen braucht. Man hat dann m so zu wählen, dafs der 
Abstand der Alhidadenzeiger zugleich in n Teile geteilt wird, was 
jedenfalls zutrifft, wenn: 


360 


m = — N 


manchmal aber auch auf kürzerem Wege erreicht wird. Die ge- 
wöhnlich damit verbundene Mehrarbeit ist aber besser auf eine 
Vergröfserung der Zahl n zu verwenden, und die Kontrolle der 
Stellung der Alhidadenachse, welche nun wieder erfordert wird, läfst 
sich in der Praxis auch sonst kaum umgehen, da eintretende Tempe- 
raturwechsel auf das Stativ und somit auf die Achsenlage wesent- 
lichen Einflufs üben. Dem entspricht das folgende 


Beispiel einer Winkelmessung. 


Standpunkt C, 11. Januar 1868. Winkel LR. 


Nonienangabe des Theodolits 1’; es wurden noch Fünftelminuten geschätzt. 


Mittel 


ii i Bemerkungen 
P Nonius I | II Mittel || Winkel beider g 
TIGEN Fernrohr- | und Skizzen 


lagen 
| lol: 


Erste Lage Wetter günstig 


Helmstange 
29,9 || 86 | 19,1 Kreuz, Spitze 


4 


122 | 10,8 
208 


Zweite Lage 


118 | 25,5 
32| 7,0] 86 | 18,586 | 18 | 48 
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Hier war ein Horizontalwinkel zu messen bei nicht sehr stark 
geneigten Visierlinien, dazu ein Repetitionstheodolit mit zwei Nonien 
verfügbar und die gröfste Zeitersparnis, jedoch unter Berücksichtigung 
sämtlicher Fehlerquellen, erwünscht. Demgemäfs hatte die Winkel- 
messung in zweiter Lage des Fernrohrs zugleich in einer Kreis- 
stellung zu erfolgen, welche von der Anfangsstellung um 90° ver- 
schieden war. Bei sehr stark geneigten Visuren wird vor jeder 
neuen Winkelmessung die Alhidadenachse auf ihre Lotrechtstellung 
zu prüfen sein. 


$. 133. 


Die Repetitionsmethode. Die Angabe von Nonientheodoliten 
geht selten weiter herab als bis zu 1/ Minute oder 10 Sekunden, 
und die Nonienteile pflegen dann schon so wenig von den Limbus- 
teilen verschieden zu sein, dafs eine Schätzung von Bruchteilen der 
Angabe sehr ungenau ausfallen mufs. Streng genommen lassen 
sich daher Winkel nur dann vollständig ablesen, wenn sie Vielfache 
der Angabe sind und die Nonienzeiger in ihrer Anfangsstellung 

Fig. 145. genau mit Limbusstrichen koin- 
cidieren. Abgesehen von der 
Seltenheit dieses Falles läfst er 
sich nicht einmal mit Schärfe 
erkennen, weil Bruchteile der 
Angabe in der Ungenauigkeit 
der einzelnen Nonienablesung 
verschwinden. Wir gelangen 
aber dadurch zu ihrer Kenntnis, 
dafs wir nicht den einfachen 
Winkel, sondern ein Vielfaches 
desfelben messen, und zwar ge- 
schieht dies mittels Repetitions- 
theodoliten auf folgende Weise, 

Um den Winkel LCR 
(Fig. 145), wie man sagt, durch 
2nfache Repetition zu messen, 
wird zuerst die Achse des Hori- 
zontalkreises genau lotrecht ge- 
stellt, sodann festgeklemmt. Das 
Fernrohr visiert die Signale Z und R an, wobei der Zeiger Z der Alhi- 
dade aus der Stellung Z, in diejenige Z, oder von der Ablesung ao 
zur Ablesung a, am Limbus gegangen sein möge. Beide Ablesungen 
werden (an allen Nonienzeigern) genommen und notiert, und daraus 
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provisorisch der einfache Winkel abgeleitet. Das Fernrohr ist jetzt 
auf R eingestellt, die Alhidade geklemmt. Man öffnet die Klemme 
des Horizontalkreises und führt das Fernrohr auf L zurück. An der 
Stellung der Alhidade gegen den Horizontalkreis wird dadurch 
offenbar nichts geändert, der letztere aber um den Winkel LOR 
nach links gedreht und in dieser Stellung festgeklemmt, so dafs 
die Ablesung a, dahin zu stehen kommt, wo früher die Ablesung 
a, war. Der mit II bezeichnete Ring mag den Limbus in der 
neuen Lage bezeichnen. Hiernach löst man die Alhidade und führt 
das Fernrohr auf R, wodurch der Zeiger Z der Ablesung a, am 
Limbus gegenübertritt. Von seiner Anfangsstellung aus hat somit 
der Zeiger den doppelten Winkel LCR am Limbus zurückgelegt, 
und wenn wir die Operation noch n — 2 mal wiederholen, d. h. den 


Horizontalkreis samt Alhidade noch n — 2 mal um LCR links 
drehen, mit dem Fernrohr aber ebenso oft wieder zum rechten 
Signal R vorgehen, so hat der Zeiger z die Ablesung a, erreicht 
und von seiner Anfangsstellung aus den nfachen Winkel LOR 
am Limbus durchlaufen. Nunmehr kann man an allen Nonien ab- 
lesen, während die Zwischenablesungen @,43 ... @4,_ı weggeblie- 
ben sind. 

Damit ist der erste Teil der Winkelrepetition beendet und es 
beginnt der zweite mit dem Durchschlagen des Fernrohrs, Öffnen 
der Klemme des Horizontalkreises und Zurückführen desfelben 
soweit, bis das Fernrohr auf L einsteht (also um 180 + LCR). In 
dieser Lage wird der Horizontalkreis wieder festgeklemmt, die 
Alhidade, deren Zeiger Z noch immer auf a, weist, gelöst und das 
Fernrohr auf R eingestellt. Hierdurch ist der Zeiger Z auf die 
Ablesung an +, und abermals um den Winkel L CR vorgerückt. Indem 
nun neuerdings der Horizontalkreis samt der Alhidade n — lmal 
um denselben Winkel nach links gedreht, das Fernrohr aber ebenso 
oft wieder auf das rechte Signal in der eben beschriebenen Weise 
vorgeführt wird, gelangt Z allmählich auf die Ablesung am, in 
welcher Stellung sämtliche Nonien nochmals abgelesen werden. 
Damit ist die Winkelmessung beschlossen. Sind Ay Aı An Asn die 
Mittel der Nonienablesungen bei der Stellung a, 41 An aon des Zeigers 2, 
so ist 


Azn ing Ao 

ARTE 1i an e TEE 
das Resultat der Messung des Winkels LCR. Hierbei ist ange- 
nommen, dafs Asn so in die Rechnung eingeführt wird, als ob der 
Horizontalkreis auch über 360° hinaus fortlaufend beziffert wäre, 
Diejenigen Nonienablesungen A;, welche jenseits 360° genommen 
wurden, sind daher mit Au, + i. LCR zu vergleichen und bezüglich 
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ihrer Gradzahl in Übereinstimmung zu bringen. Zu dieser Über- 
schlagsrechnung dient der vorläufige Wert L CR = A, — A). Zum 
Schutz gegen grobe Fehler sowohl als auch zur Beurteilung des 
Zustandes des Theodolits bildet man ferner 
An Er Ao 
n 


und Ar Ar 


(2) 


und hieraus wieder das arithmetische Mittel, welches mit (1) über- 
einstimmen mufs. 


n 


Beispiel einer Winkelrepetition. 


Standpunkt C. Messung des Winkels LCR durch 12 fache Repetition. 
Angabe der Nonien des Theodolits 20”. 


Anzahl 
der Nonius I Mittel 
Repetitionen 


nfacher einfacher 
Winkel Winkel 


1 33 |23 | 25 
55 55 || 200 | 20 | 10 33 
12 338 | 16 | 10 || 16 | 20 || 338 | 16 | 15 || 200 | 20 | 20 1133| 23 | 23,3 


| | Mittelwert: 


33 | 23 | 22,5 


Sehen wir zu, wie bei dem angeführten Verfahren die erwähnten 
regelmäfsigen Fehler des Repetitionstheodolits berücksichtigt und 
ob zu ihrer vollständigen Elimination vielleicht noch Modifikationen 
notwendig werden. Die Projektionsfehler, welche infolge des 
Kollimationsfehlers und einer geneigten Fernrohrdrehachse entstehen 
könnten, werden durch gleichviele Beobachtungen in jeder Lage 
des Fernrohrs eliminiert ($. 126), vorausgesetzt, dafs die Alhidaden- 
achse bei jeder Lage des Horizontalkreises lotrecht steht. Andern- 
falls hat man nicht Horizontalwinkel, sondern Flächenwinkel gemessen, 
deren Scheitelkante die Alhidadenachse ist. Solche aber lassen sich 
nach $. 128 zu einem Mittel vereinigen, welches dem Horizontal- 
winkel LCR sehr nahe gleich ist, wenn n . LOR = v . 360. Da 
sich beim Repetitionsverfahren die Zahl » nicht nach der Gröfse 
von LCR, sondern nach der gewünschten Ablesungsgenauigkeit 
richtet, so würde das Eintreffen vorstehender Bedingung vom Zufall 
abhängen. Man wird sich aber vom Zufall unabhängig machen, 


www.rcin.org.pl 


$. 133. Die Repetitionsmethode. 393 


wenn man bedenkt, dafs es nach der Formel mọ = x. 360 des 
$. 128 genügt, m = 2 und x = 1 zu machen, d. h. jeder Kreisstellung 
eine zuzuordnen, welche davon um 180° verschieden ist, um die 
Fehler wegen Schiefstellung der Alhidaden- zur Horizontalkreisachse 
zu eliminieren. Die verlangte Anordnung entsteht aber, wenn man, 
nachdem in die zweite Fernrohrlage übergegangen wurde, die neue 
Serie von n Winkelmessungen nicht beim linken, sondern beim 
rechten Signal beginnt, den Horizontalkreis demnach um 180° dreht, 
sodann nicht den Winkel LOR, sondern seinen Horizontabschlufs 
RCL nmal mifst, stets die Alhidade im Sinne der Uhrzeiger be- 
wegend. Allerdings werden jetzt die Ablesungen an + 14an +2... 
der Reihe nach sehr nahe mit den Ablesungen ,_1ı@%—2...4o ZU- 
sammenfallen und man wird keine 2n malige Repetition des Win- 
kels LOR, sondern eine nur n malige ausgeführt, zugleich aber 
auch den Horizontabschlufs durch n malige Repetition gemessen 
und sich damit von regelmälsigen Fehlern wesentlich unabhängiger 
gemacht haben. Denn es werden hierdurch ähnlich wie bei der 
Winkelmessung ohne Repetition die in $. 132 erwähnten Messungs- 
fehler y und ð, hier aber in 2» nahezu gleichen Beträgen, wovon 
je n in entgegengesetztem Sinne angebracht. Unter den dort ge- 
machten Voraussetzungen eliminieren sich demnach die Fehler wegen 
Drehung des Beobachtungspfeilers und wegen Mitschleppen des 
Horizontalkreises durch die Alhidade in dem Mittel aus LCR und 
360 — RCL. Dieses Mittel berechnet sich nunmehr aus 


4, STR 1/2 (do + Azn). 


n 


(3) 


Von Teilungsfehlern sind die hier eingeführten Gröfsen Ay Ay An 
allerdings nicht frei, jedoch wird der Einflufs derselben auf das 
Resultat durch die Division mit n ganz wesentlich beschränkt. Es 
ist dies sogar ein Grund, der für mangelhaft geteilte Kreise das 
Repetitionsverfahren empfiehlt, namentlich wenn die Teilungsfehler 
des Kreises sich nicht stetig ändern, sondern stellenweise Sprünge 
machen, weil in diesem Falle die Elimination mittels Winkelmessung 
an verschiedenen Stellen der Kreisteilung (§. 128) sich nicht erzielen 
läfst. Ehe man Kreise so genau teilen konnte, als es seit Reichen- 
bachs Wirksamkeit möglich geworden ist, waren darum feine Win- 
kelmessungen nur mittels des Repetitionsverfahrens möglich. Jetzt 
pflegt man die feinsten Theodolite gar nicht mehr zum Repetieren 
einzurichten, sondern mit einem sehr korrekt geteilten, aus freier 
Hand drehbaren Horizontalkreis und Schraubenmikroskopen zu ver- 
sehen, welche Ablesungen noch von Bruchteilen der Sekunde gestatten. 
Ein Reichenbach’scher Nonientheodolit mit 10” Angabe konnte 
erst durch 20- bis 50 fache Repetition eine ähnliche Ablesungsschärfe 
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gewähren, nur zu leicht aber rief die lange Dauer einer solchen 
Messung nachteilige Änderungen in der Stellung der Achsen hervor. 
Im übrigen haben wir gesehen, dafs die regelmäfsigen Instrumental- 
und Beobachtungsfehler ebensowohl bei mehrmaliger einfacher 
Winkelmessung, als bei Anwendung der Repetition eliminiert werden 
können. Nonientheodolite mit grofser Angabe gewinnen durch die 
Einrichtung zur Repetition ohne Frage erst die Fähigkeit, ohne 
unverhältnismäfsigen Zeitaufwand auch feineren Winkelmessungen 
zu dienen. Aber selbst bei der Anwendung von Schätzmikroskopen 
zur Kreisablesung kann unter Umständen eine geringe Anzahl von 
Winkelrepetitionen der gleichen Zahl wiederholter Einzelmessungen 
in Hinsicht auf Genauigkeit und Zeitersparnis noch überlegen sein. — 
Den Grad der Sorgfalt zur Elimination der regelmäfsigen Instru- 
mental- und Beobachtungsfehler beim Repetieren wird man jeweils 
nach den Eigenschaften des Instruments, der Höhenlage der Ziel- 
objekte und dem Zweck der Winkelbeobachtung bemessen. 


$. 134. 


Prüfung und Berichtigung des Theodolits. Obwohl wir 
soeben kennen gelernt haben, wie die Theodolitfehler bei der Winkel- 
messung unschädlich gemacht werden können, so wird man doch 
nur ungern mit einem Theodolit arbeiten, dessen Instrumentalfehler 
man nicht vorher untersucht und möglichst vermindert hätte, ein- 
mal weil mehrere derselben sich überhaupt nur unter der Voraus- 
setzung eliminieren, dals sie klein sind, sodann weil man bei 
Absteckungen mittels des Theodolits nur auf zeitraubenden Umwegen 
zu einer Elimination der Instrumentalfehler gelangen könnte. 

Wir betrachten der Reihe nach: 


1. Die Instrumentalfehler, für welche Korrekturvorrichtungen 
vorhanden sind. 


2. Diejenigen, welche sich nicht berichtigen lassen. 


1. Hierher gehören: a) die Fehler der Libelle zum Lotrecht- 
stellen der Alhidadenachse, b) der Kollimationsfehler und die Schief- 
stellung des Fadenkreuzes, c) die Neigung der Fernrohrdrehachse, 
also alle die Fehler, deren Nichtbeachtung unrichtige Projektionen 
der Visierlinie zur Folge haben würde. Es sind die nämlichen, 
welche wir schon bei der Kippregel kennen und korrigieren gelernt 
haben, und ihre Behandlung beim Theodolit ist davon im wesent- 
lichen nicht verschieden. Wie uns aber schon bei der Kippregel, je 
nach ihrer Form, die Auswahl zwischen verschiedenen Verfahren zur 
Bestimmung der Fehler überlassen war, so und in noch erweitertem 
Malse verfügen wir beim Theodolit, je nach dessen Konstruktion, 
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über mehrere Wege die Instrumentalfehler zu ermitteln. Für jeden 
der beiden Theodolite der Tafeln V und VI wird eine zweckmäfsige 
Auswahl und Reihenfolge der Prüfungen zu treffen sein wie folgt. 

Frerks Theodolit. Die Setzlibelle über der Fernrohrdrehachse 
ist nach $. 41 zuerst auf Kreuzung zu untersuchen und nötigenfalls 
mittels des Schräubchens zur Seite der Libellenfassung L zu be- 
richtigen. Sodann bestimme man den Neigungsfehler der Libellen- 
achse gegen die Drehachse des Fernrohrs nach $.42 durch Umsetzen 
der Libelle und beseitige ihn wie dort angegeben an dem abwärts 
wirkenden Schräubchen der Fassung. Hierbei war die Fernrohr- 
drehachse parallel zur Verbindungsebene zweier Fufsschrauben ge- 
richtet. Ist die Setzlibelle als solche ganz oder beinahe berichtigt 
und mit Hilfe dieser Schrauben zum Einspielen auf der Mittelmarke 
gebracht, so drehe man mittels Ablesung an den Nonien die Alhi- 
dade um 180°. Bleibt dabei die Luftblase auf ihrem Spielpunkte, 
so ist der Radius desfelben parallel zur Alhidadenachse und diese 
in einer lotrechten Ebene normal zur Drehachse des Fernrohrs. 
Weicht dägegen die Luftblase vom Spielpunkte ab, so führe man 
sie mittels der Fufsschrauben um die Hälfte des Ausschlages zurück, 
wodurch die Alhidadenachse in eine lotrechte Ebene normal zur 
Fernrohrdrehachse zu stehen kommt. Beseitigt man jetzt auch die 
zweite Hälfte des Libellenausschlages, ohne die Stellung der Alhida- 
denachse zu ändern, so wird der Radius der Mittelmarke der Libelle 
lotrecht und darum, wie verlangt, parallel zur Alhidadenachse. Das 
geschieht, indem man das bewegliche Fernrohrlager hebt oder senkt. 
Hierdurch wird an der Normalstellung der Fernrohrdrehachse zum 
Radius der Libellenmitte nichts geändert, die Drehachse also auch, 
wie verlangt, normal zur Alhidadenachse und in allen Lagen wag- 
recht, solange die letztere lotrecht steht, vergl. $. 39. 

Eine häufig vorkommende Modifikation des Prüfungsverfahrens, 
wobei die Setzlibelle als solche nicht streng berichtigt, wohl aber die 
Fernrohrdrehachse auf ihre Normalstellung zur Alhidadenachse genau 
untersucht und nötigenfalls berichtigt werden soll, wird der Leser 
nach dem bisherigen auch ohne besondere Anweisung auszuführen 
wissen. 

Ehe der Kollimationsfehler oder die Abweichung der Visierlinie 
von der normalen Stellung zur Fernrohrdrehachse untersucht wird, 
stelle man den Vertikalfaden normal zu dieser Achse, damit durch 
spätere Drehung des Ringes, auf welchen das Fadenkreuz gespannt 
ist, nicht etwa ‘ein neuer Kollimationsfehler entstehe. Zu dem Zwecke 
decke man durch den Vertikalfaden einen scharf bezeichneten Punkt. 
Bleibt derselbe beim Auf- und Niederbewegen der Visierlinie ge- 
deckt, so hat das Fadenkreuz die verlangte Stellung, andernfalls 
gebe man sie ihm durch Drehung des Schlufsringes der Objektiv- 
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röhre, der sodann durch das Stellschräubehen bei Y, Tafel V, fest- 
geklemmt wird. Zur Untersuchung des Kollimationsfehlers wird 
man bei Frerks Theodolit Gebrauch machen von der Möglichkeit, 
die Fernrohrdrehachse in ihren Lagern umzulegen. Man richtet die 
Visierlinie in der ersten Fernrohrlage, welche mit der Richtung 
„links — rechts“ der Fernrohrdrehachse den Winkel 90 + y bildet, 
auf einen entfernten Zielpunkt, legt die Achse um und findet, dafs 
die Visierlinie in der zweiten Lage, welche mit derselben Richtung 
der Drehachse den Winkel 90 — y bildet, auf einen neuen Zielpunkt 
weist. Der Abstand beider Zielpunkte wird halbiert, indem man 
bei unveränderter Lage der Drehachse des Fernrohrs und mit Hilfe 
der Korrektionsschräubehen bei @ das Fadenkreuz verschiebt, bis 
der Schätzung nach ein Punkt in der Mitte zwischen jenen gedeckt 
erscheint. Nach einer Wiederholung dieses Verfahrens wird die 
Visierlinie in aller erreichbaren Strenge normal zur Drehachse des 
Fernrohrs stehen. $. 49 zeigte indes, dafs dies auf nahe Distanzen 
unter Umständen nicht mehr zutrifft. Durch die Wahl des fernen 
Zieles bei der Berichtigung ist jedoch die Hauptvisierachse des Fern- 
rohrs (sehr nahe) normal zu dessen Drehachse geworden. Die Ex- 
centrizität der Hauptvisierachse kann durch Winkelmessung in zwei 
Lagen des Fernrohrs unschädlich gemacht werden, mag der Ziel- 
punkt noch so nahe liegen. 

Dennert und Papes Theodolit. Zur Lotrechtstellung der 
Alhidadenachse bedient man sich zuerst der Dosenlibelle, sodann 
der Röhrenlibelle, indem man den Spielpunkt der letzteren bestimmt. 
Steht die Achse lotrecht, geht daher bei einer Drehung der Alhidade 
die Luftblase nicht mehr vom Spielpunkt weg, so macht man mit 
Hilfe der Korrektionsschräubchen der Libelle die Mittelmarke der- 
selben zum Spielpunkt. 

Zur Bestimmung und Beseitigung des Kollimationsfehlers y 
empfiehlt sich hier das Verfahren, welches bei der Kippregel ($. 120 
sowie in $. 5l unter a) angegeben ward und wobei mit Hilfe eines 
entfernten Signals und eines gegenüberliegenden horizontalen Mafs- 
stabes der Betrag 4y zu messen war. Man korrigiert y an den 
Okularschrauben, nachdem man zuvor den Mittelfaden ähnlich wie 
bei Frerks Theodolit lotrecht gestellt hatte. 

Der Neigungsfehler v der Fernrohrdrehachse gegen die Normale 
zur Alhidadenachbse ist an diesem Theodolit in derselben Weise zu 
untersuchen, die bei der Kippregel $. 120 (vergl. auch $. 51, b) 
angegeben wurde, also durch Projektion eines erhöhten Punktes T auf 
eine horizontale Skala in der Höhe des Instrumentes, und zwar in 
beiden Lagen des Fernrohrs und bei nahezu lotrechter Alhidadenachse. 
Wird die Mitte m zwischen beiden Projektionspunkten auf der Skala 
anvisiert, sodann das Fernrohr wieder nach dem erhöhten Punkte 7 
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gerichtet, so geht die geneigte Visierebene an diesem vorbei. Durch 
eine Drehung der Fernrohrdrehachse in ihrer Vertikalebene um v 
wird jedoch die Visierebene aufgerichtet und zwar ist sie dann 
lotrecht, wenn beim Auf- und Niederkippen des Fernrohrs sowohl 
Punkt T als auch m von der Visierlinie getroffen wird. Die Dre- 
hung der Fernrohrdrehachse erfolgt durch Heben des einen Fern- 
rohrlagers mit hilfe von Schrauben, welche auf Tafel VI nicht 
sichtbar sind. Hierdurch wird die fast horizontale Visur nach m 
nicht merkbar aus ihrer Lage gebracht, wohl aber die aufwärts 
nach T hin gerichtete Visur. — Ganz so würde ein Theodolit 
nach Fig. 139 zu behandeln sein und dabei die Korrektionsvor- 
richtung UV W zur Anwendung kommen. Eine Röhrenlibelle ist an 
diesem Theodolit nicht vorgesehen, also eine scharfe Lotrechtstellung 
der Alhidadenachse nicht möglich, für die fragliche Untersuchung 
auch nicht erforderlich. 'Theodolite blofs mit Dosenlibelle trifft man 
häufig, zur Polygonmessung im flachen Hügelland bestimmt. 

Die hier angegebenen Prüfungsweisen sind auch auf den 
Frerk’schen Theodolit anwendbar, nicht aber umgekehrt. Dagegen 
lassen sich alle für die Kippregel und früher für Ablotinstrumente 
überhaupt empfohlenen Untersuchungsverfahren mit Modifikationen, 
die man leicht erkennen wird, auf jeden Theodolit anwenden. 

Aufgabe. Man suche den doppelten Betrag des Kollimations- 
fehlers durch Visieren auf ein im Niveau des Instrumentes liegendes 
Signal und Ablesen am Horizontalkreis zu gewinnen. 


2. Instrumentalfehler bleibender Art. Die hierher gehörigen 
Instrumentalfehler haben zum gröfseren Teil bereits bei Anordnung 
der Winkelmessungen Berücksichtigung durch Kompensation erfahren, 
jedoch ist aufserdem die Kenntnis ihrer Gröfse häufig erwünscht. 

Zur Bestimmung der Teilungs- und Excentrizitätsfehler wurde 
schon früher ($. 60) eine kurze Anleitung gegeben. Bei der Sorgfalt, 
mit welcher jetzt in allen besseren Werkstätten die Theodolitkreise 
geteilt werden, kommen die Teilungsfehler überhaupt erst in Frage, 
wenn die Genauigkeit der Ablesung über 10” hinaus geht, was bei 
Nonientheodoliten nur ausnahmsweise der Fall ist. Mikroskope 
geben allerdings eine gröfsere Genauigkeit. Doch mag auch hier 
der Hinweis auf das frühere genügen. 

Es wurde beim Repetitionstheodolit der Neigung u der Alhi- 
dadenachse gegen die Drehachse des Horizontalkreises als eines Fehlers 
erwähnt. Um seinen Betrag in Teilen der Libelle zu bestimmen, 
stelle man die Achse der Alhidade lotrecht, zu welchem Zweck der 
Spielpunkt s der Libelle in bezug auf diese Achse bestimmt werden 
muls. Sodann drehe man den Horizontalkreis um 180°. Infolge- 
dessen ist die Alhidadenachse gegen das Lot um 2u geneigt, und 
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man erkennt diesen Betrag und die Richtung der Neigungsebene, 
wenn man nunmehr die Alhidade dreht, an dem gröfsten Ausschlage 
der Luftblase von s aus und dem Vertikal der Libellenachse bei 
diesem Ausschlage. 

Bei Bestimmung des Spielpunktes s zeigt sich zuweilen, dafs 
dessen Lage nicht unabhängig ist von der Stellung der Alhidade 
gegen den Limbus, mitunter auch, dafs selbst bei unveränderter 
Stellung wiederholte Bestimmungen von s nicht dasfelbe Resultat 
ergeben. Rühren solche Unterschiede davon her, dafs die Alhi- 
dadenachse mit etwas Spielraum in ihrer Büchse schlottert, so kann 
man durch Nachlassen der Federn, auf denen das Gewicht der 
Alhidade ruht, den Spielraum vermindern, nötigenfalls nach vorher- 
gegangener Reinigung der Achse (mit Steinöl) von zäh gewordener 
Schmiere. Ist dagegen der Querschnitt der Büchse durch langen 
Gebrauch elliptisch erweitert oder durch einen Unfall die Achse ver- 
bogen, so kann dem nur durch neues Abdrehen abgeholfen werden. 
Ähnliche Erscheinungen können sich bei der Achse und Büchse des 
Limbus zeigen. Man wird zu ermessen haben, ob dadurch unter 
Umständen wesentliche Projektionsfehler entstehen können. 

Jene Theodolite, welche wie der von Frerk eine Libelle über 
der Drehachse des Fernrohrs tragen, werden mit Hilfe dieser Libelle 
so geprüft und berichtigt, als ob die beiden Zapfen der Drehachse 
gleich dick wären. Ungleichheit der Achszapfen bewirkt, dafs die 
Neigung der Achse durch das Berichtigungsverfahren des $. 42 
nicht ganz beseitigt wird. Wie man die Ungleichheit der Zapfen- 
durchmesser bestimmen kann, geht aus $. 44 hervor, und es wäre 
hiernach möglich, auch den Restbetrag der Achsenneigung zu tilgen 
und den entsprechenden Ausschlag an der Setzlibelle sich ein- für 
allemal zu merken. Handelt es sich hierbei aber, wie bei Theodoliten 
aus guten Werkstätten meist, nur um wenige Sekunden, so wäre 
das eine Umständlichkeit, die für Winkelmessungen mit Kompen- 
sation unnütz ist und auch bei Absteckungen mit dem Theodolit 
unterbleiben kann. 

Man untersuche sorgfältig, ob durch Benutzung der Klemme 
und Schraube für die feine Vertikalbewegung des Fernrohrs eine 
Horizontalverschiebung seiner Drehachse bewirkt wird, in welchem 
Falle das Auf- und Niederkippen des Fernrohrs mit der blofsen 
Hand bewirkt und die Klemme nur gebraucht wird, um den Gang 
der Fernrohrdrehachse etwas zu erschweren. 

Bei den Klemmen der Vertikalachsen kann eine entsprechende 
Erscheinung nicht wohl auftreten. Indessen wirken Randklemmen 
durch ihre Reibung am Limbus während der Drehung der Alhidade 
oft nieht minder schädlich, weshalb man sie gut öffnen und mit der 
Hand führen muls. 
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Es kann von Interesse sein, den Gang der Okularröhre in der 
Horizontalprojektion zu untersuchen. Nach $. 49 läuft dies darauf 
hinaus, den Abstand e der Hauptvisierachse vom optischen Mittel- 
punkt des Objektivs zu bestimmen. Man visiere auf ein fernes Ziel 
und, ohne die Alhidade zu drehen oder das Fernrohr merklich zu 
neigen, auf einen nahe gelegenen Mafsstab, lege die Drehachse des 
Fernrohrs um und wiederhole dasfelbe. Der Abstand a der Ziel- 
punkte an dem Mafsstab ist gleich 2e. Halbiert und durch die 
Brennweite F des Objektivs gemessen giebt er das analytische Mafs 
des Horizontalwinkels, unter welchem die Bewegungsrichtung des 
Okulars die Visierlinie schneidet, wenn anders die Bewegung gerad- 

Fig. 146. linig erfolgt. Sonst würde a auf verschiedene Entfer- 
nungen des Mafsstabes ungleich grofs ausfallen. 

Theodolite müssen möglichst genau centrisch über 
den Scheiteln der Winkel aufgestellt werden, welche man 
messen will. Diejenige Einrichtung, welche, wie in dem 
Instrument der Fig. 139 und der Tafel VI, das Centrierlot 
in die Verlängerung der Alhidadenachse bringt, wurde 
in §. 129 als die vorteilhafteste bezeichnet. Ob sie ihrem 
Zweck entspricht, kann man prüfen, indem man an das 
horizontal gestellte Theodolitfernrohr oder einen anderen 
(vielleicht künstlich hergestellten) hervorragenden Teil 
der Alhidade ein Lot befestigt, die Alhidade in vier um 
je 90° verschiedene Stellungen bringt und die vier Spuren 
der Lotspitze auf der Erde übers Kreuz miteinander 
verbindet. Auf den so gewonnenen Schnittpunkt soll 
auch das Lot weisen, welches an dem Häkchen am Unter- 
ende der Herzschraube befestigt ist. Zeigt sich davon 
eine konstante Abweichung, so merke man sich ihren 
Betrag und ihre Richtung am Metalldreifufs des Theo- 
dolits. 

Am zweckmäfsigsten wird das Lot mittels einer Schlinge in 
das Häkchen eingehängt, welche durch den beweglichen Knoten 
der Fig. 146 geschlossen wird. Das mit dem Gewicht beschwerte 
Ende der Schnur kann durch Verschieben des Knotens beliebig 
verkürzt oder (den Pfeilen entsprechend) verlängert werden und 
bleibt stets centrisch zur Theodolitachse. Alle Künsteleien, wie 
Doppelsenkel u. s. w. werden damit entbehrlich. Der Knoten läfst 
sich ebenso leicht durch einen einfachen Handgriff schürzen als durch 
Auseinanderziehen beider Schnurenden lösen, 
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Horizontabschlufs. Den Horizont abschliefsen heifst nach dem 
älteren Sprachgebrauch, zu einem oder mehreren nebeneinander 
liegenden gemessenen Winkeln auch noch die Ergänzung auf 360° 
durch Messung beifügen. Diese Ergänzung selbst wird zuweilen als 
Horizontabschlufs bezeichnet. Man gewinnt durch sie eine Kontrolle 
der ausgeführten Winkelmessungen. Haben wir z. B. die beiden 
Winkel œ = li Grad, ß = lz. Grad gefunden und die Ergänzung y 
ihrer Summe auf 360° zu l; .ı Grad bestimmt, so sollen die Gleichungen 
nebeneinander bestehen: 


l-2 = & 
3 = Ê 
lis = 360% — lz. = & + ß, 

welche auf der linken Seite Beobachtungsgröfsen, auf der rechten 
Unbekannte enthalten. Da die Beobachtungen nur ausnahmsweise 
fehlerfrei erfolgt sein werden, so liegt, wenn die Widersprüche nicht 
auf einen groben Fehler hindeuten, eine Ausgleichungsaufgabe zur 
Bestimmung der Unbekannten & und ß vor. Die Ausführung der- 
selben bezeichnet Gerling als Horizontabschlu/s, und in diesem 
Sinne wollen auch wir von nun an das Wort gebrauchen. 

Sind von einem Standpunkte aus nur drei Signale durch Winkel- 
messung festzulegen oder „anzuschneiden“, so sind auch nicht mehr 
Kombinationen derselben zu je zweien, also nicht mehr Winkel 
zwischen ihnen zu bilden möglich, als in dem vorstehenden Beispiele 
aufgeführt wurden. Sobald aber die Zahl der Signale sich erhöht, 
vermehrt sich auch die Zahl jener Kombinationen, und die Ergänzung 
der nebeneinanderliegenden Winkel zu 360° ist nicht mehr die 
einzig mögliche Messungskontrolle. Vielmehr wird in allen Fällen, 
wo zwischen p Signalen mehr als p — 1 Winkel gemessen sind, eine 
Ausgleichungsaufgabe derselben Art vorliegen. Es steht uns dabei 
völlig frei, welche p — 1 Winkel wir als Unbekannte betrachten 
und durch die angestellten Beobachtungen ausdrücken wollen, nur 
muls in den gesuchten Winkeln jedes der p Signale vorkommen 
und anderseits für jeden direkt gemessenen Winkel, also für jede 
unmittelbare Beobachtung, eine Gleichung angeschrieben werden. 

Lägen in dem vorigen Beispiele nur die Beobachtungen li. = %; 
la; = Ê vor, so würde nach $. 81 die Summe œ + B = la + 123 
weniger genau ausfallen als der einzelne Winkel. Dadurch, dafs 
auch die Summe «œ + ß direkt gemessen wird, kann nach der 
Ausgleichung (welche keine Beobachtung bevorzugt) jeder der 
drei Winkel, die zwischen drei Richtungen zu bilden sind, mit 
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gleicher Genauigkeit berechnet werden. Haben wir überhaupt jede 
mögliche Kombination zwischen je zwei Signalen mit gleicher Ge- 
nauigkeit beobachtet, so läfst sich von vornherein erwarten, dafs 
wir auch nach der Ausgleichung jeden möglichen Winkel mit 
gleicher Genauigkeit bilden können. Andernfalls werden die .Winkel, 
für welche direkte Beobachtungen vorliegen, stets am genauesten 
gefunden. Ein homogenes Aufnahmeverfahren verlangt demnach 
1/,9a(p — 1) gleich genaue Winkelmessungen auf einem Theodolit- 
staadpunkte, von dem aus p Signale anzuschneiden sind. Solche 
Ausführlichkeit der Messung ist aber gar nicht immer möglich; man 
wird sich vielmehr oft damit begnügen müssen, die wichtigsten 
Winkel mit gröfserer Genauigkeit als die übrigen und jedenfalls 
direkt zu messen, minder wichtige aber teilweise zu übergehen. 

Vollständige Winkelbeobachtungen auf einer Station voraus- 
gesetzt, ist die Anzahl der Unbekannten, welche durch den Horizont- 
abschlufs bestimmt werden sollen, gleich p — 1, die Anzahl der 
überschüssigen Beobachtungen demnach: 


1p (p — 1) — (p — 1) oder yo — D (p = 2). 


Fener läfst sich, unter Voraussetzung gleicher Genauigkeit der 
eirzelnen Winkelmessungen, nachweisen, dafs die Gewichte der 
awgeglichenen Winkel im Verhältnis der Zahlen p wachsen, woraus 
ungekehrt geschlossen werden kann, dafs, um auf mehreren Stand- 
pwnkten durch das angegebene Verfahren gleich genaue Winkel- 
wete zu gewinnen, das Produkt pg eine konstante Zahl 2% sein 
mus, unter q das Gewicht der einzelnen Beobachtung verstanden. 
Wire demnach je eine Theodolitstation mit 3, 4, 5, 6 .... Signalen 
auzunehmen und auf der ersten derselben 20 fache Repetition der 
Winkel ausgeführt worden, so würde bei vier Signalen l5fache, bei 
fürf Signalen 12 fache, bei sechs Signalen 10 fache .... Repetition 
den Endergebnis dasfelbe Gewicht verleihen; zugleich würde die 
Gesamtzahl 


app —1)q oder kp — 1) 


de vorzunehmenden Repetitionen auf jeder Station proportional 
de Anzahl (p — 1) der Unbekannten wachsen, die aufgewendete 
Mihe also für jede Unbekannte (nahezu) dieselbe werden. 

Führen wir nämlich in dem Beispiele zu Anfang dieses Para- 
gmphen als Unbekannte solche Winkel ein, welche den linken 
Schenkel gemein haben, also £o = &; %s3 = % + ß, so lauten 
di: Fehlergleichungen: 


Aia = — ha + Ms 

hg = — I + 2% 

las = — las — a + tis N A 
Vogler, Praktische Geometrie, 26 y ; 


| N 
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und die Normalgleichungen: 


la — has = 203 — tis 
liss + b3 = — ua + 20 


woraus man die Unbekannten erhält: 


la TE lz. — 1 
ua] lea + lg.3 2 1347 2 li. T3 lag -+ liss, 
aAA oa enea 3 | 
u 
| 2 la = Ig.g 
FR zu EL el, S hik 2l + l + lho 
niv Am e ae rreraumE 
— 1 2 


und als Gewicht der Unbekannten, das Gewicht der einzelnen 
Winkelbeobachtung als Einheit genommen: 


TABON, 
le 
Ya == 2 ——- 


Auf dieselbe Art findet man bei m = p — 1 Unbekannten das 
Gewicht für jede derselben: 


m — 1 A | 
Det. Fee 
ne DEREN RER RAR 
Grade: | 1 —-1:! md 
nd —1-—1 — 1 MS me TENE 
PeT SA Wr amag ae t Dre le" 
Det. — 1 mi-1i-1 
ee hr ee a 
Grades MO ve. 
1-1: -—1 m 


Von der Gültigkeit dieser Gleichung kann man sich durch nach- 
folgende Betrachtung überzeugen *). 


*) Diese Verhältnisse sind von Schreiber dargelegt worden in den Auf- 
sätzen: „Über die Anordnung von Horizontalwinkelbeobachtungen auf der 
Station“, Zeitschrift für Vermessungswesen 1878 und „Richtungsbeobachtungen 
und Winkelbeobachtungen“ ebenda, 1879. Es wird dort auch gezeigt, wie 
die k (p — 1) Winkelbeobachtungen auf die verschiedenen Kreislagen zu 
verteilen sind. 


9 
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Wenn wir mit D’ die Determinante iten Grades von der Form 
des Zählers und Nenners von gm bezeichnen, so gilt, wie alsbald 
bewiesen werden soll, die Rekursionsformel: 
Gi > i—1 } i—2 
Dee nl) Bin aD 
Diese Gleichung wird erfüllt, indem man setzt: 


D’=-m-it)m+1' ....0 


wovon man sich durch Bildung und Einführung von aiT "und 2°" ir 


in (1) überzeugen wird. 
- Eh 
Formel (1) gewinnt man durch Zerlegen von D_ in Unter- 
determinanten; wenn man berücksichtigt, dafs beim Vertauschen 
zweier Spalten einer Determinante ein Vorzeichenwechsel eintritt, 
so wird zunächst: 


AU REET IN ae eN, 
; TE N 6) 1 
D=mD 4+ (i—1)|—1 —1 m —1 


worin die letzt angeschriebene Determinante vom (i— 1)ten Grade 
ist. Wir ergänzen dieselbe zu Dt und subtrahieren die Ergänzung 
wieder, woraus 
i i—ı - i— 
D’ =m D’ +d-]) (D; 


also die Rekursionsformel (1) hervorgeht. 


1 


W: (m+ 1) H N; 


$. 136. 


Satzbeobachtungen. Winkelmessungen im engeren Sinne 
verbinden unmittelbar immer nur je zwei Signalpunkte miteinander, 
Satzbeobachtungen deren beliebig viele. Hat man z. B. bei fest- 
stehendem Limbus das Fernrohr auf drei gegebene Signale nach- 
einander eingestellt, so ist ein Satz oder Gyrus von drei Richtungen 
(in einer Fernrohrlage) beobachtet worden, weshalb man auch vom 
Beobachten nach Richtungen spricht, im Gegensatze zum Beobachten 
niach Winkeln*). Die Repetitionsmethode ist, wie man sieht, auf 
Siatzbeobachtungen nicht anwendbar, diese setzen demnach voraus, 
diafs man die Richtungen am Horizontalkreise so scharf ablesen 
kiönne, als man sie zu wissen wünscht. Mit Mikroskoptheodoliten, bei 


*) Damit jede einzelne Einstellung, als Beobachtung selbständig auf- 
gefalst, noch einen Sinn hat, denkt man sich die Richtungen als Horizontal- 
winkel, welche von einem gemeinsamen, willkürlich wählbaren Punkte des 
Hiorizonts aus gezählt werden. 


26* 
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welchen die Kreisablesungsfehler innerhalb der Visurfehler zu blei- 
ben pflegen, wird daher, wenn keine sprungweisen Teilungsfehler an 
ihrem Limbus auftreten, jetzt mit Vorliebe nach Richtungen beob- 
achtet. Auch bei einfachen Nonientheodoliten ist man auf Satz- 
beobachtungen hingewiesen. Wenn in einem Satze oder Gyrus 
sämtliche Signale mit gleicher Genauigkeit eingestellt wurden, so 
sind alle Differenzen zweier Richtungen gleich genau. Vollständige 
Satzbeobachtungen geben somit gegenüber Winkelbeobachtungen 
ein einfaches Mittel an die Hand, sämtlichen Kombinationen je zweier 
Richtungen gleiches Gewicht zu verleihen, ebenso die Winkelmes- 
sung auf verschiedenen Standpunkten mit nahezu gleicher Genauig- 
keit auszuführen. Indessen wird es nicht allemal gelingen, vollstän- 
dige Satzbeobachtungen zu erhalten, schon darum, weil ungünstige 
Beleuchtungsverhältnisse zum. Auslassen eines Signales zwingen 
können, dessen Einstellung alsdann bei anderen Sätzen nachzuholen 
ist. Die Ausgleichungsaufgabe, welche aus wiederholten Satzbeob- 
achtungen hervorgeht, soll weiter unten betrachtet werden. 

Zur Kompensation der Instrumentalfehler werden Satzbeobach- 
tungen in der Weise angeordnet, dafs man die Signale in erster 
Lage des Fernrohrs von links nach rechts, sodann in zweiter Fern- 
rohrlage in umgekehrter Reihenfolge einstellt, die Alhidade aber 
beim Übergange von einem auf ein anderes Objekt stets im Sinne 
der Uhrzeiger dreht. Unter Voraussetzung lotrechter Alhidaden- 
achse werden durch das Beobachten in zwei Fernrohrlagen die Pro- 
jektionsfehler der Visuren eliminiert, durch das Beobachten in zwei 
entgegengesetzten Reihenfolgen die Fehler wegen gleichmälsiger 
Drehung des Stativs oder Beobachtungspfeilers (sofern sie in glei- 
chem Drehungssinne erfolgen), durch die einseitige Drehung der 
Alhidade solche Fehler, welche durch das Mitschleppen des Limbus 
beim Beginne jeder Alhidadenbewegung eintreten können. Die 
letzteren Fehler sind bei einfachen Theodoliten weniger zu befürch- 
ten als bei Repetitionstheodoliten, aber doch nicht ganz ausge- 
schlossen. Zur Elimination der Teilungsfehler müssen neue Sätze 
in anderen Kreislagen ausgeführt und in jedem dieser Sätze die 
gleichen Objekte eingestellt werden; andernfalls tritt für einzelne 
Richtungen nur uhvollkommene Elimination ein. Aber man kann 
sich immer dadurch helfen, dafs man die Teilungskorrektion für den 
Limbus bestimmt und an jeder einzelnen Ablesung anbringt. Damit 
wird den gröberen Einflüssen der Teilungsfehler vorgebeugt. Um 
verschiedene Kreislagen zu gewinnen, mufs entweder der Limbus für 
sich oder der Dreifufs des Theodolits auf seinem Stativ derart verstell- 
bar sein, dafs n um 180 : n oder 360 : n verschiedene Ablesungen 
für jede Richtung möglich werden. Durch die Verstellung des 
Dreifufses darf jedoch die Centrierung des Theodolits nicht leiden. 
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Beispiel einer Satzbeobachtung ohne Kreisverstellung. 
Standpunkt II. 22. Mai 1871. Windstill, heiter. 


Einfacher Theodolit von 10” Angabe der Nonien. 


An- 


visert 


Nonius I 


Erste Lage 


188 


230 


261 
337 


32 |43 


20 | 25 


33 | 38 
6| 8 


Zweite Lage 


157 
81 
50 

8 


64i; 0 
33 | 33 
20 | 20 
32 | 35 


Richtungen 
von S aus 
gezählt : 


0 
42 


55 
25 


Bemerkungen und 


Skizzen 


Helmstange des 
Turmes 

Untere Tangente 
des Turmknopfes 


Kreuz, Spitze 


Helmstange, unter 
der Rosette 


Mittlere Richtung aus beiden Fernrohrlagen: 


00 0' 0” 
41 47 44 
73 56 

148 33 25 
$. 137. 


Ausgleichung und Genauigkeit von Satzbeobachtungen. 
(Staionsausgleichung.) Sind von einem Standpunkte aus p Signale 
macl Art von Satzbeobachtungen eingeschnitten worden, so sind es 
» — 1 Winkel, welche wir zur Bestimmung der gegenseitigen Lage 
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der Objekte zu wissen verlangen. Wie in $. 135 wählen wir als 
Unbekannte die Winkel Yo, %02 --- Yop—i, welche aus der Subtrak- 
tion einer beliebigen Anfangs- oder Nullrichtung von allen übrigen 
entstehen, und drücken die Beobachtungen durch diese Unbekann- 
ten aus, indem wir zu den einfachsten unabhängigen Beobachtungen 
zurückgreifen. Dort waren dies Winkel, hier sind es die einzelnen 
Kreisablesungen oder vielmehr, bei der Beobachtung in zwei Fern- 
rohrlagen, die arithmetischen Mittel lọ l... 151 der beiden Ein- 
stellungen eines Satzes auf jedes der Objekte. Führen wir noch 
für jeden Satz eine Hilfsgröfse x als Unbekannte ein, nämlich den 
Winkelabstand des Nullpunktes der Kreisteilung von der Anfangs- 
richtung, so lassen sich, wenn mit A, 21... Api die Verbesserungen 
der l in Folge der Ausgleichung bezeichnet werden, für den iten 
Satz die p Fehlergleichungen anschreiben: 


loi = — lu + ti Gewicht 9: 

Au = - uk ++ %Mı ” Jii 

Agi = - lh + t + W ” gi - - (1) 
kaum - baut + Worin Ru 


Hierin ist das Gewicht gxi entweder Eins oder Null, je nachdem das 
kte Objekt im ¿ten Satze eingestellt werden konnte oder nicht. Es 
braucht nach dem früheren kaum bemerkt zu werden, dafs man 
konstante Näherungswerte sowohl von den Beobachtungen als auch 
von den Unbekannten abziehen wird, wonach man sich unter l, x, y 
die verbliebenen Reste zu denken hat. 

Von den Fehlergleichungen zu den Normalgleichungen über- 
gehend, erhalten wir für die x deren soviele als Sätze beobachtet 
wurden, z. B. m, für die y aber deren p — 1. 

Die m Normalgleichungen für die x haben die Form *): 


[gl]: = [giti + Nyon + giyo ++ mu yon - (2) 
Die p — 1 Normalgleichungen für die Y lauten: 


[nh] = In]yı + it + gat + + Jim m 
[921] = [92] y2 + 9aırı + 922% + ++- + Iom m 
[9p —1 lp —1] = [9p 1] Hpi + i H Ipit H 
+ P—imXm 
Die Auflösung dieser Gleichungssysteme beginnt damit, die 
Werte der x, welche sich aus (2) ergeben, in (3) zu substituieren, 


*) Der Satzindex steht aufserhalb der eckigen Klammern oder bei 
Doppelzeigern zuletzt. 
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eine nicht eben schwierige Arbeit, da, wie erwähnt, 911 913 --- 921 922 ++- 
entweder Null oder Eins sind. Man erhält p — 1 reduzierte Nor- 
malgleichungen von der Form: 


[a R] = [ea]yoı + [ab] yo + [ac] yo + °'- 
[o R] = [adlyı + [bt]m + bedum +l.. (a 
[e R] = [ac]yuı + [be] yo + [e clyw + = 


welche nur noch die Unbekannten y enthalten und aus welchen man 
nach §. 95 sowohl diese Unbekannten als auch deren Gewichte be- 
rechnen wird. Die æ aus (2) zu berechnen ist nur nötig, wenn man 
die Verbesserungen A zur Berechnung des mittleren Fehlers u der 
Beobachtungseinheit bedarf. Sein Ausdruck ist nach $. 88: 


MAT V [9 AA] 


unter n die Anzahl der Fehlergleichungen verstanden. 

Sind, wie es meistens der Fall sein wird, unter den Gleichungen 
(2) mehrere aus Sätzen entstanden, in welchen dieselben Signale 
eingestellt wurden, so lassen sich solche Gleichungen zusammen- 
fassen. Es mögen z. B. die beiden ersten Gleichungen (2): 


[sth = [g] r + mY + RıYoa + + Mi Yopa 
[gl = [g] t2 + 912 Yo + 922Y0a + "+ Ma Popsi 
aus solchen gleichartigen Sätzen hervorgegangen sein. Dann sind 
alle Koeffizienten der Unbekannten einander gleich und es läfst sich 
die Summengleichung bilden: 


[gth + [stk = [gh (m + 2%) + 291 Yoa + 29n Yo +" 

+ 29-11 Y%r-1 - (6) 
Ebenso lassen sich in den Gleichungen (3) die Glieder, welche x, 
und x, enthalten, zusammenfassen, z. B.: 


[9 l] = [a] Ya + gu (&ı + 2a) + + Jimm (7) 
[9 lə] > [92] Yoa + In (21 + %) + ° + Jamm 


und so fort. Indem man (x, + x) aus (6) in die Gleichungen (7) 
substituiert, erhält man das System (4) genau wie früher. Die Nor- 
malgleichung (6) kann man sich hervorgegangen denken aus einer 
Satzbeobachtung mit dem Gewicht 2, wenn man die arithmetischen 
Mittel je zweier Einstellungen auf dasfelbe Objekt als Beobachtungen 
auffafst und an stelle der Unbekannten x, und g deren arithme- 
tisches Mittel setzt. In gleicher Weise kann man sich aus den 
Beobachtungen einer Gruppe von @ gleichartigen Sätzen arithme- 
tische Mittel gezogen denken, welche als Beobachtungen eines Satzes 
mit dem Gewichte @ aufgefafst werden können. Dabei darf man 


www.rcin.org.pl 


408 Abschn. II. Kap. XI. Theodolitaufnahme. 


nicht übersehen, dafs die Verbesserungen A, welche den Beobach- 
tungsmitteln durch die Ausgleichung zugeteilt werden, quadriert 
und mit G multipliziert in die oben aufgeführte Summe [gAA] ein- 
gehen. 

Der Übersicht wegen sollen die Fehlergleichungen für die ite 
Gruppe angeschrieben Thron; obwohl es gar nicht nötig ist, sie zum 
Zwecke der numerischen Rechnung zu bilden. 


Ayi = — Lyu + X Gewicht Goi 

Mui = — L; F Xi + M n Gu 

y = — In t X + W2 „Gy - (8) 
As: = — Lyi; + X N Yin Bm 


Die @ sind hier entweder gleich Null oder gleich G;, der Anzahl 
zusammengezogener gleichartiger Sätze. ZL sind Mittel von G; Ein- 
stellungen auf dasfelbe Objekt, X Mittel von G@; Unbekannten x. 
Den Gleichungen (2) entsprechend findet man die Normalgleichun- 
gen*) für die X von der Form: 


[GL] = oe [G]: X: + Giya + Gato + + Gii hpi (9) 
während die p — 1 Normalgleichungen für die y, entsprechend den 
Gleichungen (3) lauten: 


[Gi L] = [eılwı + Gu X + hX + 
[G L] = [G] y + Ga Xi + GX: +- (10) 
[%-ı nl = peaa Yor-ıt Gm X + Goi Kire 

Die Zeiger der X beziehen sich ebenso wie die zweiten Zeiger ihrer 
Koeffizienten auf die verschiedenen Gruppen von Sätzen. Durch 
Substitution der X aus (9) in (10) entstehen wieder die reduzierten 
Normalgleichungen von der Form (4), deren Auflösung die y liefert, 
identisch mit den früher gefundenen. Der mittlere Fehler der Be- 
obachtungseinheit, also einer Einstellung auf ein Objekt, berechnet 


sich aus: 
TEE 
SEAE EE meri ae r y a) 


N bedeutet die Anzahl der Fehlergleichungen (8), M die der 
Gruppen, also auch der X, so dafs u mit dem in (5) gleichbedeutend, 
wenn auch dem Zahlenwerte nach nicht identisch wird. 

Um die konstanten Glieder der Normalgleichungen aufzustellen, 
kann man sich folgenden Schemas bedienen: 


*) Auch hier steht der Gruppenindex aufserhalb der eckigen Klammern 
und bei Doppelzeigern zuletzt. 


www.rcin.org.pl 


$. 137. Stationsausgleichung. 409 


Anzahl Summen der Beobachtungen l für 
Ar: pe das Objekt Quer- 


der 
Gruppe * A ee en a A 
Sätze 


1 @, Go Loi | Gu Ln | Ga Lan | Gsi Lai |- [@Zh 
= Ga Goa Loo | Gia Lia | Gag Loa | Gea Lega |...|| [G L]o 
3 G3 Gos Los | Gais Lig | Gag Lag | Gss Lss |...| [G L]; 

| [6] | [20 | [Hz iaid | (a2 |... | Probe 


Quer- 


summen 


[d] 
[@]s 
[d]; 


welches aus dem vorigen Schema dadurch entsteht, dafs von dessen 
Werten GL der Reihe nach die Werte 


Null, Gii Yos, Gai Yoz, Gsi Yos +». 
nach der Auflösung der Gleichungen (4) subtrahiert werden. Aus (9) 
folgt sodann: s 
LEN 1%’ 


wenn r; die Anzahl der eingeschnittenen Richtungen im ¿ten Satze 
bedeutet. Aus (8) folgt nun: 


di 
Goi Aoi Fe S doi + [a]; 
fi 
d 
Gulu = = hi + [a]; 
Ti 
d 
Gai Aai = — dzi + lak: 
Tfi 
ur, i 
O W aN, = b—1i [a]: 
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Quadrieren wir beide Seiten dieser Gleichungen und summieren, so 
erhalten wir: 


Gi Gi [44]; = [dd]; — a d I 
oder i ; 
NE = = (taay; a të DEE AA 
Die Quadratsumme [6 4AA] in (11) setzt sich aus den [@ 4.4]; der 


einzelnen Gruppen zusammen. 

Vorstehende Entwickelung ist ein glossierter Auszug aus 
Helmerts Referat über die Dänische Gradmessung (ausgeführt von 
v. Andrae) im 12. Jahrgang der Vierteljahrsschrift der astronomischen 
Gesellschaft, und im wesentlichen identisch mit den Regeln, welche 
Bessel zur Stationsausgleichung von Satzbeobachtungen für die 
Gradmessung in Östpreufsen mitgeteilt hat. Bei kleineren Triangula- 
tionen wird man nur ausnahmsweise in dieser Form auszugleichen 
genötigt sein, weil es leichter als bei Landesvermessungen gelingt, in 
vollständigen Sätzen zu beobachten, die Ausgleichung solcher aber 
auf eine einfache Mittelbildung hinausläuft. Hinreichende Ablesungs- 
schärfe vorausgesetzt, hat die Beobachtungsweise nach vollständigen 
Sätzen vor jeder andern den Vorzug, dafs sie die geringste Zahl 
von Einstellungen jedes Zielobjektes erfordert. Wenn p Richtungen 
auf einer Station zu beobachten sind, so kommen in einem voll- 
ständigen Satze p Einstellungen vor, und das Mittel aus k gleich 
genauen Sätzen giebt jeder Richtung und jedem Winkel das k fache 
Gewicht der einmal beobachteten, wozu daher kp Einstellungen er- 
fordert werden. Andererseits zeigte §. 135, dafs der Horizont- 
abschlufs jeder Winkelkombination das Gewicht % erteilt, wenn alle 
möglichen Kombinationen gleich häufig gemessen wurden und im 
ganzen k(p — 1) Winkelbeobachtungen oder 2% (p — 1) Einstellungen 
auf Objekte stattgefunden haben. Um durch Winkelmessungen 
dasfelbe Gewicht der Unbekannten zu erreichen, wie durch volle 
Sätze, ist also ein gröfserer Arbeitsaufwand nötig und zwar im 
Verhältnis 2(p — 1):p. Nicht so hoch wird sich der Mehraufwand 
stellen, wenn statt der Kombinationen von je zwei Richtungen die- 
jenigen von je 3, je 4... je © Richtungen beobachtet werden. Aber 
immer wird man von vollen Satzbeobachtungen nur abgehen, wenn 
die Schwersichtbarkeit der Signale (Ausbleiben der Heliotropenlichter) 
dazu zwingt, oder wenn vollständige Sätze so lange Zeit beanspruchen, 
dafs während derselben starke unregelmäfsige Änderungen der 
Stellung des Theodolits zu befürchten wären, em Fall, der auch bei 
Kleintriangulationen eintreten kann. Man darf dann nicht aufser 
Acht lassen, dafs aus den ausgeglichenen Richtungsbeobachtungen 
nur in dem Falle sämtliche Winkel mit gleichem Gewicht gebildet 
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werden können, wenn unter den p Richtungen einer Station alle 
möglichen Kombinationen zu je ¿ gebildet und gleich oft beobachtet 
wurden, also 
)=- rege Ms 1) 
Br TANO 

Kombinationen. Und man wird danach RL dafs diese Gleich- 
heit des Winkelgewichts nicht nur innerhalb der Station, sondern 
auf sämtlichen gleich wichtigen Stationspunkten eines Netzes bestehe. 
Das hat denselben Erfolg, als ob alle im Netze vorkommenden 
Winkel von vornherein gleich genau beobachtet worden wären, und 
vereinfacht die fernere Behandlung des Netzes sehr. 

Wenn die einzelne Beobachtung von p Richtungen eines Satzes 
das Gewicht 1 hat, so möge Jip das Gewicht der ausgeglichenen 
Unbekannten, also auch jeder anderen Differenz zweier ausgeglichenen 
Richtungen sein; und K, wenn die einzelne Beobachtung g mal 
wiederholt oder mit dem Gewicht q gemessen ward. Dann folgt aus 
einer Erweiterung des in $. 135 eingeschlagenen Rechnungsweges: 


-CIDA #-6-)% 
de TA ERBEN N i T Aa t DEAA 


und wenn K für alle Winkel eines Dreiecksnetzes konstant sein soll, 
während ¿ gewählt und q danach bestimmt werden kann: 


=E, EI 
7 reay 2 


Z. B. für Sätze von je drei Richtungen: 


rw RN 2 
t= 0—3) 
Setzen wir darin K — 20, so wird der Reihe nach für 
D g 4 5 6 7 8 10 12 


q = 40 15 8 5 33/7 21/3 11), 1 
Die Anzahl Z aller Einstellungen ist gleich ¿g mal der Anzahl aller 
Kombinationen, also im allgemeinen Falle: 
2i(p — DK 
=, )= I 
2,8. 48 1 == 8: 
Z=3(p—- DK 
d. h. Z wächst für konstante ö proportional der Anzahl (p — 1) der 
Unbekannten und wird für konstante p um so kleiner, je mehr ö 
sich der Zahl p nähert. — Man vergleiche Helmerts Ausgleichungs- 
rechnung S. 320 und des Verfassers Aufsatz: „Über Satzbeobach- 
tungen in symmetrischer Anordnung“, Zeitschr. t Verm. 1885. 
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Die Formeln gelten auch für den Fall ¿= 2, wenn man ( 4 =] 


nimmt, und gehen in die Formeln des §. 135 über, wenn man be- 
denkt, dafs K = 2k und dafs die Anzahl der Einstellungen doppelt 
so grols ist als die der Winkelmessungen. 

Wird mit vollständigen Sätzen beobachtet und ist u der mittlere 
Ablesungsfehler an jedem Zeiger der Alhidade, z die Zahl der zu 
einem Mittel vereinigten Zeigerablesungen für ein gewisses Objekt 
nach der Vollendung mehrerer Sätze, so ist der mittlere Fehler 
einer ausgeglichenen Richtung im allgemeinen gröfser zu erwarten 


als u:Vz, da zu dem Ablesungsfehler noch der Einstellungsfehler im 
Fernrohr tritt. Jedoch verschwindet der letztere fast ganz gegen- 
über der Ungenauigkeit der Ablesung an Nonien und selbst an 
Schätzmikroskopen, wenn die Stärke des Fernrohrs wie üblich ge- 
wählt und die Form und Beleuchtung der Signale der Beobachtung 
nicht gerade ungünstig sind. Man richtet Theodolitfernrohre auf 
Vergröfserungen ein, welche das 11/, bis 21/ fache der Durchmesser 
des Horizontalkreises in Centimetern betragen. Bei Theodoliten 
mit Schraubenmikroskopablesung kommt es vor, dafs der mittlere 
Einstellungsfehler des Fernrohrs den mittleren Ablesungsfehler über- 
wiegt. So ergab dem Verfasser 25 malige Einstellung des Mikro- 
skopfadens auf einen und denselben Teilstrich des zehnzölligen 
Horizontalkreises (Durchmesser 27 cm) eines Theodolits von Pistor 
und Martins den mittleren Ablesungsfehler + 0,47”. Zwölfmalige 
Einstellung des Fernrohrs, das 50 fach vergröfserte, auf ein günstiges 
Ziel lieferte den mittleren Einstellungsfehler, vom Ablesungsfehler 
befreit, + 0,98”. Schätzen wir dagegen an einem sechszölligen Kreis 
(Durchmesser 16cm) mit Nonien von 10” Angabe den mittleren 
Ablesungsfehler auf jeden Zeiger zu + 7” und den mittleren Ein- 
stellungsfehler eines zugehörigen Fernrohrs von 25facher Ver- 
gröfserung nach einer Durchschnittsregel zu + 2”, so wird dies 
Verhältnis nahezu den Leistungen der besten Nonientheodolite ent- 
sprechen. Ein Schätzmikroskop liefert über einem Kreis von 41/, Zoll 
(12cm) Durchmesser die einzelne Ablesung mit dem mittleren 
Fehler + 2” bis + 4”, ein Betrag, der dem mittleren Fehler der 
Fernrohreinstellung schon näher liegt. Wie schon früher erwähnt, 
kann das Repetitionsverfahren das Verhältnis der beiden Fehler zu 
einander noch wesentlich verbessern, d. h. demjenigen näher bringen, 
welches bei grofsen Theodoliten mit Schraubenmikroskopen obwaltet. 
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Theodolitaufnahme, Fortsetzung. Polygonaufnahme 
und Triangulation. 


$. 138. 


Polygonaufnahme mit dem Theodolit. Wie früher mit dem 
Mefitisch Polygone aufgenommen wurden, um daran das Detail der 
Sitwtion anzuknüpfen, so lassen sich zu gleichem Zwecke auch mit 
hilfe des Theodolits Polygonaufnahmen ausführen. Zur Bestimmung 
eins n-Eckes gehören bekanntlich 2» — 3 Stücke. Der Kontrolle 
halter pflegt man aber sämtliche n Seiten und n Winkel des Poly- 
goni zu messen, so dafs man jedenfalls drei überschüssige Beobach- 
tungen erhält. Aufserdem wird man suchen, Durchsichten in der 
Ricitung einer oder der anderen Diagonale zu gewinnen und die 
zugthörigen Winkel an beiden Endpunkten ebenfalls messen, wodurch 
die Anzahl der Kontrollen sich erhöht. Da die Anzahl der über- 
schissigen Beobachtungen dennoch gegenüber der doppelten Seiten- 
zahldes Polygons in der Regel gering sein wird, so empfiehlt sich 
die sorgfältigste Messung der einzelnen Stücke. Es ist leichter, von 
vorıherein gut zu beobachten, als etwa begangene grobe Fehler nach- 
trädgich aufzusuchen und zu verbessern. Ebenso ist für eine gün- 
sti@ Verteilung der zufälligen Fehler von einer strengen Aus- 
glevhung nicht viel zu erwarten; es gilt daher für vorteilhafter, die 
zufiligen Fehler überhaupt soweit einzuschränken, dafs eine Aus- 
glerhung derselben überflüssig oder nach einem abkürzenden Nähe- 
run;sverfahren zulässig wird. 

Die Polygonseiten wird man mit Latten fast eben so schnell 
und genauer messen, als dies mit Kette oder Stahlband möglich 
wär. Ob ein- oder zweimalige Messung erfolgt, hängt von der 
werügbaren Zeit ab. Wenn die Aufnahme des Details (nach Koor- 
dinten) mit der ersten Messung nicht sogleich verbunden wird, so 
gevinnt man durch die nachfolgende Detailaufnahme eine Messungs- 
konrolle. Es ist aber immer vorzuziehen, die Polygonaufnahme 
gar unabhängig von der Detailmessung zu vollführen, die Kontrolle 
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für jede Polygonseite also durch doppelte Messung in entgegen- 
gesetzter Richtung zu gewinnen, wobei man je nach dem Terrain 
Differenzen bis zu 0,01 oder 0,03 der Wurzel aus der Seitenlänge 
zulassen wird. Vergl. auch S. 430. 

Im Falle Terrainschwierigkeiten die direkte Messung einer 
Polygonseite AB hindern (Fig. 147), kann statt ihrer die gebrochene 


Fig. 147. 


HH 


UMS 


Linie AcdeB gemessen und die Reduktion der Hypotenusen cd 
und de auf ce mit hilfe der gemeinsamen kurzen Kathete df aus- 
geführt werden, welche als (wenigstens indirekt) mefsbar voraus- 
gesetzt wird. Durch Differentiation nach fd erhält man aus: 


ce = Vcd? — fa? + Vde? — far 


die Differenzenformel: 


aus welcher sich ergiebt, wie genau fd bekannt sein mufs und dafs 
man es möglichst klein und in der Mitte von ce wählen soll. Ist 


Fig. 148. 
|y) 


(x) 


0 


man aber zu so bedeutendem Umwege gezwungen, dafs fd direkt 
nicht genau genug mefsbar wird, so behandelt man die Punkte ede 
wie Eckpunkte des Polygons, die Strecke ce, deren Länge man aus 
cd und de ableitet, wie eine Durchsicht, um die Messung der Polygon- 
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winkel und die Berechnung der Azimute der Seiten möglichst auf 
dem kürzesten Wege zwischen A und B auszuführen. 

Zur Winkelmessung reichen Kompensationstheodolite aus, welche 
Minuten oder halbe Minuten angeben, in welligem Terrain der stei- 
len Visuren halber eine genaue Lotrechtstellung der Vertikalachse 
gestatten und allenthalben eine scharfe Centrierung zulassen. Man 
mifst die Winkel und ihre Ergänzung auf 360° in der Weise, welche 
in $. 132 angegeben ward, oder auch durch blofs zweifache Repeti- 
tion gemäls $. 133. Bei kurzen Polygonseiten sind namentlich 
die Centrierungsfehler einflufsreich, sowohl diejenigen, welche bei 
Aufstellung des Instruments, als auch die, welche beim Anschneiden 
der Visierstäbe begangen werden. Letztere werden daher mit Sorg- 
falt lotrecht gestellt, aufserdem aber so tief unten als möglich an- 
visiert. Bei aller Vorsicht lassen sich die mittleren Fehler der ein- 
zelnen Winkelmessung auf eine Minute einschränken, demnach in 


der Summe aller n Winkel ein mittlerer Fehler von Vn Minuten 
erwarten ($. 81). Eine gewisse Sicherheit, dafs dieser Betrag nicht 
weit überschritten wird, erzielt man, wenn man alle Messungen wie- 


derholt, bei welchen der 3,3fache Betrag von Yn Minuten oder mehr 
als Schlufsfehler des Polygons erscheint. Denn nach $. 80 dürfte 
ein so grofser Schlufsfehler unter 1000 Messungen nur einmal auf- 
treten, wenn der mittlere Fehler der einfachen Winkelmessung 1’ 
beträgt; ein guter Arbeiter wird also nur selten die Winkelmessung 
wiederholen müssen. 

Die Aufsenwinkel des Polygons (Fig. 148) oder die positiven 
und negativen Ergänzungen der Polygonwinkel zu 180° bezeichnen 
wir mit œ, mit @ die Winkel, welche die Vorwärtsrichtung der 
Polygonseiten mit der positiven Abseissenrichtung einschliefst, wobei 
die Winkel als positiv gelten, wenn wir vom festen zum beweglichen 
Schenkel im Sinne der Uhrzeigerdrehung übergehen, und im glei- 
chen Sinne den Polygonumfang vorwärts durchlaufen. Dann gilt: 


ae Be E a a e 
ferner: 
P2 = Pı +% P3 = P2 + 0%; Pn = Pn—ı F Mm 
oder: Pi = pı H a + æ Hee FH ti n o (2) 


Liegt die Abscissenachse in der Richtung der nten oder letzten 
Polygonseite, so dafs pı = % wird, so folgt: 

Pi = & tm +a ++. 
Nun gelben bekanntlich, wenn a die Polygonseiten, &, y die Koor- 
dimaten sind, die Gleichungen: 
Yi = Y + using + asin pa ++ «-ı p 48) 
Zi = %ı + a cospi + acos Pa + + ai—ı COS Qi—ı 
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und da %+ı = yı und &,+1 = x1, die Formeln: 

lampi =0 und’ facospy]=0 . .. . (4) 
welche in die sogenannten Lexell’schen Gleichungen übergehen, 
wenn die nte Polygonseite in die Abseissenrichtung fällt. 

Die Gleichungen (1) und (4) werden von den Beobachtungen 
a und p im allgemeinen nicht erfüllt werden. Was zunächst Glei- 
chung (1) betrifft, so wurde schon erwähnt, in welchen Fällen man 
ungenügende Genauigkeit der Messung oder einen groben Beobach- 
tungsfehler anzunehmen hat. Scheint ein günstiger Abschlufs vor- 
zuliegen, so steht es uns frei, für die « Näherungswerte einzuführen, 
indem wir die Ergänzung der Summe [«] auf 360° an die einzelnen «@ 
verteilen. Dabei wird man entweder alle Polygonwinkel gleich be- 
handeln oder diejenigen mit kürzeren Schenkeln am stärksten ändern. 

Berechnet man mit hilfe der angenäherten & die Gleichungen 
(4), so wird man sie nicht genau erfüllt finden, sondern etwa: 

Be E E A a . . . . (8) 
Es kann vorkommen, dafs in 4y und 4z sich ein grober Längen- 
messungsfehler ausspricht, und man wird einen solchen vermuten, 
wenn V4, + 4? einer vollen Anzahl Meter, z. B. einer ganzen 
Lattenlänge nahezu gleichkommt. Aus y : As = tg æ läfst sich 
auch die Richtung œ des Fehlerbetrages finden, worauf man die 
angenähert gleich gerichteten Polygonseiten auf Längenmessungs- 
fehler untersuchen wird. Finden sich solche nicht, so ist die Unter- 
suchung auf grobe Winkelmessungsfehler, die sich in der Summe 
der & wieder ausgeglichen haben müfsten, in der Regel erfolglos 
und eine Neumessung der Winkel erforderlich *). 

Als das Resultat zufälliger Fehler kann man V4,? + 4,2 dann 
betrachten, wenn diese Gröfse nicht mehr als 0,01 bis 0,03 der 
Wurzel aus der gröfsten Längenausdehnung des Polygons beträgt. 
In diesem Falle ist eine Fehlerverteilung erforderlich. Wir wollen 
zunächst dafür das strenge Verfahren kennen lernen. 


$. 139. 


Ausgleichung eines Polygons nach der Methode der klein- 
sten Quadrate. Die Rechnung mit den ursprünglich beobachteten 
Gröfsen a und œ möge aufser den Gleichungen (5) ergeben haben: 


N: TE E I) 


*) Ein grober Winkelfehler dagegen, welcher sich in der Summenprobe (1) 
ausspricht, wird auf demjenigen Punkte (x; y:i) begangen sein, dessen Koordi- 
naten in recht- und rückläufiger Punktfolge berechnet, gleich oder nahezu 
gleich grofs ausfallen. 
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Die Verbesserungen der Polygonwinkel mögen mit A, die der Seiten 
mit A bezeichnet werden. Wir denken uns in (1) und (4) die Win- 
kel p (ausgenommen das entweder willkürliche oder fehlerfrei be- 
stimmt gedachte pı) ausgedrückt durch die Beobachtungswerte von 
œ und a, letztere vermehrt um die zugehörigen Verbesserungen A 
und A, sodann die Funktionen (1) und (4) nach dem Taylor’schen 
Satze entwickelt, wodurch wir, mit Vernachlässigung der Produkte 
und höheren Potenzen der Verbesserungen und mit Rücksicht auf 
(5) und (6) gewinnen: 


Az — a sin Pa Ay 
— a Sin P3 (a zji 44) 
— An SN Pn 1, ner F An 
+ cos tsin pa (i l ) -— 0. . N N (T>) 
+ cos Q A, 
Ele 
+ coSs On An 


Ay + a cos Pa A, 

Preno (i Y ts) 

A. 

Kapt En 
+ sin pı Aı 

+ sin 9 4; 

+ sin on An 


TPA T EENE 


In den beiden ersten dieser Bedingungsgleichungen ordnen wir nach 
dlen einzelnen A und finden, indem wir wiederum 


[asing] = 4, und [acsp]= 4, .. . (59 
setzen, die Gleichungen: 
I, — (A, — a sin p1) Ay 
a: — asin MIA — asin Pa) hs 
eas . . . z 0 
ii — q sin pı — '"— 2. Pn—ı)An 
+ cosg, A, + Ep + ++ + 00891 An 


umd, in ähnlicher Gestalt, 
Vogler, Praktische Geometrie, 27 
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Ay + (Az — a 608 91) Ag 
+ (Az — a COS Pı — ACOS Pa) Az 
PETAS A E a S 0 
+ (s — a cos Qı — +> — an—ı COS P)n—ı Ån 
< sin Qı A T sin Po As Si 64 + sin Pn An 
Wir vernachlässigen die Produkte von der Form I,A und 4,4 
deren Summe von der zweiten Ordnung wird. Für den Rest der 


Klammergröfsen führen wir neue Symbole — n und — & ein und 
können nun kurz schreiben: 


| 


Az + Må + Mhs ++ M-ıdn \=0 
+ cos pı Aı + cos Po Az + ++- + COS Pn An 
(8) 
Ay — Ei ås — Ér Ay — e — Eni Ai It 
+ sing Aı + sing Ag + »-- + sing, An 


welche beiden Gleichungen in Verbindung mit (7°) die drei Be- 
dingungen enthalten, denen die Verbesserungen unterworfen sind. 
Die Methode der kleinsten Quadrate fügt denselben noch die For- 
derung hinzu, dafs 


[gAA] + [G44] ein Minimum . . . . . (8) 


werde, worin g und @ Gewichtszahlen bedeuten. Hieraus ergeben 
sich nach $. 100 die Korrelatengleichungen, nämlich: 


gı h = ko 
Ja ho = ko + Nıke — &ı ky 
93 ls = ko + Nake — E ky K EAF (9) 


In An = ko + M-ılka — En ky 

und: 

Gi Ar = 008 Qı ke + sin Qı ky 

Ga Ay = COS Qa ko + sin Po ky (10) 

Gn An = 008 Qn ko + sin Øn ky 
Die Schätzung der Gewichtsverhältnisse ist schwierig, da man die 
Genauigkeit von Längenmessungen mit derjenigen von Winkel- 
messungen zu vergleichen hat, eine Aufgabe, welche voraussetzt, 
dafs man den mittleren Fehler für jede Gattung von Messungen so 
anzugeben vermag, wie er für das vorliegende Polygon gilt. Man 
wird davon in den meisten Fällen absehen und sich mit einer bei- 
läufigen Schätzung begnügen müssen. Nehmen wir z. B. den mitt- 
leren Fehler der Winkelmessung für alle Eckpunkte gleich grofs 
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und gleich are 1 Minute, den mittleren Fehler y der Lattenmessung 


gleich p Va, p etwa gleich 0,01 cm, also, da die Gewichte den reci- 
proken Quadraten der mittleren Fehler proportional sind: 


= Sonst: _ 8438% , Konstante 
9 

_ Konst, _ 10000 , geonstante, 
p'a a 


so wird G : g = 1 : 34,382a = 1:1180a. Setzt man demnach 
g = 1, so sind die @ der Reihe nach aus 1 : 11804 zu berechnen. 
Jedoch ist der Zahlenkoeffizient nicht als allgemein gültig zu be- 
trachten, sondern schwankt je nach der Güte der Messungen inner- 
halb weiter Grenzen *). 

Könnte man die Winkelbeobachtungen gegenüber den Längen- 
messungen als absolut genau betrachten, so würden die Korrelaten- 
gleichungen (9) wegen A = 0 wegfallen und es genügen, die @ 
den a umgekehrt proportional zu setzen, d. h. @; gleich einer be- 
liebigen Konstanten dividiert durch a;. Für geradlinige Polygonzüge 
(pı = P2 =: - = Pn) sind die 4 den G umgekehrt, also den Polygon- 
seiten direkt proportional. Andererseits vereinfacht sich die Aus- 
gleichungsaufgabe wesentlich auch dann, wenn man die Längenfehler 
gegenüber den Winkelfehlern als verschwindend klein annehmen darf. 

Für Berechnungen nach vorstehenden Formeln sei noch erwähnt, 
dafs man für die Winkel & Näherungswerte einführen wird, derart, 
dafs /. verschwindet, und zwar durch Verteilung seines Betrages 
auf alle Winkel umgekehrt proportional den Winkelgewichten g. 
Selbstverständlich werden dadurch auch die Beträge von I, und 4, 
verändert, während die linken Seiten von (8) im übrigen nur um 
Gröfsen zweiter Ordnung geändert werden, da unter @ nunmehr 
die vorläufig verbesserten Werte zu verstehen sind. Ist 4%; die vor- 
läufige, A; = 4%; + A; die definitive Verbesserung von %, so tritt 
an die Stelle von (8*) nunmehr die Forderung, es solle die Funktion 

[AA] +[@ AA] ein Minimum. . ... (1) 


werden, welche jedoch wegen [A’] = 0 von (8*) nur um das kon- 
; e 1 i j N 
stante Glied [gAP A] = 4 : [5] verschieden ist, das erst bei der 


Billdung des mittleren Beobachtungsfehlers wieder in Betracht kommt. 


*) Die mittleren Fehler wurden hier in demselben Mafse ausgedrückt 
wie die Verbesserungen, zu denen sie gehören, wodurch die Quotienten 
22: g? und A?: p?a unabhängig von den Mafseinheiten und absolute Zahlen 
wenden. Dasfelbe gilt für die, jenen Quotienten proportionalen,.Produkte g4? 
und @4°. In der Summe [g44] + [44] sind demnach gleichartige Gröfsen 
vereinigt. 3 

27* 
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Die verbesserten « schliefslich zu berechnen hat keinen prak- 
tischen Zweck, da man nur die Koordinaten des Polygons bedarf. 
Die Verbesserungen der letzteren setzen sich aus den n — 1 ersten 
Zeilen der Gleichungen (7°) und (7°) zusammen. f 


$. 140. 


Nicht strenge Polygonausgleichung. Der angedeuteten 
Schwierigkeiten und des geringen Vorteils wegen verzichtet die 
Praxis meist auf das strenge Verfahren und hilft sich mit Annähe- 
rungen, wodurch das Problem der Ausgleichung aufhört ein be- 
stimmtes zu sein. Läfst man aber einmal Willkür zu, so wird das- 
jenige Verfahren besondere Beachtung verdienen, welches den 
gröfsten Zeitgewinn verspricht, bei übrigens genügender Sicherheit, 
dafs die Beobachtungsfehler nicht etwa dadurch noch vergröfsert 
werden. Ein höchst einfaches und dabei sehr verbreitetes V erfahren 
ist das folgende: 

Man erfüllt Gleichung (1) durch vorläufige Werte von «œ derart, 
dafs man I, in (6) zu gleichen Teilen und mit entgegengesetztem 
Vorzeichen den einzelnen & beifügt. Darauf werden die Gleichun- 
gen (5) aufgestellt. Denkt man sich sodann die Projektionen der 
Polygonseiten auf die Abseissenachse in der natürlichen Reihenfolge, 
aber ohne Rücksicht auf ihr Vorzeichen, auf einer Geraden AN an- 
einander gelegt (Fig. 149), in dem Endpunkte N der letzten Pro- 


Fig. 149. 
M 
ee dx 
sun 
acos N, BORN nenne T ee a,C0s Ph N 


jektion eine Normale NM = 4, errichtet und deren Endpunkt M 
wieder mit A verbunden, so schneidet AM von den Normalen, 
welche in den übrigen Trennungspunkten der Projektionen errichtet 
werden, Stücke ab, die mit entgegengesetztem Vorzeichen als Kor- 
rektionen an den entsprechenden Abscissen anzubringen sind. In 
ganz übereinstimmender Weise verteilt man 4y unter die Projek- 
tionen der Polygonseiten auf die Ordinatenachse. Zur Berechnung 
der Korrektionen bedient man sich mit Vorteil des Rechenschiebers. 
Die Berechnungsweise ergiebt sich unmittelbar aus der Figur. 

Es wäre erwünscht, dies Verfahren dahin zu verschärfen, dafs 
man die vorläufigen Verbesserungen der Polygonwinkel aus I. pro- 
portional dem Quadrate des mittleren Fehlers der einzelnen Winkel- 
messung (gemäls $. 139) berechnete. Indessen wird der strenge 
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Ausdruck für den mittleren Fehler eines Polygonwinkels *) nicht 
einfach genug. Schätzung aber, auch wenn sie berücksichtigt, dafs, 
der Excentrizitätsfehler wegen, den Winkeln mit den kürzesten 
Schenkeln die kleinsten Gewichte zukommen, führt neue Willkür 
ein und kann leicht mehr schaden als nützen, wenn sie durch Er- 
fahrung und Kenntnis der Fehlerquellen nicht hinreichend unterstützt 
wird. Wenn man sich daher auf die gleichmäfsige Verteilung des 
Winkelfehlers beschränken wird, so strebe man wenigstens danach, 
das einfachere Verfahren dadurch zu rechtfertigen, dafs man bei 
kurzen Winkelschenkeln vermehrte Sorgfalt auf die Centrierung des 
Instruments und der Signale verwendet **). 

Bei geschlossenen und solchen Polygonzügen, welche nicht nahezu gerad- 
linig verlaufen, verdient nach Berechnung und Verwertung der 4° die An- 
nahme 7 = 0, @ = 1:a, und von da an die strenge Berechnung der 4 


und ihrer Projektionen auf die Koordinatenachsen vielleicht einige Beachtung 
als ein schärferes und nicht sehr mühsames Näherungsverfahren. 


$. 141. 


Beispiel. In einem Fünfeck seien sämtliche Winkel gemessen 
und daraus die Aufsenwinkel «œ wie folgt 


berechnet: vorläufig korrigiert: 
R= 139026" 40" 1390 24° 40” 
A So ag ae io 42 23 30 
vlnr U i e RE 
u = 150 34 20 150 32 20 
v — 41 21 20 41 19 20 
a] = 360° 10° 0" 3600 © O” 


indem der Überschufs von 10’ über 360° auf alle Winkel gleich- 
mälsig verteilt wurde. Wir wählen als Anfangspunkt der Koordinaten 
den Punkt 1 des Polygons und @, = 150°, dann berechnet sich: 


aaa AEN en 


E => 192 , 23 "30 = 
+. TE E 18. 2 Do 
Qı + & + +0 = 329 16 0 = p; 


Pı +% +- + a = 10 35 .20 = Q; 


*) Vergl. Helmert, Zeitschrift für Vermessungswesen 1877, 8. 112. 

**) Man beachte indessen die Tabelle der Winkelgewichte, welche Jordan 
in einer ganz kürzlich : erschienenen Abhandlung „Zur Theorie der Polygon- 
züge“ (Zeitschr. f. Verm. 1884, 8. 197 u. 229) probeweise entwirft. 

Ebeinda S. 520 empfiehlt Jordan zur Polygonwinkelmessung in Städten 
Stativsignale, ähnlich wie deren je zwei dem Breithaupt’schen Gruben- 
theodolt beigegeben werden, zum Zweck des möglichst vollkommen centri- 
schen Umtausches der Standorte von Signal und Theodolit. 
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Die Kontrolle g; + œ, giebt pı. Die Längenmessung habe ergeben: 


a, —=114,4m, a, = 70,5 m, a; = 106,4 m, a, = 142,0 m, a; = 154,1 m. 
Daran knüpft sich folgende Übersicht der Berechnung: 


log a log cos p log sin o logacosp | log asin p 


2,058 43 9,937 53n 9,698 97 1,995 96n 1,757 40 


1,848 19 9,989 77n 9,331 62n 1,837 96n 1,179 8in 


2,026 94 9,999 89n 8,346 39 2,026 83n 0,373 33 


2,152 29 9,934 27 9,708 46n 2,086 56 1,860 75n 


2,18780 | 9,99247 9,264 25 2,180 27 1,452 05 


a 689, = — 99,07 m a sin pı = + 57,20 m 
a COS Pa = — 68,86 „ a Sin Pa = — 15,13 „ 
az cos pa = — 106,37 „ a sin p = + 2,36 „ 
acos p4 — + 122,06 „ a4 Sin py = — 72,57 „ 
a; cos p; = + 151,45 „ a; sin p; — + 28,32 „ 

A =— 079m 4, =-+ olem 

Summen der absoluten Werte: 
548 m 176 m. 


Beispiel der Korrektionsberechnung für die vierte der vorstehenden 
Zeilen: 
079; i; O16 
122 a 548 — 0,18 m; TS + 176 -— 0,07 m. 
Mit den Vorzeichen zusammengestellt lauten die Korrektionen der 
Projektionen auf die Abscissen- und Ordinatenachse wie folgt: 


Index Abscissenkorrektion Ordinatencorrektion 
1 + 0,14 — 0,06 
2 + 0,10 — 0,02 
3 + 0,15 — 0,00 
4 + 0,18 907 
5 + 0,22 — 0,03 
+ 0,79 1018, 


so dafs zur Berechnung der Koordinaten folgende Tabelle dienen 
kann: 
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Verbesserte 
Werte 


Verbesserte 
Werte 


asing | Korr. 


Ordi- 
naten 


Ab- 
scissen 


a cos Y a sin p 


— 99,07 | + 0,14|| — 088 | 0,0 || -+ 57,20 | — 0,06 


2 | — 68,86 | + 0,10 — 68,76 |— 98,9 | — 15,13 | — 0,02 


3 || — 106,37 | + 0,15 || — 106,22 | — 167,7 | + 2,36 | — 0,00 


4 ||+ 122,06 | + 0,18 || + 122,24 | — 273,9 | — 72,57 | — 0,07 


5 | + 151,45 | +0,22 || + 151,67 | — 151,7 | + 28,32 | — 0,03 — 18,8 


| { 
— 0,79|+0,79 0,0 + 0,18 018 0,0 | 


Die Koordinaten sind darin auf Decimeter abgerundet. 

Das vorstehende Beispiel ist nicht aus Originalmessungen im 
Felde, sondern aus abgegriffenen Mafsen eines Planes hervorge- 
gangen; die Winkel wurden durch ihre Sehnen gemessen, weshalb 
es nicht verwundern darf, dafs sowohl der Winkelfehler I. = 10 


als auch Vd + 4,2 = 0,81 m die früher als zulässig angenommenen 
Beträge überschreiten. Denn es ist 
3,3 V5 = 7,4' und 0,03 1/280 = 0,50 m, 

worin 280 die gröfste Längenausdehnung des Polygons darstellt. 

Beim Vergleich des linearen Schlufsfehlers eines geschlossenen 
Polygons mit den Formeln, welche für offene, von einem zum an- 
deren (als fehlerfrei annehmbaren) trigonometrischen Punkte sich 
erstreckende Züge gelten, beachte man, dafs bei gleicher gröfster 
Längenausdehnung für geschlossene Polygone der V 2 fache Fehler- 
betrag der offenen Züge erwartet werden mufs, insofern jene wie 
zwei offene, nebeneinander hinlaufende, gleich fehlerhafte Züge auf- 
gefalst werden können. 


$. 142. 


Offene Polygonzüge. Zweites Beispiel einer Polygon- 
berechnung. Geschlossene Polygone, wie das vorige, kommen in 
zusammenhängenden Aufnahmen nur ausnahmsweise vor. Wird das 
Detail gröfserer Gebiete aufgemessen, so sind dieselben in der Regel 
mit einem Systeme von festen Punkten bedeckt, welche mit aller 
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Sorgfalt durch gehauene Steine oder Drainröhren bezeichnet worden 
sind und deren gegenseitige Lage man (durch eine Triangulation, 
vergl. $. 147) bereits kennt und mittels Koordinaten ausgedrückt 
hat. Die Polygonzüge gehen nun in gebrochenen Linien von einem 


Fig. 150. 


D 


(+y) 


SSE Aep A ET A oa 


(+x) 


festen Punkte zum anderen, und man mifst, aufser den Polygonseiten 
und den Brechungswinkeln des Zuges, über dem Anfangs- und End- 
steine auch die Winkel, welche die äufsersten Polygonseiten mit der 
Richtung nach irgend einem anderen festen Punkte bilden, wenn es 


Fig. 151. 


angeht, nach dem Anfangs- und Endpunkte A und B des Zuges 
selber (Fig. 150). In diesem Falle hat man den offenen Polygonzug 
zurückgeführt auf einen geschlossenen, dessen eine Seite Æ B jedoch 
als fehlerfrei anzunehmen ist, weil an den Koordinaten der Fest- 
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punkte nichts mehr geändert werden darf. Im Falle A und B nicht 
gegenseitig sichtbar sind, wohl aber von Aund B aus ein oder zwei 
andere Festpunkte C, D, so würden die Winkel CAB und ABD 
dazu dienen können, den offenen Polygonzug auf einen geschlosse- 
nen zurückzuführen. 

Aus den gegebenen Koordinaten der Festpunkte findet man 
nämlich leicht ($. 147) die Winkel @, welche ihre Verbindungslinien 
mit der positiven Richtung der Abscissenachse einschlielsen. Da 
letztere immer so gewählt wird, dafs sie mit dem astronomischen 
Meridian durch den Koordinatenanfang zusammenfällt, so sind für 
Punkte in der z- Achse die Winkel @ Azimute (Einleitung Seite 5). 
Wir behalten denselben Namen für @ auch bei, wenn die Scheitel 
dieser Winkel aufserhalb der &- Achse liegen, obwohl Parallele zur 
x-Achse durch solche Punkte streng genommen nicht mit Meridianen 
zusammenfallen. Zur Unterscheidung von eigentlichen Azimuten 
werden die Winkel p daher wohl auch Azimute in der Ebene, oder 
ebene Azimute, — entsprechend der Auffassung der Erdoberfläche 
als Ebene, Einleitung ITI — oder Richtungswinkel, neuerdings auch 
Neigungen genannt. Aus der Differenz zweier Azimute ergiebt 
sich der Winkel, den die zugehörigen Richtungen einschlielsen. 

Die Reduktion auf ein geschlossenes Polygon und damit die 
Berechnung der Winkel CAB und ABD kann erspart werden. 
Es reicht aus, das Azimut CA oder pọ und das Azimut BD oder 
Ọn aus den Koordinaten zu berechnen und, da diese Azimute als 
unveränderlich gegeben zu betrachten sind, die Bedingung auf- 
zustellen: 

ner + Un = Pn. à. à (12) 
wobei die œ dieselbe Bedeutung haben und in demselben Sinne ge- 
zählt werden wie in Fig. 148 auf S. 415. In Fig. 150 ist n = 5 zu 
setzen und der Polygonzug hat n — 1 = 4 Seiten. Wenn hiernach 


p= pi ta ttt F a . (13) 
gesetzt wird, so gelten als fernere Bedingungen der Aufgabe : 
yı + asin pi + asin Qo + + an—ısin Pn—ı = m HR 
% + a cos Pı + acos Oa + ++- F an—1C08 On—ı = Tn 
worin (x; y1) zu A und (£nyn) zu B gehören und als unveränderlich 
gegeben sind. Zur Berechnung der Koordinaten der einzelnen Po- 
lygonpunkte dienen die Gleichungen (3) des §. 138. 


Es kommt vor, dafs ein Polygonzug an einen nten Punkt B und 
eine nte Seite BD (Fig. 151) anschliefst, obwohl B weder für die 


Messung der n— lten Seite, noch für diejenige des n ten Brechungs- 
winkels RBD direkt zugänglich ist. Dann mifst man beide Stücke 
indirekt. Von den Endpunkten einer gemessenen Basis R S aus werden 
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die Anschlufswinkel ọ und 6 aufgenommen, das Dreieck RSB auf- 
gelöst und Seite RB berechnet. Gemessen wird ferner X DRB, 
und da Seite RB des Dreiecks DRB aus der eben erwähnten Hilfs- 
messung, Seite BD aus den Koordinaten, bekannt ist, so lälst sich, 
wenn Ñ BDR = Ö gesetzt wird, berechnen: 


h Ra", 
sind — 3D sinDRB 
= RBD_10 = — (DRB+ 9) 


Selbst der Fall tritt mitunter ein, dafs D nur vom n — 2 ten 


Polygonpunkte Q aus sichtbar ist, während B nur vom n— 1ten R 
aus. Dann muls RB aus Dreieck RSB und QB aus Dreieck RB 
hergeleitet werden u. s. w. 

Nimmt man die unveränderlichen Stücke aus, so kann die 
Fehlerverteilung nach denselben Regeln erfolgen wie bei geschlos- 
senen Polygonen. Die Widersprüche werden sich diesmal in der 
Form darstellen: 

tra + Es ei. 20.6) 
y + asinpı + asin po + + m-ı8in Pn—ı — Yn = Ay 
% + acos pı + acos O + e F an—1008 Pn—ı — Tn = Ar, 
wobei unter & und a die beobachteten Werte zu verstehen sind. 

Das nachfolgende Beispiel ist der Vermessungsanweisung IX der 
preufsischen Katasterverwaltung entnommen (siehe Anmerkung auf 
S. 429) und nach den Überschriften des Kopfes sowie den übrigen Be- 
merkungen leicht verständlich. Der gleichmäfsigen Behandlung aller 
Polygonpunkte halber wird das Azimut der Anschlufsseite CA wie an- 
gegeben von C aus gerechnet, sodann unter @ alle beobachteten Win- 
kel (180 + «), mit ihren Verbesserungen versehen und um 180 ver- 
mindert, der Reihe nach addiert. Das letzte Azimut ist dasjenige der 
Anschlufsseite BD. Wir addieren dazu für jeden der fünf „Brechungs- 
punkte“ wieder 180° und erhalten dadurch die Winkelsumme (Soll) 
969° 35' 18”, welche auch zum Vorschein kommen mufs, wenn das 
Azimut CA um die Summe der verbesserten „Brechungswinkel“ ver- 
mehrt würde. Zur Ermittelung des Widerspruchs 4a wird diese 
Rechnung wirklich vollzogen. Der Unterschied „Soll minus Messung“ 
nämlich + 13” = — 4, wird auf die fünf wirklich gemessenen 
Polygonwinkel gleichmäfsig verteilt, wie die kleinen Ziffern an- 
deuten. Die vierstellig durchgeführte logarithmische Rechnung 
findet bequem in zwei Spalten Platz, während die zwei folgenden 
Spalten, „Ordinaten- und Abseissenunterschiede“ im Original in vier 
geschieden sind, um Positives vom Negativen zu trennen. Unter 
„Soll“ sind in diesen Spalten die Unterschiede der Koordinaten von 
Anfangs- und Endpunkt des Polygonzuges aufgeführt, darunter die 
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Gröfsen — 4, und — 4z, wieder in dem Sinne „Soll minus Messung“, 
gebildet und auf die Gröfsen asing und acosp gleichmälsig verteilt. 
Die übrigen Spalten gelten der Koordinatenberechnung und einer 
Wiederholung der Punktnummern. 


$. 148. 


Erfahrungen über Genauigkeit der Polygonwinkelmessung 
und den Längenfehler der Polygonzüge. Aus den Widersprüchen 
4. (15) von 112 Polygonen hatJ. H. Franke (Zeitschrift des baye- 
rischen Architekten- und Ingenieurvereins, Bd. VIII, Heft I) den 
mittleren Fehler der Polygonwinkelmessung berechnet. Wenn man 
die Annahme macht, dafs im einzelnen Polygon alle n Winkel (die 
Anschlufswinkel an das Netz der Festpunkte mit eingerechnet) 
gleich genau gemessen seien, so kann «e? : n nach $. 81 als ein 
Mafs des mittleren Fehlers einer Winkelmessung betrachtet werden. 
Sind p Polygonabschlüsse gegeben, so wird der mittlere Winkelfehler 
% gefunden aus: 


[dein]. AAE T Se 


Aus einer ersten Gruppe von 64 Polygonabschlüssen fand sich 
pı = + 17”, aus einer zweiten von 48 Polygonen Y, =+ 28". Der 
bedeutende Unterschied rührt davon her, dafsin der zweiten Gruppe 
die Winkel je einmal in jeder Lage des Fernrohrs gemessen wurden, 
in der ersten Gruppe dagegen jede solche Winkelmessung in einer 
anderen Kreislage wiederholt gemessen ward. Wäre kein anderer Ein- 
flufs auf die Fehlergröfse vorhanden, so müfste nach §. 81: = 2Yy} 
sein. Da jedoch, wegen der Möglichkeit von Excentrizitätsfehlern 
im Stande des Instruments und der Signale, die Länge der Polygon- 
seiten wesentlichen Einflufs auf die Winkelmessung übt, und die 
mittlere Seitenlänge in der ersten Gruppe von Polygonen 163 m, in 
der zweiten nur 137 m betrug, so ist es begreiflich, dafs sich hier 
y? > 24? gefunden hat. Denn derjenige Teil des Winkelfchlers, 
welcher von der Excentrizität des Theodolits und der Signale ab- 
hängt, kann, wenigstens schätzungsweise, umgekehrt proportional 
der mittleren Schenkellänge in jeder Gruppe angenommen werden *). 


*) Der strenge Ausdruck für den mittleren Fehler der Polygonwinkel- 


messung lautet: . 

RER 2 PF 206 265? ue? a? + b3 c? 
i y en 2 a? b2 
worin u der mittlere Fehler der einzelnen Winkelablesung auf dem Kreise, 
m die Anzahl der Wiederholungen der Ablesung bedeutet, we das mittlere 
Mafs der Excentrizität des Theodolits oder der Signale vorstellt, « und b die 
Schenkellängen sind und e die Länge der Verbindungslinie beider Schenkel- 
endpunkte. (Helmert, Zeitschrift für Vermessungswesen 1877, 8. 112.) 


? 
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Man wird nicht weit fehlgreifen, wenn man mit Franke aus seinen 
Beobachtungen das Resultat entnimmt, dafs für die einfache Winkel- 
messung mit Kompensation in zwei Lagen des Fernrohrs und für die 
Durchschnittslänge der Winkelschenkel von 150m, auf y = + 26” 
zu rechnen sei. Der benutzte Theodolit hatte 30” Angabe bei 15cm 
Durchmesser des Horizontalkreises und 25facher Vergröfserung des 
Fernrohrs. Die durchschnittliche Elevation der Visierlinie wird zu 
50 angenommen. 

Von praktischem Interesse ist die a. a. O. mitgeteilte Regel der 
„bayerischen Vermessungsinstruktion“, wonach für die einzelne Po- 
Iygonaufnahme die absolute Gröfse des Winkelwiderspruchs: 


Aa < (1 + Vn) . 40 Sekunden 


bleiben soll. Unter den 48 Polygonen der zweiten Gruppe wurde 
nur in einem diese Bedingung nicht erfüllt. Sie trägt dem Um- 
stande Rechnung, dafs auch die Azimute der Anschlufsvisuren aus 
den Koordinaten der entsprechenden Seiten des Dreiecksnetzes nicht 
fehlerfrei entnommen werden, und fügt dafür den konstanten Betrag 
von 40 Sekunden jenem Gliede bei, welches mit der Wurzel aus der 
Anzahl » der Polygonwinkel wächst. Minder strenge Anforderungen 
macht die preufsische Katasterverwaltung. Sie verlangt, es solle sein: 


4. = 1,6 Vn Minuten. 
Wenn örtliche Verhältnisse einen gröfseren Fehlerbetrag nicht ver- 
meiden lassen, so darf äufsersten Falles das Doppelte des vorstehen- 
den zugelassen werden”). Auf Fehler der Anschlufskoordinaten ist 
hier keine Rücksicht genommen. 

Für vorschriftsmäfsig, d.h. mögliehst geradlinig von einem zum 
anderen trigonometrisch festgelegten Punkte vom gegenseitigen Ab- 
stande § verlaufende Polygonzüge setzt die erwähnte Anweisung 
fest, dafs, unter S’ den aus dem Polygonzug entspringenden Abstand 
verstanden, der absolute Längenmessungsfehler S — S' unter den 
folgenden Grenzbeträgen bleiben solle: 


l) in ebenem oder wenig unebenem, auch sonst günstigem 


Terrain 
0,01 V4[a] + 0,005 [a]?, 
2) in mittlerem Terrain 
0,01 V6[a] + 0,0075 [a]?, 


3) in sehr unebenem und sonst ungünstigem Terrain 


0,01 V8[a] + 0,01 [a]?, 


*) Anweisung vom 25. Oktober 1881 („Vermessungsanweisung IX“) für die 
trigonometrischen und polygonometrischen Arbeiten bei Erneuerung der 
Karten und Bücher des Grundsteuerkatasters. Berlin 1881, gedruckt in der 
Reichsdruckerei. $. 39 und 40. 
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worin [a] die Gesamtlänge der Polygonseiten bedeutet. Diese Grenz- 
beträge werden gleich dem vierfachen mittleren Längenmessungs- 
fehler auf die Strecke [a] angenommen. Den letzteren hat man in 
vorstehender Form aus Beobachtungen abgeleitet. Vergl. $. 109. 


8. 144. 


Umwandlung der Koordinaten. Es kommt vor, dafs Punkte, 
die mit rechtwinkeligen Koordinaten auf irgend eine Polygonseite 
eingemessen wurden, in dasfelbe Koordinatensystem übertragen wer- 
den sollen, auf welches die Polygonpunkte bezogen sind. Ebenso 
kann der Fall eintreten, dafs ein Polygon vorerst auf grund eines 
willkürlich gewählten Koordinatensystems berechnet wurde, um nach 
erfolgter Verbindung mit dem trigonometrischen Netze in das 
Koordinatensystem des letzteren eingefügt zu werden. In solchen 

und ähnlichen Fällen 
sind die nachfolgenden 
(+y) Aufgaben zu lösen, 
welche zwar aus der 
analytischen Geometrie 
bekannt, der Vollstän- 
digkeit halber hier aber 
behandelt sein mögen. 
Gegeben in Fig. 152 
die rechtwinkeligen Ko- 
ordinaten (X, Y) eines 
Punktes P, bezogen auf 
AC als Abscissenachse 
und A als Anfangs- 
punkt, gegeben auch dessen Koordinaten (£a, Ya) in dem recht- 
winkeligen System, dessen Anfangspunkt O, endlich der Winkel y, 
den die Abscissenachsen beider Systeme miteinander einschliefsen, 
derart, dafs die x-Achse, um y gedreht, der X-Achse parallel werde; 
gesucht die Koordinaten (x,y) des Punktes P. 
Indem wir A CP wie einen Polygonzug auffassen, finden wir 
höchst einfach: 
Y = Ya + Xsiny + Ysin (90 + y) 
x = fa + Xcosy + Ycos (90 + y) 
oder auch geschrieben wie folgt: 
Y = Ya + Xsiny + Ycosy 
ARTE RER MR 
£ = £a + Xcosy — Ysiny 


Häufiger tritt die Aufgabe in der Form auf, dafs die Koor- 
dinaten zweier Punkte P, und P, in beiden Systemen gegeben, die 


Fig. 152. 
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Koordinaten eines dritten Punktes P in dem einen System gegeben, 
in dem anderen gesucht sind. Gegeben also: 


für Pı Hrt für P, % Ta 


Zi, Yı La, Ya 


für Pi: 3; Y; 


gesucht die Koordinaten x,y des Punktes P. 

Indem wir in (1) die Koordinaten von P,, dann von P, ein- 
setzen, kommen wir durch Subtraktion einander zugeordneter Glei- 
chungen auf: 


Yz — = (— Xı) siny + (Ya — Yı) cosy ; (2) 
t — a = — (Y, — Y) siny + (Xz — Xı) cosy 
und hieraus folgt unmittelbar: 
siny = (a T vi) (X = K) a a) (h— I)’ 
(X: — X” F 7, — Y, } (3) 


fe m e) Ko — G a a a Yı) 
S A) F N) 

Diese Werte für siny und cosy, zugleich mit den Koordinaten eines 

der Punkte P, oder P, in (1) eingeführt, liefern: 


cosy = 


Ya = Yı — Xı siny — Yı cosy 


Za = %ı — X cosy + Yısiny (4) 


Wenn nun die gewonnenen Konstanten Ya, Xa, Siny, cosy sämtlich 
in (1) eingesetzt werden, so können diese wieder zur Berechnung 
von v, y bei gegebenem X, Y dienen. 

Für die Rechnung ist es jedoch meist bequemer, wenn die Fak- 
toren, welche mit siny und cosy zu multiplizieren sind, möglichst 
klein werden. Liegt also P, nahe bei P, so rechnet sich leichter 
nach den Formeln: 


y =y, + (X — X)siny + (Y — Yı) cosy R 
x = vı + (X — X) cosy — (Y — Yı) siny 


welche bekanntlich gewonnen werden, indem man die Gleichungen 
(1) für P, sodann für P, bildet und voneinander abzieht. Die Werte 
siny und cosy sind in (3) und (5) die nämlichen *). 

Oft ist Winkel y nur klein, z. B. in dem Falle, dafs die Punkte 
P an der Grenze zweier Mefsgebiete liegen, deren Koordinatensysteme 


*) Es kommt vor, dafs die Strecke P} P) in dem ersten System in etwas 
anderem Mafsstabe ausgedrückt ist als in dem zweiten, oder dafs die Mes- 
sungen nicht ganz übereinstimmen. Zur Ausgleichung multipliziere man X 
und Y mit dem Reduktionsfaktor 0. Man wird finden, dafs derselbe sich 
aus (4) und (5) wieder heraushebt, die Rechnung also ebenso gut nach (3) 
(4) (5) in obenstehender Form erfolgen darf. Dann aber erhält y nur noch 
die Bedeutung eines Hilfswinkels zum Vereinfachen der Formeln. 
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zwar nahezu, aber nicht in Strenge parallele Achsen haben. Denn 
wenn auch beide Gebiete klein genug waren, um unter der Voraus- 
setzung behandelt zu werden, die mathematische Erdoberfläche inner- 
halb jedes Gebietes sei eine Ebene und die Meridiane parallele 
Gerade, so können doch die Meridiane, welche man unabhängig von- 
einander als Abscissenachsen der beiden Koordinatensysteme ge- 
wählt hat, schon merklich konvergieren, und diese Konvergenz kann 
noch durch das Zusammenwirken kleiner Messungsfehler verstärkt 
werden. Für kleine giebt man den Gleichungen (5) die Form: 


y=y + Y— Y, + (X — X) siny — (Y— Yı) (1 — cos y) 
x =t + X— X, —(Y— Y)siny — (X — X) (1 — cosy) AS 


Winkel y ist immer klein, wenn y — yı und Y} — Yı einer- 
seits, £s — sı und X, — X, andrerseits einander nahe liegen. Nach 
einem in solchen Fällen herkömmlichen Verfahren addieren und 
subtrahieren wir im Zähler von siny das Produkt (Y — Yı) (X — X), 
wodurch siny aus (3) übergeht in: 

G= nnn a naa + Xı) 


Ee aE re 


In ähnlicher Form ergiebt sich durch Ausführung 1 — cosy. Setzen wir: 
Y, ı — m —-yı)=n X: — X, — m — 2%) = $, 

so gehen diese Formeln für siny und 1 — cosy über in: 

Hm) + il 

bay 3 De eo), 

K— K)E+t (BB — Yı)n. 

B- Sr ho 


Das Vorzeichen des ersten dieser Ausdrücke giebt an, ob y ein po- 
sitiver oder negativer Winkel ist. Der zweite Ausdruck ist stets 
positiv. Vergl. Vermessungsanweisung (IX) für die preufsischen 
Katasterarbeiten, S. 330. 


smy = 
(7) 


1 — cosy = 


$. 145. 


Bestimmung eines Punktes durch Bogenschnitt. An das 
Vorige mag sich der Fall anreihen, dafs von den Endpunkten einer 
Polygonseite aus, oder allgemein von zwei durch ihre Koordinaten 
bestimmten Punkten P und Q aus die Strecken PR und QR bis zu 
einem dritten Punkte R gemessen und die Koordinaten (x,y) von R 
gesucht seien (Fig. 153). 
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Nach bekannten trigonometrischen Sätzen findet man aus den 
Koordinaten (£p, Yp) (£q; Y) von P und Q die Strecke a gemäfs: 


Ya mup el 
Pa = IE he E e A), 
Ya Enp A p. ER 
sing Na aah ARE EAN 


Ferner aus den drei Seiten des Dreiecks P QR, deren halbe Summe 
mit s bezeichnet werde: 


Ye 
= ke s (s — b) N. 


Das (—) Zeichen gilt, wenn f > 180 oder R links liegt für ein 
Auge, das in der Richtung P Q blickt. Aus den Messungselementen 
ist dies nicht zu entnehmen. Endlich berechnen wir: 


A Br I TH Ya a A 
x = zp + ccos ( + B) 


Zur Kontrolle von (3) und (4) kann gebildet werden: 


j l a o t 
y =J + bsin (180 +o +9). - (4*) 


2 —=%g + bcos (180 +9 + y) 


In (3*) mufs das entgegengesetzte Vorzeichen gewählt werden wie 
in (3). Die Formeln (1) und (2) sind durch (3*) und (4*) ebenfalls 
kontrolliert, es bedarf also 
nicht der in $. 147 angeführ- 
ten besonderen Kontrolle. 

Statt nach (3) und (4) 
kann auch nach den Formeln 
der Vermessungsanweisung 
(IX) der preufsischen Ka- 
tasterverwaltung wie folgt 
gerechnet werden. Man fällt 
das Lot A von R auf PQ; 
wodurch die Basis a in die 
Abschnitte te und t, zerlegt 
wird. 


1/20 = 1/a (te + t). (5) 
Aus den entstandenen rechtwinkeligen Dreiecken hat man: 
R2 == b ent e a a a a AG 
t? — b? = e — b, 
Vogler, Praktische Geometrie. 28 


Fig. 153. 


R (+y) 


(+x) 
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C+W)E-d) _C+d)L-—d) 
1 EEEE T AED N a EL AER a LE NER Ne N 

/a (te ta) STT. 2 (t. Am to) 2a (7) 
Aus (5) und (7) setzt sich durch Addition und Subtraktion ?, und t, 
zusammen. Danach wird aus (6) gefunden: 


h= +V (e + te) (€ — t) =+V@© +t) @— t) (8) 


Nun kann PFR nach Art eines Polygonzuges wie im vorigen Para- 
graphen behandelt werden, so dafs berechnet wird: 


Y = Yp + tesinp + hsin(p + 90) (9) 
£ = p + tecosp + hcos(p + 90) 
Zur Kontrolle werden œ und y nochmals, und zwar aus dem Poly- 
gonzug QFR berechnet. In (8) mufs das Vorzeichen (+) oder (—) 
gewählt werden, je nachdem R rechts oder links der Richtung P Q 
liegt. 
Wieder eine andere Lösung geht von Näherungswerten x, Yọ 
für x,y aus und verbessert dieselben um é und y mittels Gleichungen, 
Fig. 154. welche nicht streng, also 
nur für kleine & und y 
m gültig, dafür aber linear 
sind. Man kann x, und yo 
etwa einer graphischen 
Konstruktion (Bogen- 
schnitt) entnehmen, von 
der ja das ganze V erfahren 
v% dieser Punktbestimmung 
den Namen trägt. Aus den 
O Koordinaten x,,%, und de- 
nen %,,Yı eines gegebenen 
Punktes Q, berechnet man den vorläufigen Abstand d' = d + Ô, 
wobei wir unter d den gemessenen verstehen wollen, ebenso das 
vorläufige Azimut . Die Strecke Rọ R zwischen dem vorläufigen 
und definitiven Punkte sei mit r, das Azimut von Rọ R mit ọ be- 
zeichnet. Wir machen in Fig. 154 Q, M = Qı Ro = d', so dafs 
RM = ò. Ferner sei Rọ N normal auf Q, Ro und RN parallel zu 
letzterer Linie gezogen, und X MQ, Rọ so klein, dafs wir nähe- 
rungsweise setzen dürfen: 
PN RM E 2. ei) 0) 
dann folgt aus der Figur: 


rsin(p' + 90 — 0) = rcos(p' — 0) = ò, 
woraus wir bilden können: 


Qi 


| 


I 


Xo 


(x) 


rcosp'cosg + rsinp'sine = ò 
Bay. : „ir ..- A 
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Sind die Abstände von mehreren Punkten Q; Qz... eingemessen, so 
versehen wir die d,d’,@' und ô mit den entsprechenden Zeigern und 
stellen ebensoviele Gleichungen (11) mit den gemeinsamen Unbe- 
kannten & und n auf. Aus nur zwei Ô werden sich die Unbekann- 
ten ohne Widerspruch berechnen, bei mehr als zwei Punkten Q 
stellen sich Widersprüche ein, welche man ausgleicht, indem man 
zu jedem Ò in (10) und (11) eine Verbesserung A fügt und die Summe 
der Quadrate dieser Verbesserungen so klein als möglich macht. 

Da beim Aufstellen der Normalgleichungen die Produkte cos? g', 
sim?gQ',cosp'sinp' gebildet werden müssen, so kann es vorteilhaft sein, 
die Logarithmen derselben schon beim Aufschlagen des Winkels ’ 
der Tafelzu entnehmen; @’selbst bedarf man übrigens nicht, wenn es 
niicht etwa nach $. 147 zur Kontrolle doppelt berechnet werden soll. 

Als Schlufskontrolle empfiehlt es sich, aus den definitiven Koor- 
dimaten die Strecken RQ zu berechnen und mit den einzelnen d—A 
zul vergleichen. 

Will man verschiedene Gewichte g berücksichtigen, so beachte 
m:an, dafs die mittleren Fehler der gemessenen Strecken proportional 


va sind, die Gewichte also verkehrt proportional den Strecken d, 
worauf jedoch nur bei sehr ungleichen Strecken Rücksicht genommen 
werden muls. 


$. 146. 


Bindelinien und Einbindepunkte in Polygonzügen. Wie 
in den Dreieckskonstruktionen des §. 108, so sind auch in den 
Netzen, welche durch Poly- 
~  gonzüge gebildet werden, 
fi y G67) Bindelinien zur Aufnahme 

des Details einzufügen. 

Die Vermessungsanwei- 

sung (IX) der preufsischen 

Katasterbehörde, welcher 

wir hier folgen, schreibt 

vor, dafs für die Schnitt- 

punkte der Bindelinien mit 
o Polygonseiten ebenso wie 

für die Schnittpunkte der 
Bimdelinien unter sich (Einbindepunkte, auch Kleinpunkte genannt) 
Koorlinaten berechnet werden sollen. 

Alle Kleinpunkte P, Px... (Fig. 155) auf einer durch ihre End- 
pumkie bereits versicherten Geraden P'P", sei sie Polygonseite oder 
Birmdelinie, sollen mittels durchlaufender Längenmessung vom An- 

28* 


Fig. 155. 


(@x) 
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fangs- bis zum Endpunkte der Geraden aufgenommen und das Re- 
sultat der Messung verglichen werden mit dem Sollbetrag S der 
ganzen Strecke P' P", wie er sich aus den Koordinaten dieser Punkte 
ergiebt. Die Summe [s] aller Einzelstrecken wie P;P, darf von S 
nur um die in $. 143 erwähnten Beträge abweichen. Ist dies der 
Fall, so wird zugleich mit der Koordinatenberechnung eine Längen- 
ausgleichung vorgenommen, indem der Schlufsfehler der Messung 
proportional den einzelnen Strecken auf diese verteilt wird, wie 
folgt. 

Wären die einzelnen Strecken fehlerfrei gemessen, also [s] = S, 
so hätte bekanntlich die Koordinatenberechnung nach folgenden 
Formeln zu geschehen: 


Yk — yi = s sin Ọ %—-U=S508P ....() 
y" N 
moyo: EN o Tan a (2) 


und es würde sein: 

AN ag ge aiy 
m cos — Ft Ba ie (3) 
[s. sin p] = y" — y [s.cspg]=«" — «. . (4) 


Sobald jedoch [s] Æ S, werden die Gleichungen (4) nicht mehr er- 
füllt. Bildet man aber anstatt (3) und (1): 


snp = 


r ’ ' 
== u. eE 
MN al. use | 


%“—u—=6.5 mn, le) 


dann wird immer, als Rechenprobe sowie als Zeichen der vollzogenen 
Ausgleichung, bestehen: 


[6 . s] = y" — y een a A) 


und gemäfs (2) und (5) als Probe der richtigen Berechnung von 6 
und T: 


6 
p = tg a T a STT T co E T 8 Zile (8) 

Wenn Py nicht als Kleinpunkt, sondern nur als Fufspunkt des 
Lotes h eingemessen ward, durch welches ein anderer Punkt P von 
der Wichtigkeit der Kleinpunkte festgelegt wird, so soll man gleich- 
wohl die Strecken P; Py und P, P” in vorstehende Berechnung ein- 
begreifen, sowohl der Längenausgleichung als der auf (7) beruhenden 
Rechnungsprobe halber. Die Berechnung der Koordinaten aller in 
P' P” gelegenen Punkte ist vollständig kontrolliert, wenn sie suc- 
cessive geschieht nach Anweisung von: 
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n =F Fao yyıt3:I.. vay-ı F 5.0 (9) 
’ 
se er Tat va en Fa... Ben-ı + Sr 
und wenn, in der Voraussetzung, dafs P’ P” durch die Zwischen- 
punkte in n Strecken zerlegt sei, schliefslich gefunden wird: 


v 


Yn = y"; en er IE S k) 
Die Koordinaten &,y des Punktes P finden sich wie aus einem Po- 
lygonzug P' Py P nach den Formeln: 

y = yr + hsin (90 + 9) x = Xr + hcos (90 + ø), 
worin A positiv oder negativ einzuführen, je nachdem P rechts oder 
links der Richtung P' P” liegt. Statt sing und coso wird man auch 
hier einführen dürfen 6 und r, also: 

y_-%Htr.h ak Me ERBE) 
Ebenso werden Punkte wie P,, welche in der Verlängerung von 
P' P” liegen, nach Anleitung der Formeln (6) und (9) berechnet, 
wobei die Strecke s, als positiv gezählt wird, wenn P, jenseits P”, 
und als negativ, wenn P, jenseits P’ liegt, derart, dafs P’ als Null- 
punkt der Zählung für die gemessenen Längen dient. Indem sich 
die Fehlerausgleichung dergestalt auch auf s, erstreckt, wird wenig- 
stens dem systematischen Teil der Längenmessungsfehler Rechnung 
getragen. 

Durch ihre Endpunkte allein ist die Lage einer Bindelinie «a 
zwar bestimmt, nicht aber kontrolliert. Daher sucht man sie noch 
durch wenigstens eine quer laufende Bindelinie b zu schneiden. Die 
Koordinaten des Schnittpunktes P, werden einmal mit den Klein- 
punkten der Linie a, das andere Mal mit denjenigen von b berechnet 
und auf die zulässige Abweichung miteinander verglichen (siehe 
Vermessungsanweisung IX, Seite 307). Ist dieselbe nicht über- 
schritten, so wählt man von den Koordinatenpaaren dasjenige aus, 
welches der bestversicherten Bindelinie angehört. Die auf solche 
Art definitiv bestimmten Punkte liegen also nicht in Strenge auf 
der zweiten Geraden. Eine Ausgleichung nach plausibeln Methoden 
würde hier auch nur schwierig durchführbar sein. 

Es ist nicht ausgeschlossen, dass eine Bindelinie æ erst in ihrer 
Verlängerung durch eine zweite b geschnitten und dadurch ver- 
sichert wird, ohne dafs man die Verlängerungsstrecke direkt mifst. 
Ebenso ist es zulässig, die Versicherung durch eine auf æ endende, 
von einem bereits festgelegten Punkte ausgehende gemessene Strecke 
c vorzunehmen. Der gemeinsame Punkt von a und ce ist dann einer- 
seits durch Streckenmessung auf a allein, andererseits durch Bogen- 
schnitt ($. 145) festgelegt. Die Berechnungsweise solcher Fälle 
kann nicht ganz frei von Willkür festgesetzt werden. Betreffende 
Vorschriften, namentlich auch in Hinsicht sorgfältiger Kontrollen, 
findet man am angeführten Orte. 
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8. 147. 


Triangulation. Allgemeine. Um eine Linie von etwa 18 geo- 
graphischen Meilen Länge, die Entfernung zwischen den Städten 
Alkmar und Bergen op Zoom, 
zu messen, ersann der Nieder- 
N länder Snellius im Anfange 
des 17. Jahrhunderts das in- 
direkte Verfahren der Trian- 
gulation. Er verband die End- 
punkte A und B seiner Linie, 
wie die (schematische) Fig. 
156 es andeutet, durch eine 
Kette von Dreiecken, von 
denen je zwei eine Seite ge- 
meinschaftlich hatten und 
deren Ecken von solchen 
Punkten gebildet wurden, auf 
welchen sich ein Instrument 
zum Winkelmessen aufstellen 
und zugleich ein Signal an- 
bringen liefs, das der Winkel- 
messung von anderen Stand- 
punkten aus als Objekt zu dienen hatte. Während Snellius nun 
eine Dreiecksseite O C als Basis der ganzen Kette betrachtete und 
mit Mefslatten sehr genau mals, begnügte er 
sich im übrigen mit der Messung der Dreiecks- 

IP hr winkel und umging somit die schwierige 
Br > direkte Messung zahlreicher und ausgedehnter 
Strecken. Denn wenn alle Dreiecke, wie hier 
angenommen werden soll, als in der Ebene 
gelegen betrachtet werden können und in jedem derselben zwei 
Winkel bekannt sind, so kann man zunächst die Dreiecke auflösen, 
welche der Basis anliegen, und von da aus der Reihe nach auch alle 
übrigen. Bekanntlich dienen zur Berechnung der Seiten b und c 
aus a und den anliegenden Winkeln ß und y nach dem Sinussatze 
die Formeln (Fig. 157): 


Fig. 156. 


Fig. 157. 


a 


sinp. RN. sin y 
mB FY tn 

Das Verfahren von Snellius hat seitdem allgemeine An- 
wendung gefunden in Fällen, wo es sich darum handelte, die gegen- 
seitige Lage einer Anzahl Punkte von beträchtlichen Abständen 


bz=a 
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festzustellen, gewöhnlich in der Absicht, dadurch eine Anzahl Stütz- 
oder Festpunkte zu gewinnen, an welche die Detailaufnahme der 
Situation sich anlehnen kann. Die blofse Auflösung der Dreiecke 
einer Kette genügt indessen nicht zur bequemen Berechnung des 
gegenseitigen Abstandes solcher Punkte, welche verschiedenen Drei- 
ecken angehören. Bezieht man aber sämtliche Punkte auf ein recht- 
winkeliges Koordinatensystem (Fig. 158), dessen positive Abseissen- 
richtung etwa nach Süden hin gewählt ist, so läfst sich aus den Koor- 
dinaten zweier Punkte A und B, nämlich (@.%.) und (zey), der 
Abstand AB gleich a sowohl als auch das Azimut Qa der Seite AB 
(Seite 5) bezogen auf den Scheitel A, oder Pra bezogen auf den 
Scheitel B aus folgenden Formeln der ebenen Trigonometrie be- 
rechnen, welche für alle Lagen von A und B gültig bleiben: 


Yo — Ya an; 
ENES tg N RR (1) 
d eo Be BEE a TEK (2) 
Sin Pab COS Qab 
Qba = Pab Bu TOOTA A wre (3) 


wobei zu bedenken, dafs und œ + m . 360° dieselben Azimute 
sind. Zur Bereähihng von AB den pythagoreischen Lehrsatz zu 

Fig. 158. benutzen ist im allgemeinen 
nicht praktisch, weil die Kon- 
GY) trolle (2) fehlt. 

Aber auch diese Kon- 
trolle ist nutzlos, wenn man 
sich bei der Bildung der Dif- 
ferenzen in den Zählern von 
(2) geirrt oder in den Loga- 
rithmen dieser Differenzen 
vergriffen hatte, weshalb die 
folgende, von der Vermessungsanweisung (IX) für die preufsischen 
Katasterarbeiten empfohlene, Kontrolle noch hinzugefügt werden 
sollte. Bekanntlich gilt: 


FHG 


1 AE t9 Pav [Br 
TE Y en tg (45 + Pan). 


Man bilde daher zum Vergleich mit Qaz: 

(m + 9) — (2a + Ya), 

(2o — Y) — (a — Ya) 

Die neue Gruppierung der gegebenen Zahlen im Zähler und Nenner 


schützt vor Wiederholung eines etwa begangenen Subtraktions» 
fehlers. 


45 + Pap = arc tg 
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Um aus einer triangulierten Kette die Koordinaten der Drei- 
eckspunkte berechnen zu können, bedarf man die Azimute der Drei- 
ecksseiten, welche sich jedoch sämtlich finden lassen, wenn nur das 
Azimut einer Seite bekannt ist. Sind von dem Punkte O aus die 
Signale A,B, C... angeschnitten und das Azimut von OA gleich Qoa 
gegeben, so hat man offenbar die Azimute Qot, Qoc... von OB, 
OCh aus: 

Qod = Qoa + AOB; Poo = Poa + AOC Bi (4) 
Mittels der Formel (3) werden die Azimute auf benachbarte Stand- 
punkte übertragen. Bilden die Dreiecksseiten a, a, az..., welche 
aus der Auflösung der Dreieckskette gewonnen wurden, eine ge- 
brochene Linie ABCOD..., so bestimmt man umgekehrt wie in (2) 
die Ordinatenprojektionen von 4, @ a; nach Gröfse und Vorzei- 
chen aus: 
Yo — Ya = Ay SİN Pay Oder Ya — Yo = M SİN Pra 
Ye — % = Az SN Poc Oder Yo — Ye = Ug Sin Peb 
und die Abscissenprojektionen aus: 
% — La = M C08 Pap Oder La — % = Q COS Poa 
Le — % = Az COS Py c Oder Xo — Le = A COS Pei 
wonach sich z. B. die Koordinaten (xaya) des Punktes D zusammen- 
setzen aus: : 
Ya = Ya + Q Sin Pav + ASN Pre + Az sin Pca (7) 
Za = La + ACOS Pap + ACOS Pore + Qz COS Pa 
` Hatte man A zum Anfangspunkte des Koordinatensystems auserwählt, 
so ist Ya = La = 0 zu setzen. Wenn die Wahl des Anfangspunktes 
frei steht, so nimmt man dazu einen Dreieckspunkt in der Mitte der 
Kette, wodurch man für die Koordinaten kleine Zahlen erhält *). 
Da die Winkel $ Azimute bedeuten, so ist die Dreieckskette 
orientiert, sobald das Azimut einer Dreiecksseite gemessen worden 
ist. Dies geschieht, indem man auf irgend einem Dreieckspunkte A 
den Horizontalwinkel mifst zwischen einem zweiten Dreieckspunkte B 
und dem Vertikal des Polarsternes, dessen Azimut für den Zeitpunkt 
der Beobachtung durch eine einfache astronomische Rechnung be- 
stimmt wird. 
In der Lehre von der Landesaufnahme wird gezeigt, wie man 
gröfsere Landstriche mit einem Dreiecksnetze überzieht, das aus zu- 
sammenhängenden Dreiecksketten entsteht. Ein solches Netz wird 


*) Die hier zusammengestellten Formeln unterscheiden sich selbst- 
verständlich nur in der Bezeichnung von den bei der Polygonberechnung 
benutzten. 
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aus Maschen von sehr verschiedener Weite gebildet. In Abständen 
von 50 bis 100 Kilometer voneinander liegen auf hervorragenden 
Stellen des Landes die Dreieckspunkte erster Ordnung; die Dreiecke, 
welche dieselben miteinander verknüpfen, können nicht mehr als 
eben betrachtet werden, da ihr sphärischer Excefs gröfser ausfällt 
als der mittlere Beobachtungsfehler der Winkelmessung. Zwischen 
die Punkte erster Ordnung schaltet man solche zweiter Ordnung in 
gegenseitigen Abständen von 20 bis 50 Kilometer ein, und um das 
Netz noch mehr zu verdichten und für die Detailaufnahme des Lan- 
des verwendbar zu machen, fügt man endlich noch Dreieckspunkte 
dritter Ordnung hinzu, welche nur 2 bis 5 Kilometer voneinander 
zu liegen pflegen. Die Dreiecke dritter Ordnung werden als ebene 
behandelt. 


Das Dreiecksnetz erster Ordnung, die Grundlage des Ganzen, ' 


wird mit den besten Instrumenten und mit peinlichster Sorgfalt 
aufgenommen, an eine Basis angeschlossen und orientiert. Mit 
geringerer Genauigkeit bindet man die Dreieckspunkte zweiter 
Ordnung an jene der ersten Ordnung an. Die Zahl der Dreiecks- 
punkte dritter Ordnung endlich wächst so bedeutend an, dafs schon 
darum ein geringeres Mafs der Genauigkeit bei ihrer Festlegung 
geboten ist. Damit stimmt aber auch überein, dafs die Tragweite 
der Fehlerwirkung immer mehr eingeschränkt wird, je weiter man 
in der Punktordnung aufsteigt. Denn während das Dreiecksnetz 
erster Ordnung bestimmt ist, das Mafs der Basis und die Orien- 
tierung durch möglichst wenige Zwischenglieder auf alle Teile des 
Landes zu übertragen, erfüllen die Netze höherer Ordnung die gleiche 
Aufgabe für beschränktere Gebiete, so dafs die zufälligen Ungenauig- 
keiten dieser Netze sich nicht weithin fortpflanzen, vielmehr zwischen 
den nächstliegenden Anbindepunkten der nächst niederen Ordnung 
eingeschlossen bleiben. 

Selten werden durch Landesvermessungen die Dreieckspunkte 
dritter Ordnung so nahe bei einander festgelegt, dafs daran ein 
unmittelbarer Anschlufs der Detailaufnahme erfolgen könnte. Dem- 
nach pflegt jeder Fluraufnahme das Einschalten neuer Punkte in das 
Netz der Landesvermessung (zuweilen Punkte vierter Ordnung ge- 
nannt) vorauszugehen. Im Folgenden werden die Methoden, welche 
man dabei anwendet, besprochen. Wie man, wenn eine Landes- 


triangulation fehlt, Dreiecksnetze für spezielle Aufnahmen neu ent- . 


wirft, geht danach ohne weiteres hervor. 


$. 148. 


Methoden der Punkteinschaltung. Das Vorwärts- und Seit- 
wärtsabschneiden von zwei festliegenden Punkten aus. Wie bei den 
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Mefstischaufnahmen, verstehen wir hier unter Vorwärtsabschneiden 
die Messung der beiden Winkel, welche der bekannten Grundlinie 
eines Dreiecks anliegen, unter Seitwärtsabschneiden die Messung 
eines anliegenden und des gegenüberliegenden Winkels. Obwohl 
durch diese Messungen die Lage des neuen Punktes bereits bestimmt 
ist, sucht man doch als Kontrolle auch den dritten Dreieckswinkel 
zu messen, den man, abweichend von dem Verfahren beim Mefstisch, 
zur Berechnung der Lage des neuen Punktes beizieht. Damit fällt 
der Unterschied zwischen Vorwärts- und Seitwärtsabschneiden weg 
und es entsteht eine einfache Ausgleichungsaufgabe, welche bereits 

im $. 101 erledigt worden ist. Das 

Gewicht der Winkelmessungen be- 
yY) stimmt sich proportional der Anzahl 
der Wiederholungen der Einzelmes- 
sung, oder beim Repetitionsverfahren, 
proportional der Anzahl der Repeti- 
tionen. Man wird natürlich ungleiche 
Gewichte zu vermeiden streben. Die 
Ausgleichungsregel lautet alsdann 
sehr einfach: man ergänze die Summe 
der gemessenen Dreieckswinkel zu 
180° und füge den dritten Teil der Ergänzung mit unverändertem 
Vorzeichen jedem einzelnen Winkel bei. 


Fig. 159. 


GX 


Beispiel. Gegeben die Koordinaten zweier Punkte A und B, 
gemessen die drei Winkel «ßy eines Dreieckes ABC, gesucht die 
Koordinaten des Punktes C (Fig. 159). 


y £ 
A + 275,34 + 88,52 
B | + 964,83 + 366,52 


yg — ya = + 689,49 æg — xa =. + 278,00 


log (yg — ya) = 2,838 528 
1 OEN 

log er 1,055 955 

logtg pag = 0,394 483 

pan = 6802127” 


log cosec Pag = 0,032 709 log sec Pag = 0,427 191 
log (yg — ya) = 2,838528 Tlog(ap — xa) = 2,444 045 
log AB = 2,871 237 log AB = 2,871 236 
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1331,35 — 363,86 967,49 
45 + par = arctg 598.31 F 18682 ~ arc t In) 
log Zähler — 2,985 646 
log !/Nenner = 7,385 641, 
log tg (45 + par) = 0,371 287, 
45 + pag = 1180X 27” [wie zuvor*)] 
Die Ergebnisse der Winkelmessung — Satzbeobachtungen von 


gleichem Gewicht zwischen je zwei Richtungen mittels eines ein- 
fachen Theodolits von 10” Nonienangabe — sind folgende: 


Gemessen Korr. Ausgeglichen log sin 


560 30’ 13,8” + 1,6” 560 30’ 15,4" 9,921 128 


740 22 27,5" 1 1,79 740 22’ 29,2" | 9,983 647 


490 7’ 13,8” + 1,6” 490715,4" 9,878 575 


Summa ..| 179059’ 55,1” + 4,9" 1800 0’ 0,0” 


Mit hilfe der ausgeglichenen Winkel berechnet man nun nach 
dem Sinussatze: 
log AB = 2,871 236 
log coseey = 0,121 425 
2,992 661. 2,992 661 
log sin œ = 9,921 128 log sin B = 9,983 647 
log BC = 2,913 789 log A C = 2,976 308 
Die Azimute sind: 
gao = pin — a— 11° 32° 12" 
QB = ỌBA + 6 — 922 24 56. 
. Man berechnet auf zwei Wegen die Koordinaten von C wie folgt: 
log sin pa o = 9,301 019 log cos Pac = 9,991 136 


log AC = 2,976 308 log A © = 2,976 308 
2,277 327 2,967 444 


AC.sinpao = 189,377 AC cos Qaa = 927,178 
Yo = YA + A Csin Qae = 464,717 m. 
zo = za + ACcospac = 1016,298 m. 
*) Wenn man die Vorzeichen im Zähler und Nenner von typ und 
tg (45 + g) beachtet, so können über den Quadranten, in welchem diese Win» 


kel liegen, niemals Zweifel entstehen, 
| 
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Sodann: 
log sin@zc = 9,785 280, log cos pc = 9,898 975 
log BC = 2,913 789 log BC = 2,913 789 
2,699 069, 2,812 764 
B Csin pgo = — 500,113 BCcos go = 649,777 


Yc = YB + B Csin QR = + 464,717 m 
xe = x» + B(cos ogo = + 1016,297 m, 


welche Zahlen mit den vorigen übereinstimmen und, wie die ge- 
gebenen Koordinaten, auf Centimeter abzurunden sind. 

Die soeben vollzogene Kontrolle gilt der ganzen Rechnung, von 
Bestimmung des Azimuts az an, sie deckt jedoch ein Versehen in 
der Aufeinanderfolge der gemessenen Dreieckswinkel nicht auf, was 
zu beachten ist. 

Wäre Punkt C durch Messung nur zweier Dreieckswinkel fest- 
gelegt, so würde von der ganzen Rechnung nur die Ausgleichung 
der Dreieckswinkel wegfallen, damit aber auch offenbar die einzige 
Kontrolle der Messung. 


$. 149. 


Das Rückwärtseinschneiden nach drei Punkten. Beim 
Vorwärtsabschneiden müssen die beiden gegebenen Punkte, beim 
Seitwärtsabschneiden einer der gegebenen und der aufzunehmende 
Punkt für den Theodolit zugänglich sein. Verlangt man die Mes- 
sungskontrolle des dritten Winkels, so mufs der T’heodolit endlich 
auf allen drei Punkten aufgestellt werden. Da man, teils aus Spar- 
samkeit, teils der Weithinsichtbarkeit wegen, als trigonometrische 
Festpunkte statt der Feldsteine häufig die Spitzen hoher Türme 
wählt, Instrumente auf Türmen aber meist unbequem und selten 
genau centrisch aufzustellen sind, so ist ein Verfahren zur Festlegung 
neuer Punkte erwünscht, welches die Aufstellung auf den gegebenen 
Punkten überhaupt entbehrlich macht. Ein solches Verfahren ist 
möglich, wenn drei Punkte durch ihre Koordinaten gegeben sind; 
es genügt alsdann eine einzige Aufstellung des Theodolits auf dem 
gesuchten Punkte, um diesen durch Horizontalwinkelmessung fest- 
zulegen. 

Dieses Problem, unter dem Namen der Pothenot’schen Auf- 
gabe bekannt, ist zuerst 1614 von Snellius, dem Erfinder der 
Triangulation, später 1692 von Pothenot gelöst worden. Dafs 
es im allgemeinen lösbar sei, erkennt man aus folgendem. Soll 
man einen Punkt D, Fig. 160, bestimmen, von welchem aus die 
drei gegebenen Punkte A,B,C unter den Winkeln CDB = ọpọ, 
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BDA=y, CDA = g + vy erscheinen, wobei die Winkel so, 
wie die Aufeinanderfolge der Schenkel es ergiebt, in der Richtung 
der Uhrzeigerdrehung zu durchlaufen sind, so ist der Kreis © B D 
geometrischer Ort für die Scheitel aller Winkel gleich @ über der 
Sehne CB, der Kreis BAD geometrischer Ort für die Scheitel aller 
Winkel gleich y über BA, der Kreis CAD ebenso für die Scheitel 
der Winkel + Y über AC. Von diesen drei Kreisen ist jeder 
hinreichend bestimmt durch die gegebene Sehne (CB, BA, CA) und 
den zugehörigen Peripheriewinkel (p, Y, @ + Y), und ihr gemein- 
samer Schnittpunkt ergiebt den Punkt D eindeutig, ausgenommen 
den Fall, wo die drei Kreise mit demjenigen zusammenfallen, welcher 
dem Dreieck ABC um- 
schrieben ist. Dann 
genügen unendlich viele 
Punkte dieses Kreises 
der gestellten Auf- 
gabe”). 

Sind nun die Ko- 
ordinaten von drei Fest- 
punkten A,B,C (richtig) 
gegeben und die Hori- 
zontalwinkel @ und % 

von einem vierten 
Punkte D aus gemessen, 
so könnte man die Ko- 
ordinatenvon Ddadurch 
berechnen, dafs man zu- 
nächst die Gleichungen 
der Kreise ABD, BCD 
und ACD aufstellt und 
die Koordinaten ihres 
gemeinsamen Schnitt- 
punktes sucht. Für die numerische Berechnung ist dieser Weg 
indessen nicht geeignet, um so mehr aber der folgende. Wir suchen 
nämlich die Dreiecke ADB und BDC aufzulösen und berechnen 
zu dem Zwecke aus den Koordinaten die Seiten n, m und den Win- 
kel ABC. Da nun auch ọ und % bekannt sind, so fehlen zur Auf- 
lösung mittels des Sinussatzes nur noch die Winkel u und v, von 
denen wir nur die Summe kennen. Vorausgesetzt, dafs BD den 


*) Jedem der drei Kreise ist ein anderer kongruenter und in bezug auf 
die Sehne (CB, BA, CA) symmetrisch liegender zugeordnet. Es wird als 
ausgeschlossen betrachtet, dafs irgend einer der drei ersten Kreise mit einem 
der zugeordneten verwechselt werden könne. Die festgesetzte Reihenfolge 
der Winkelschenkel beugt einer Verwechselung vor. 
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Winkel ABC teilt (und es läfst sich immer mindestens einer der 
anvisierten Punkte angeben und mit B bezeichnen, bei welchem dies 
zutrifft), so gilt: 
u + v = 3600 — 9 — y — ABC... . (D) 
Ihre Differenz wird wie folgt gefunden. Nach dem Sinussatze gilt 
für BD der Doppelausdruck : 
_ Msinu _ nsinv 


koin sinp EE i E ARTE (2) 


woraus man bilden kann: 
sinv _msnd 
Sing en. unten (8) 


wonach der Hilfswinkel ọ aus lauter bekannten Stücken leicht zu 
berechnen ist. Durch Addition von tg ọ zur Einheit und Subtrak- 
tion von derselben bekommt man: 


sinu + sinv _ 2sinYa(u + os My yo (a) 


sin u sinu 
are ET DET) a en ag 16) 
sin u ir sinu | 


Nun ist aus der Trigonometrie bekannt, dafs: 


1—- io WB —io _ 
Tre un r ye ne. 
Durch Divison von (4) in (5) erhält man daher: 
tg '/a (u — v) = tg (45 — ẹọ) tg'(u +v). . . (6) 
Auf der rechten Seite dieser Gleichung stehen nur bekannte Gröfsen, 
so dafs jetzt auch 1/,(u — v) berechnet werden kann. Setzt man 
hierauf u und v aus ihrer halben Summe und halben Differenz zu- 
sammen, so sind die Dreiecke ADB und BDC auflösbar. Man 
kann z. B. BD nach (2) doppelt berechnen und mit hilfe dieser 
Seite und ihres Azimuts die Koordinaten von D finden, welche man 
auf die von B stützt. Eine noch vollständigere Kontrolle der Rech- 
nung erhält man aber, wenn man CD und AD berechnet aus: 
REED). ap "rw + ak 
sin @ sin y 
darauf mit hilfe dieser Seiten und ihrer Azimute die Koordinaten 
von D doppelt ermittelt, gestützt auf A und C. Auf diese Art prüft 
man die gesamte Rechnung. Die Angabe der Koordinatenwerte für 
ABC mufs aber als richtig vorausgesetzt werden, da ein Punkt D, 
wie oben gezeigt, unter allen Umständen errechnet wird. 


www.rcin.org.pl 


8. 149. Pothenots Problem. 447 


Beispiel. 
Gegeben die Koordinaten dreier Punkte A, B, C (Fig. 161) 
nämlich: 
Y g 
A + 275,34 + 88,52 
B + 964,83 + 366,52 


c + 464,72 + 1016,30 


und die Winkelmessung auf D aus Satzbeobachtungen von gleichem 
Gewicht: 

ODB == 14. 3 Men 

BDA == 111° ‚4 12h 
Gesucht die Koordinaten des Punktes D. 

Die Koordinaten von A, B, C sind dieselben, welche in $. 148 

vorkommen, und die Winkelmessung wurde mit demselben Instru- 
mente ausgeführt, das dort erwähnt ist. Wir wiederholen nicht die 


Fig. 161. 


Gy) 


aa RETE EGEA o 


einfache Berechnung der Stücke des Dreiecks AB C aus den Koor- 
dinaten, sondern entnehmen das Nötige dem genannten Paragraphen: 
log OB = 2,913 789 —= logm; log AB = 2,871236 = logn. 
A ABO = 7140 22’ 29,2” 
und die Azimute: 
Qo = 142° 24’ 56” Ya == 68° 2’ 27", 
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Man findet nach (1): 
. 4 + v = 43° 47’ 29,5”, 
ferner zur Berechnung von ọ nach (3): 
logm — 2,913 789 
log !/n = T,128 764 
log sin» —= 9,946 803 
log cosec o = 0,081 682 
log tg ọ = 0,071 038 
o = -499:839'.54,8" 
45 — ọ = — 439 54,8". 
Hiernach berechnet sich gemäfs der Formel (6): 
log tg (45 — ọ) = 8,911 711, 
log tg 1/2 (u + v) = 9,604 131 
log tg 1/a (u — v) — 8,515 842p 


1a (u — v) = — 1° 52’ 42,55” 

„u+v)= 21 53 44,75 
u Be 0 LE 
v =. 280 AN! 27,3" 


Zur Berechnung von CD und AD hat man zu bilden: 


p + u= 144 4 29" 
y Ê v = 141° 33' 28,6” 


log m = 2,913 789 logn = 2,871 236 

logsin(p + u) = 9,768 516 log sin (Y + v) = 9,793 598 
log cosec p =— 0,081 682 log cosee Y = 0,053 197 

log CD = 2,763 987 log AD = 2,718 031 


Die Azimute sind: 


Pog + u = 162° 25' 58" = Pcp 
Pigga 440 16' 0” = QAD 


Die Koordinatenberechnung ergiebt: 


log CD = 2,763 987 2,763 987 
log sin Pop = 9,479 754 log cos Pep = 9,979 259, 
2,243 741 2,743 246, 
CDsin pop = + 175,284 ODcospop = — 553,664 
Yo = + 464,72 zo = + 1016,30 
yp = + 640,004 kp — 4. 462,636 
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log AD = 2,718 031 2,718031 
log sin pap = 9,843 855 log cos Pap = 9,854 973 
2,561 886 2,573 004 

ADsin pap = + 364,659 ADcos pan = + 374,114 
Ya = + 275,34 xa = + 88,52 

yn = + 639,999 xp = + 462,634 


In der zweiten Dezimalstelle stimmen diese Koordinaten mit den 
zuvor berechneten überein, was zur Kontrolle der Rechnung hin- 
reicht, da in den Azimuten die Zehntelsekunden vernachlässigt 
wurden. 


$. 150. 


Fortsetzung. Einführen von Näherungswerten der Ko- 
ordinaten. Eine andere Auflösung des Pothenot’schen Problems, 
Fig. 162. auf welche wir später zurück- 
greifen müssen, ist die fol- 
(2) gende *). Stehen aufser den 
gegebenen Koordinaten der 
drei angeschnittenen Punkte 
angenäherte Koordinaten- 
werte (x,y) des gesuchten 
Punktes zur V erfügung, wäh- 
rend (X, Y) die strengen 
Werte sein mögen (Fig. 162), 
so berechnen wir zunächst 
die Unterschiede: 


X — x = dr, 
Y — y = dy, 


aus den Unterschieden Ip 
der angenäherten und der 
strengen Azimute. Für den anvisierten Punkt (i) haben wir näm- 
lich aus Fig. 162: 
od, — Qi => A pi. 
| 


Ferner: 
PEN BT en Re 
Pe (1) 
es” Rd a a 
®; = arctg i (o £ Aa) (2) 


*) Von Gaufs, in einem Briefe an Schumacher vorgetragen. Vergl. 
J. Bertrand, Méthode des moindres Carrés. Mémoires sur la combinaison 
des observations par ©. F. Gaufs. Paris 1855, Seite 153. 

Vogler, Praktische Geometrie, 29 
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Bekanntlich ist: 
darcgu 1 
du TE Ur 
und wenn man den Abstand der Punkte (æny:) und (x,y) mit si 
bezeichnet, also 3? = (x; — x)? + (yi — y)’, so gilt: 


09; Y= 09; Li — L 


E E MET A BESEN OA 
Denkt man sich ®; aus (2) nach dem Taylor’schen Satze in eine 
Reihe entwickelt, so wird, wenn wir alle Glieder unterdrücken, 
welche Produkte von fx und 4y enthalten: 


d Qi == H—yY Ax a a ABR 


Si? Si? 


BER u C y 


Api ist im analytischen Winkelmafs ausgedrückt. Multiplizieren 
wir beiderseits mit 206 265, so wird, in einfacherer Bezeichnung: 
Ag; Sekunden = Az — &Ay. . . . (4) 
Wir denken uns nun die Winkel & und ß durch Satzbeobachtungen 
bestimmt, derart, dafs zu der Visur nach (¿) die Kreisablesung wi 
gehöre. z sei das Azimut des Nullpunktes der Teilung. Dann ist: 
ÕÕ; =z + wi. Ea ara a aa Aa (5) 
also können wir mit Rücksicht auf ®; = 9; + 29; die Bezeichnung 
einführen: 


Q: — w; = z — Iso =]. EPET e a (6) 
und mit hilfe von (4): 
a G—% 
pi — w =e — % det g2 Ag : k z (7) 
oder in einfacherer Bezeichnung und Sekundenmalfs: 
l; = g — nidx + &Ay. A ah TR Fe (77) 
Zur Bestimmung der drei Unbekannten der rechten Seite nach (7*) 
sind drei Beobachtungsgröfsen von der Form 9; — wi, nämlich 


l b I, und die drei zugehörigen Gleichungen gegeben, aus denen z 
durch blofse Subtraktion eliminiert werden kann. Mehr als drei 
Beobachtungen würden eine Ausgleichung erfordern. 
Man hat nach (6) und der Figur die beiden Beziehungen: 
lb — ha = p: > Pı — (w — w) = P: — Pı — & 
lb — a = p; — Pı — (w — w) = P; — Pı — P. 
Sind nun mit dem Theodolit nicht Sätze, sondern beliebige 
Winkel beobachtet worden und bezeichnet œi den gemessenen 
Winkel zwischen den Objekten (¿) und (k), so setzen wir: 


l — li = Pk — Pi — Uir = liy ...0. (8) 
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und haben nach (7*) allgemein: 


l = (Mi — m) 4 — (Es — E) Ay... . (9) 
Mehr als zwei Winkelbeobachtungen machen eine Ausgleichung 
erforderlich. Man erkennt zugleich, dafs Pothenots Problem ein 
spezieller Fall der (zweideutigen) Aufgabe ist, einen Standpunkt durch 
Winkelmessung zwischen zwei Paaren von Festpunkten zu bestimmen. 

Die angenäherten Koordinaten x, y entnimmt man je nach 
Umständen einer Karte oder einer früheren Triangulation, oder man 
bestimmt sie graphisch. Auf Millimeterpapier werden in geeignetem 
Mafsstabe gemäfs ihren gegebenen Koordinaten die Festpunkte auf- 
getragen. Die gemessenen Winkel konstruiert man, mit dem Trans- 
porteur oder auf Grund einer Tafel der natürlichen Sinus, auf 
Pauspapier, oder schneidet sie aus stärkerem Papier aus. Wenn 
die Winkelscheitel zusammenfallen während die Schenkel durch die 
Bilder ihrer Objekte gehen, so bestimmt der gemeinsame Scheitel 
den gesuchten Punkt, dessen Koordinaten sofort abgelesen werden 
können. 

Zur vorläufigen Punktbestimmung ist, wenn die gemessenen 
Winkel einen Schenkel gemein haben, auch ein Instrument sehr 
geeignet, welches die Engländer Station pointer (Standweiser) nennen 
und in ihrer Marine vornehmlich benutzen, um bei Tiefseelotungen 
in der Nähe der Küste den Ort des Schiffes aus der Winkelmessung 
nach drei bekannten und in der Karte verzeichneten Küstenpunkten 
zu bestimmen. Das Instrument bedarf wohl nur einer kurzen Be- 
schreibung. Es ist ein Transporteur (engl. Protractor) mit einem 
festen und zwei beweglichen Linealen, deren Kanten die Winkel- 
schenkel vertreten und mittels zweier Nonien fein eingestellt werden 
können. Den gemeinsamen Winkelscheitel markiert ein Strichkreuz 
auf einem im Centrum eingefügten durchsichtigen und fein durch- 
bohrten Hornscheibchen. 

Beispiel. Gegeben die Koordinaten dreier Punkte und Nähe- 
rungswerte der Koordinaten eines vierten; durch Satzbeobachtungen 
mit einem Theodolit sind die gegebenen drei Punkte angeschnitten 
worden. Gesucht die strengen Koordinaten des vierten Punktes. 


Schiefer Rathausturm (8) — 61,642m| 1059,361” 
Jacobiturm (J) 549,750 | 1650,245 


Villa Monheim (V) 1047,462 | 1101,480 


Standpunkt des Theodolits (H) auf 
der hinteren Kuppe des Lousbergs Y % 
bei Aachen, näherungsweise ... 685,215 — 438,641 


29* 
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Satzbeobachtungen (wi) in H. 


S. 3330 30' 44,5" 
J. 356 18 3,8 
Vz. 18, 14 709,7 


Fig. 163. 


log 


| 335526 


Ss? 


Nach (6) sind die Werte 9; zu 
berechnen, um l; bilden zu 
können. Gemäfs (1) wird: 

pa = 833030 2,3" 

oy —= 356 17 22,3 

ov= 13 14 87 
Demnach hat man für l; der 
Reihe nach: 


ls = — 42,2 
EAS NY; 
In — 45,0 


Die Koeffizienten n und £ 
brauchen nur vierstellig berech- 
net zu werden, z. B.: 


log 


er 3,5526 
Ss 


206 265 | 5,3144 ~ 206 265 | 5,3144 
HaT 2,8732, 8% 3,1755 


ns | 1,7409, 
Ns = — 55,0 
Ebenso berechnet man: 


ny = — 6,4 
n„r= 299 


Es | 2,0425 
ës = 110,3 
Ejam GBR 
Er = 126,9 


Gemäfs (7*) erhält man jetzt die drei Gleichungen: 
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— 45,0 = 2 — 299 Ir + 126,9 Iy 
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durch deren Auflösung gefunden wird: 


g = — 31,05 2:2 = 0,012 Ay = — 0,107 
Demnach sind die strengen Koordinaten von H: 
ty dy= 068108 
X= g + Agr = — 438,629 m. 


Die strengen Azimute ®; aber sind gemäfs (5) der Reihe nach: 

Ds; = 333° 30" 13,45" 

®,; == 856 17 32,75 

y= 13 14 22,65. 
Zur Kontrolle berechnen wir dieselben Azimute aus den Koordina- 
ten und finden: 

Py —= 338° 30’ 13,4” 

Qy = 356 17 32,7 

G,= 13 14 22,7 
also übereinstimmend, soweit dies bei sechsstelliger Rechnung mög- 
lich ist. 


$. 151. 


Rückwärtseinschneiden zweier Punkte nach zwei gegebe- 
nen. Sind nur zwei unzugängliche Festpunkte A und B (Fig. 163) 
gegeben, so können zwei "Theodolitstandpunkte C und D dadurch 
festgelegt werden, dafs man die Horizontalwinkel A CB, ACD, so- 
dann CDA, ADB milst. Dafs die Aufgabe eine bestimmte ist, geht 
aus folgendem hervor: 

Über der Sehne AB konstruieren wir den Kreisbogen AEB 
den ACB als Peripheriewinkel einschliefst, und rechts daneben den 
Bogen BD!’ desfelben Kreises, zu dem Peripheriewinkel B OD ge- 
hörig. Uber derselben Sehne AB konstruieren wir den Kreis- 
bogen AFB, den ADB als Peripheriewinkel einschliefst, und links 
daneben den Bogen C'A desfelben Kreises, zu dem Peripherie- 
winkel CDA gehörig. Hierdurch sind zur Bestimmung von C und D 
drei geometrische Örter konstruiert, der Kreis AEBD', der Kreis 
AFBC' und die Gerade C’D’. Durch die Aufeinanderfolge der 
Signale ist Ordnung und Sinn sowohl der Winkel als auch der kon- 
struierten Bogen unzweideutig bestimmt, also auch die Lage der 
Punkte C und D. 

Wie bei der Pothenot’schen Aufgabe könnte man auch hier 
nach Aufstellung der Gleichungen der geometrischen Orter deren 
Durchschnittspunkte bestimmen. Für die numerische Rechnung 
Jedoch verdient eine trigonometrische Lösung den Vorzug, welche 
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ganz ähnlich wie in §. 149 geführt wird. In dem Dreiecke ADC gilt: 


AD N AtA 1 
ae. OD 
Aus den Dreiecken ABD und ABC gewinnt man: 
Apt Apain. O a AB sin v (2) 
sm Y Sin p 
Durch Einsetzen der Ausdrücke (2) in (1) entsteht: 
sin u ae uE 
sin Ysin (p + y) singpsind 
und hieraus kann man bilden: 
sin v sin o sin Ö $ 
ante a 90 hen AM 


Dieser Ansatz, ganz wie (3) in $. 149 behandelt, liefert die aus (6) 
jenes Paragraphen hervorgehende Gleichung: 


ga + v) = tg (45 + ọ) tg '(u — 1) . . . (4) 
Da aus der Figur folgt: 
MEOE TEE E 


so kann aus (4) sofort 1/3 (u + v) berechnet und mit 1/2 (u — v) so 
verbunden werden, dafs u und v entsteht. Ist dies geschehen, so 
sind alle vier Dreiecke, in welche das Viereck AB D C zerlegt er- 
scheint, nach dem Sinussatze auflösbar, und CD läfst sich auf doppelte 
Weise finden. 

Die zuerst mitgeteilte konstruktive Lösung (es ist nicht die 
einzig mögliche) hat Bauernfeind, die vorstehende durch Rechnung 
Hansen angegeben. Delambre hat eine andere Berechnungs- 
weise angewandt, die aus dem nachfolgenden erhellt. 

Unter Anwendung Gaufs’scher Additions- und Subtraktions- 
logarithmen kann die logarithmische Rechnung”auch! den umgekehr- 
ten Gang einschlagen wie zuvor. Wenn man nämlich für CD die 
willkürliche Länge Eins einführt, so lassen sich nach dem Sinussatze 
-die Dreiecke ADC und BD C auflösen, wodurch die berechneten Seiten 
in derselben Längeneinheit ausgedrückt erscheinen, welche für OD 
festgesetzt ward. Aus den Dreiecken ABC und ABD, worin je zwei 
Seiten und der eingeschlossene Winkel bekannt sind, läfst sich AB 
doppelt berechnen, wenn man zur Bestimmung der Dreieckswinkel œ 
und ß bei A und B die bekannte Tangentenformel benutzt: 

twh (a — B) = whl + B) 
und aus der halben Summe und Differenz der Winkel jeden einzeln 
bestimmt. a und b bedeuten die A und B gegenüberliegenden Seiten, 
deren Logarithmen zuvor berechnet wurden. Ist AB in der will- 
kürlichen Mafseinheit gleich m gefunden worden, so bildet man 
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log AB — logm und addiert diese Differenz zu den Logarithmen 
aller anderen Seiten, wodurch die letzteren auf Metermals zurück- 
‚geführt werden. 

Delambre setzte, um Addition und Subtraktion zu vermeiden, 
b:a = tg ®©, also: 


gr (© + = — O) t91) (u + B) 


Man vergleiche diese Lösung mit der später von Hansen gegebenen. 
Beide können so ausgelegt werden, dafs sie auf jeden möglichen 
Fall passen. Man bezeichnet zu dem Zwecke in den Schlufsformeln 
die Winkel besser mit drei Buchstaben unter Beachtung der Reihen- 
folge derselben. 
Auch aus vorstehender Lösung ersieht man, dafs die gestellte 
Aufgabe deren nur eine zuläfst. Die Konstruktion könnte denselben 
Weg einschlagen, in- 
KIr Le: dem sie für CD ein 
willkürliches Mafs fest- 
setzt, darüber aus den 
gemessenen Winkeln 
eine Figur errichtet, 
welche der gesuchten 
ähnlich ist, endlich eine 
der konstruierten ähn- 
liche Figur ABDC an 
AB anlegt. Von einer derartigen Konstruktion macht man bei 
topographischen Mefstischaufnahmen mitunter Gebrauch. 


$. 152. 


Einschalten einer Dreieckskette zwischen zwei Punkte. 
Denkt man sich die Winkel einer Dreieckskette zwischen den Fest- 
punkten A und B (Fig. 164) sämtlich bekannt, so ist das soeben 
auseinandergesetzte indirekte Rechnungsverfahren auch auf diese 
Figur anwendbar. Man wählt zum Beispiel für die Dreiecksseite A (1) 
eine willkürliche Längenzahl und berechnet aus ihr alle übrigen 
Dreiecksseiten, sodann aus je zwei Seiten und dem eingeschlossenen 
Winkel der Reihe nach die Diagonalen A(1), A(3), A(5), AB. Hat 
man für AB die Längenzahl m gefunden, so fügt man den Loga- 
rithmen aller Seiten die Differenz log AB — logm zu. Wenn Winkel 
von vornherein ebenfalls bekannt ist, so ist es zum Aufsuchen von 
m bequemer, die Projektionen aller Seiten der gebrochenen Linie 
A(1) (3)(5) B auf die Diagonale AB zu berechnen und zu sum- 
mieren, 
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In der letztgedachten Form pflegt sich die Aufgabe bei Klein- 
triangulationen einzustellen, da man Gelegenheit nehmen wird, aufser 
den Winkeln der Dreieckskette auch den Winkel y zu messen, und 
diesen zwar mit vermehrter Sorgfalt, denn man beabsichtigt damit, 
seinen Betrag genauer festzustellen, als es aus der oben erwähnten 
Rechnung möglich wäre, worin die Winkelfehler der Dreieckskette 
sich geltend machen. Es ist jedoch ersichtlich, dafs, sobald neben 
den Dreieckswinkeln die Anschlufswinkel % oder ọ oder beide 
gemessen worden sind, Widersprüche in der Figur auftreten müssen, 
welche nicht mehr durch die blofse Ausgleichung der Winkel eines 
jeden Dreieckes auf 180° beseitigt werden können. Denn nachdem 
nur erst diese erfolgt ist, wird man & sowohl als ọ aus der Drei- 
eckskette im allgemeinen anders berechnen, als die direkte Messung 
ergab. Es liegt alsdann eine kompliziertere Ausgleichungsaufgabe 
vor. Eine solche entsteht bei allen Dreiecksnetzen, die sich nicht 
als einfache Dreiecksketten auffassen lassen. Weiter unten soll kurz 
angedeutet werden, wie man derartige Ausgleichungsaufgaben in 
der Praxis zu lösen pflegt. 


$. 153. 


Genauigkeit der Punkteinschaltung durch Vorwärts- und 

Seitwärtsabschneiden. Der Fehler in der Lage eines eingeschalteten 

Punktes soll hier, wie bei der Mefs- 

Fig. 165. tischtriangulation,ausgedrückt werden 

A durch den Horizontalabstand seines 

berechneten Ortes von seinem wahren. 

Wir wählen hier einen etwas anderen 

b e Vorgang als früher, indem wir die 

Koordinatenfehler des neuen Punk- 

tes A berechnen und daraus nach dem 

C ä B pythagoreischen Lehrsatze jenen Ab- 
stand zusammensetzen. 

Wenn y auf die Seite CB (Fig. 165) normal gezogen ist, so 

wird z und y leicht durch die beim Vorwärtsabschneiden gegebenen 

Stücke a, ß, y ausgedrückt: 


_ asinPcosy, N _asinßsny a) 
sinB Hy ° sinB ty) 
Da ß und y voneinander unabhängig gemessen wurden und a hier 


als fehlerfrei angenommen werden soll, so bekommt man durch par- 
tielle Differentiation nach ß und y: ' 


sin B cos B 


sin? (B + y) 


sin y cos y 


rn 


dß — a dy 
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sin? y sin? B 
tar 


Die beim Quadrieren vorstehender Ausdrücke auftretenden Doppel- 
produkte fallen weg, wenn wir an Stelle der Differentiale die mitt- 
leren Fehler Uz, Uy Up, Uy in die Rechnung einführen. Der Ausdruck 
für den mittleren Fehler u4 des Ortes von A wird dann gewonnen 
aus: 


day = 


a? 
I: u. m I fa in? B u,2 
UA? = Ur? + Uy Date (sin? y ug? + sin? B u) 
et c? ug? -+ b? u A 
m= B E y) 
Wenn wir Ò allgemein als mittleren Fehler einer Winkelmessung 
betrachten, so folgt: 


Ve. ee 
Beim Seitwärtsabschneiden seien die Stücke a&y gegeben, durch 
welche wir x und y ausdrücken: 


_ asin(& + Y)cosy, _asin(@ + y)siny (3) 
u sin & : Aan sin œ 


A = 
" ng 


Hier sind œ und y unabhängige Messungsgröfsen, a wieder als 
fehlerfrei angesehen. Wir differenzieren nach «œ und y und erhalten: 


de = = n ART Ri 
sin? œ sin? & 


sinasin(& + 27) 1 
sin? œ 


un sin?y 
yar sin?“ BR 


Durch Quadrieren und Einsetzen der mittleren Fehler Us, Wy, Wen u, 
an Stelle der Differentiale findet sich: 


a? f n j 
anig (sin? y ua? + sin? a uy’) 


c2? Ua? + a? uy? 7 
sin? œ 


Ur? = h? + M = 
uas? = 


Nehmen wir wie oben bei beiden Winkelmessungen Ò als mittleren 
Beobachtungsfehler an, so wird endlich: 


a A T 


Wenn b = a, so geben die Formeln (2) und (4) gleiche Fehler- 
beträge, wenn b < a, giebt Formel (2) den kleineren, wenn b > a, 
den gröfseren Betrag. Vorwärtsabschneiden ist also nur günstiger 


a= + 
P — sina 
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als Seitwärtsabschneiden, solange der zu bestimmende Punkt A 
innerhalb eines Kreises liegt, welcher um C mit dem Radius a be- 
schrieben wird. 


$. 154. 


Genauigkeit der Punktbestimmung durch ein Dreieck, 
dessen Winkel sämtlich beobachtet wurden. Angenommen 
endlich, es seien alle drei Winkel des Dreiecks gemessen und dafür 
die gleich genauen Beträge œo für æ, Po für ß, yo für y gefunden 
worden; es soll der mittlere Ortsfehler des Punktes A, welcher aus 
der Basis a berechnet wird, gesucht werden. 

Zur Koordinatenberechnung dienen nach $. 153 die Formeln: 


ER a sin Ê cos y, _ asinß siny 


sina ’ Kal] sin & (6) 
wobei æ = æ — 1 8; B = bo — Y 8; Y = yo — 18 
und S = œ + bo + yo — 180. 


Wir differenzieren x und y nach den unabhängig variabeln Beob- 
achtungsgröfsen &, Po Yo und erhalten zunächst: 
0% a 


( cos & sin B cos a> 
— = —— |— in — 
0%  sin?a á da, 


aß RR TTN i 
+ sin « cos B cosy EEA sin a sin B sin y L) 
n ARAO: 0% 
und entsprechende Ausdrücke für ~ und ——» Ebenso: 
ô Bo 0% 
Oy a À 1.7008 
D (— cos u sin B sin y dor 
$ E í i dy 
+ sinu cos B siny Fr + sin a sin B cos y 2) 


u - Durch Aus- 
0% 


führen der angedeuteten Differentiationen kommen wir nach einigen 
einfachen Reduktionen auf: 


© 
und wieder die zugehörigen Formeln für Fa und 
0 


dg == aeh. [— 2 cos asin ß cosy — sin «cos (B + y)] 
+ adBo [|  2sinwcosßcosy + sinß cos (« — y)] 

3 sin? & 
+ adyı [— 2sin asin B siny — cosy sin(x — ß)] 

3 sin? & 
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Whe a d g 3 ' i j 

dy = DaT [— 2cosæsinß siny — sinasin (B + y)] 
ad fo j ; ! ' 

rer [| 2sinwcosßsiny — sinßsin(« — y)] 
adyo 3 4 i i 

+ gypi l 2sinasin Bcosy — siny sin (a — B)]. 


Dusch Quadrieren und Einführen der mittleren Fehler Uv, y Wc Up Uy 
an Stelle der Differentiale, wobei die Doppelprodukte aus je zweien 
der vorstehenden Glieder verschwinden, kommt zum Vorschein : 


TE: 
= (le? + uy?) 
= (4cos?asin?B + sin? + 4 sin «u cos «sin B cos B) ug? 
+ (4sin? «cos? p + sin? ß + 4 sinw cos æ sin B cos p) ug? 
+ (4sin?osin?ß + sin? (& — ß) uy’. 
Zußlge der Voraussetzung gleicher Genauigkeit der Winkelbeob- 
achung ist Ue = ug = uy = Ô, und da ferner gilt: 
2(sin? B + cos? p) sin?« = 2 sin? a, 
2(sin?% + cos? æ) sin? ß = 2 sin? f, 
sn? (a — ß) + Asinwcosasin Bcosß = sin? (« + B) = sin? y, 
so vereinfacht sich der vorstehende Ausdruck wie folgt: 
a20? sin?“ + sin? p + sin?y 


Si 0) Ve. 
un 3 a DAIAN 


Da die vorstehenden Formeln und ihre ersten Abgeleiteten in 
bezig auf ß und y symmetrische sind, so ist die günstigste Dreiecks- 
forn zur Bestimmung von A bei B und C notwendig gleichwinklig. 
Um unter den gleichschenkligen Dreiecken über a das günstigste 
auszısuchen, drücken wir in (6) alle Winkel durch @ aus und be- 
stimmen das Minimum für ua. Dasfelbe findet sich, wenn: 

2030 — 3.008?% — 6cosa — 1 = Q0. 

Von den drei Wurzeln dieser Gleichung haben nur zwei eine 
reele Bedeutung, nämlich cos& — — 1 oder œ = 180°, welchem 
Fall: ein Maximum des Fehlers entspricht, da A auf BC fiele; und 
cos œ= — 0,18614 oder œ = 100° 43’ 40", Für den letzteren Fall 
errecht ua den kleinstmöglichen Wert: 

u = 0,80 a Ô. 
Diegünstigste Figur zum Festlegen eines Punktes A von der Basis , 
a aw ist demnach ein stumpfwinklig gleichschenkliges Dreieck mit 
einen Winkel an der Spitze von etwa 100°, 
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Wir beschränken uns hier auf die behandelten drei Fälle und 
verweisen in betreff alles Weiteren auf Jordan *), welcher nicht nur 
die vorstehenden, sondern auch den Fall des Vorwärtsabschneidens 
aus, und den des Rückwärtseinschneidens nach drei Punkten erledigt 
und für alle diese Fälle Genauigkeitskurven (vergl. $. 125) ableitet, 
deren figürliche Darstellung ein hohes Interesse bietet. 


$. 158. 


Ausgleichungsaufgaben der Punkteinschaltung. Ein- 
schaltungsfälle, bei welchen die Zahl der Beobachtungen gröfser ist 
als die der Stücke, welche zur Bestimmung eines Punktes ausreichen, 
treten im ganzen häufiger auf als die einfacheren Fälle, bei welchen 
überschüssige Beobachtungen nicht vorkommen. So ist bereits in 
den $$. 101 und 148 eine der wichtigsten und gewöhnlichsten Aus- 
gleichungsaufgaben behandelt worden, die Festlegung eines neuen 
Punktes von zwei gegebenen aus durch ein Dreieck, in welchem 
sämtliche Winkel gemessen sind. Auch bei dem Pothenot’schen 
Problem ward darauf hingewiesen, in welchen Fällen dasfelbe auf 
eine Ausgleichungsaufgabe hinführt. Zur näheren Betrachtung der 
letzteren ist hier der Ort. 


$. 156. 


Rückwärtseinschneiden nach mehr als drei Punkten. 
A. Mittels Satzbeobachtungen. Je nachdem die unmittelbar beobach- 
teten Gröfsen einzelne Richtungen oder Winkel sind, ist die Aufgabe 
besonders zu behandeln. 

Von P aus seien durch vollständige Satzbeobachtungen (m > 3) 
Punkte, deren Koordinaten gegeben sind, anvisiert worden. Man 
sucht die günstigsten Werte für die Koordinaten (X,Y) von P. 

Aus den Visuren nach drei günstig gelegenen Objekten leitet 
man nach $. 149 in möglichster Schärfe die vorläufigen Koordinaten 
(x,y) des Punktes P ab, und setzt wie in $. 150: 
wobei 29; wie in (4) und (4*) jenes Paragraphen als Funktion von 
Ax und Ay sich darstellt. Aber Gleichung (5): ®; = z + wi 
kann, der zufälligen Beobachtungsfehler und der überschüssigen 
Beobachtungen wegen, nicht mehr genau erfüllt sein. Für je drei 
anvisierte Objekte lassen sich wohl Koordinaten von P und ein 


*) Jordan, Handbuch der Vermessungskunde, I, 8. 124 bis 136. 
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Azimut z des Nullpunktes der Limbusteilung so berechnen, dafs (5) 
die Azimute der Richtungen nach den betreffenden drei Objekten 
darstellt; bei den m — 3 übrigen Objekten aber werden sich Wider- 
sprüche zeigen. Wir haben demnach einer jeden beobachteten 
Richtung w; eine Verbesserung A; zu erteilen und für die Koordina- 
ten X und Y sowie für z die günstigsten Werte aufzusuchen, bei 
welchen [g4A] ein Minimum, unter g; das Gewicht von w; verstanden. 
Statt (5) in $. 150 schreiben wir also: 


Den Ha + et ae 
und ganz wie früher ®; aus (1) eingeführt giebt, wenn wieder 
pi — wi = l; gesetzt wird: 

hi = li — 2 + nide — &Ay AAT e UET (3) 
In der Regel wird man die Z noch vermindern können um einen 
vorläufigen Wert z,, welcher mit z durch die Beziehung: 


rA Eo a 1 BP 
zusammenhängt, so dafs in den Fehlergleichungen: 
hi = (l; — 2) — 4z + nAg — éidy REST Ie (5) 


nur kleine Beobachtungsgröfsen auftreten, die Koeffizienten n und £ 
also nur auf wenige Stellen genau berechnet zu sein brauchen. 

Bei vollständigen Satzbeobachtungen, wie sie hier angenommen 
sind, haben die Quellen der zufälligen Fehler am Instrumente auf 
alle Visuren gleichen Einflufs. Demnach wären allen eingestellten 
Richtungen gleiche Gewichte (g =— Konstante) zu erteilen, wenn 
nicht die Entfernung und Beschaffenheit der Objekte von Einflufs 
auf die Genauigkeit der Einstellung wäre. Seitliche (Phasen -) Be- 
leuchtung der Signale, mechanische Verschiebungen derselben, welche 
mit der Zeit eintreten können, ungenaue Aufstellung von Signal- 
stangen und dergleichen mehr können bewirken, dafs die Visierlinie 
das Ziel, dessen Koordinaten vorliegen, excentrisch trifft. Den 
mittleren Winkelbetrag der hieraus entspringenden Visurfehler darf 
man näherungsweise verkehrt proportional der Entfernung s des 
Objektes annehmen, der mittlere Gesamtfehler w der Visur (im 
analytischen Mafs) also würde sich, abgesehen von der Möglichkeit 
excentrischer Aufstellung des Theodolits selber, zusammensetzen aus 
dem mittleren im Instrument begründeten Beobachtungsfehler u 
für jede einzelne von nEinstellungen, und dem mittleren linearen 
Anschnittsfehler u, quer zur Visur wie folgt: 


2 2 
„-Hıb. a a U u Er. (6) 


und das Gewicht g der einzelnen Richtung, welches dem Quadrat 
des mittleren Fehlers verkehrt proportional ist, kann aus: 
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__ Konstante 

ern 

n 8? 
berechnet werden, wenn die Erfahrungswerte u, und u, bekannt sind. 
Ähnlich wie der letztere dieser beiden Fehler wirkt nun noch 
auf das Resultat die Unsicherheit der Koordinaten der gegebenen 
Festpunkte. In mangelhaft triangulierten oder nicht streng aus- 
geglichenen Netzen kann die mittlere Unsicherheit der Festpunkte 
den mittleren Visurfehler am Instrument leicht um das drei- bis 
vierfache überragen, wodurch dann freilich die Gewichtsbestimmung 
vereinfacht wird. Denn denken wir uns in (6) ein Glied von der 
Form des zweiten, u? : s?, hinzugefügt, welches dem Fehler der 
Visur wegen Unsicherheit der Festpunkte entspricht, so wird u? 
durch Weglassen des ersten Gliedes nicht mehr merklich verändert; 

und die Gewichtsformel (7) geht über in die einfachere: 


(7) 


Der, Konstante. us. (8) 
Wenn die Erfahrungsgröfsen u; Uo Us nicht bekannt sind, so hat 
man zwischen dieser und der Formel g = Konstante zu wählen und 
darf erwarten, dafs man sich mit der letzteren dann der Wahrheit 
am meisten nähern wird, wenn Beschaffenheit und Lage der Objekte 
günstig und die Messung und Berechnung ihres Ortes mit aller 
Strenge erfolgt ist; andernfalls verdient Formel (8) den Vorzug. 
In wichtigen Fällen wird man beide Gewichtshypothesen versuchen 
und diejenige beibehalten, welche den Koordinaten des Punktes P 
die kleinsten mittleren Fehler erteilt. 


$. 157. 


Beispiele der Ausgleichung auf Grund von Satzbeob- 
achtungen. 1) Gegeben die Koordinaten folgender vier Festpunkte 
in und bei Aachen: 


Marienturm (M). ....... | — 421,243 1732,068 
Schiefer Rathausturm (S) .. | — 61,642 1059,361 
Jocobitum (I) »..2..... 549,750 1650,245 
Villa Monheim (V)........ 1047,462 1101,480 


Von einem Punkte H aus wurden auf der hinteren Kuppe des Lous- 
bergs die Richtungen bestimmt: 
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3330 0' 1,9" 
S. | 3330 30' 44,5” 
I. | 3560187 3,8" 
K 130 14' 53,7" 


Als vorläufige Koordinaten (x,y) von H gelten: 

y = 685,108 x = — 438,629 
dieselben, welche unter der Bezeichnung (X,Y) in §. 150 aus drei 
Punkten SJ V berechnet worden sind. Für diese vorläufigen Ko- 
ordinaten berechnen sich nach demselben Paragraphen die vorläufigen 
Azimute @ und die Differenzen l = o — w: 


p l 
M. 3320 59' 35,4” | — 26,5” 
S. 3330 30'13,4" | — 31,1” 
J. 3560 17'32,7” | — 31,1” 
F: 13014’ 22,7" | — 31,0” 


Zugleich mit den Azimuten @ werden die Koeffizienten n und & 
gebildet wie folgt: 


m. | — 380 | 754 
s.| — 550 | 1103 
J. | — 6,4 98,3 
7. 29,9 | 126,9 
Indem wir setzen, entsprechend Formel (4): 
2 ee N N ne De 
und die Werte Z sämtlich um 2, = — 30” verkleinern, erhalten wir 


in den nachfolgenden Fehlergleichungen sehr kleine Beobachtungs- 
werte. Gemäfs (5) wird: 


Ay 3,5" — Ag — 384 Ax — T54 Ay 

is = — 11" — Az — 55,0 Ax — 1103 4y du 
Ay = —#1,1" — Az — 64412 — 98,3 Ay 

Ay = — 1,0" — Az + 29,9 Ax — 126,9 Ay 

welche von gleichem Gewichte angenommen werden. Daraus bildet 
man die Normalgleichungen : 
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03= 44:.+ WIAz+ 41lAy 
96,8 = 70 Az + 5433 Ax + 5801 Ay. . (9) 
— 92,5 = 411 4z + 5801 Ax + 43626 Ay 
aus deren Auflösung gewonnen wird: 
dg = + 10,32" 
Ay = — 0,0980 m 
Ax = — 0,0104 m. 


Aus den Gleichungen (5) ergiebt sich durch Einsetzen vorstehender 
Werte: 


+ 0,97 | 0,941 
— 0,04 | 0,002 
— 1,72 | 0,958 
+ 0,80 | 0,640 


Summa + 0,01 | 4,541: (4 — 3) = u? 
u 


yunB 


u = EE 2,13" 
als mittlerer Fehler einer Richtung. 
Auf dem in $. 89 angegebenen Wege findet man hiernach die 
mittleren Fehler u, und u, von Ay und fx im Betrage: 


fu = + 0,069 m; u, = + 0,040 m. 
Demnach lauten die günstigsten Werte der Koordinaten gemäfs (1): 
Y= 685,010 + 0,069 
X — — 438,639 + 0,040. 


Berechnet man die definitiven Azimute ® nach (2) und zur Kon- 
trolle der ganzen Rechnung dieselben Werte aus den Koordinaten 
der Festpunkte in Verbindung mit X und Y, so findet sich: 


aus den 
Koordinaten 


| aus Formel (2) 


3320 59' 43,2" 
3330 30' 24,8” 24,7" 
D; | 3560 17' 42,4" 42,5" 
Dr | 1301434,8" 34,9" 


also hinreichende Übereinstimmung. 
In Anbetracht des sehr kleinen mittleren Fehlers von + 2,1” 
für eine Richtung ist es nicht wahrscheinlich, dafs die Fehler in den 
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Koordinaten der Festpunkte bedeutenden Einflufs geübt haben. 
Will man gleichwohl die zweite Gewichtshypothese (8) prüfen, so 
multipliziere man die Fehlergleichungen (5*) mit Vg =s x Konst., 
nämlich der Reihe nach mit den abgerundeten Gröfsen 6, 4, 5, 4, 
welche den Abständen der Festpunkte vom Punkte H nahezu pro- 
portional sind. Nachdem hierdurch die Fehlergleichungen auf 
gleiches Gewicht reduziert worden, verfahre man ganz wie oben zur 
Bildung der Normalgleichungen, zur Bestimmung der Unbekannten, 
des mittleren Fehlers der Gewichtseinheit und der Koordinaten. Die 
Ausführung dieser Rechnung führt auf: 

Y =. 685,000 + 0,073 

X = — 438,636 + 0,049 
also auf ungenauere Koordinaten, woraus man erkennt, dafs im vor- 
liegenden Falle die erste Gewichtshypothese die günstigere ist. 


2) Gegeben die Koordinaten folgender fünf Festpunkte in und 
bei Berlin: 


Y % 
Zionskirche (Z) ........ — 299,046 | + 1779,347 
Petrikirche (P). ........ — 285,971 | — 583,997 
Moabiter Kirche (M)..... — 3995,965 | + 709,241 
Plötzensee, südöstl. Turm (S) | — 5802,701 + 2370,070 
Plötzensee, nordw. Turm (N) | — 5814,762 | + 2376,723 


Von einem Punkte H aus auf den Wurzelbergen nördlich von 
Berlin wurden die Richtungen bestimmt: 


1480 44’ 14” 


167 23 55 
204 17 32 
247 58 50 
248 16 40 


Die vorläufige Lage des Punktes H berechnet sich auf grund 
der Richtungen nach Z, P, M zu: 
y = — 4058,464 x = + 4261,721. 
Nach $. 150 finden sich mit ihrer Hilfe die vorläufigen Azimute ọ 


und die Differenzen g — w = l: 
Vogler, Praktische Geometrie, 30 
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p l 
Z 123° 26’ 13,6" | — 25018’ 0,4” 
P 142 5 54,6 — 25 18 0,4 
M 178 59 31,5 — 25 18 0,5 
S 222 40 41,7 — 25 18 8,3 
N 222 58 32,7 — 25 18 7,3 


Aus der Übereinstimmung der beiden letzten Z mit den drei ersten 
ersieht man schon, dafs die Beobachtungen nur kleiner Verbesserun- 
gen bedürfen werden. — Die Bildung der Koeffizienten n und & hat 
ergeben: 


Als Näherungswert 2, für z wird das arithmetische Mittel der I 
gewählt, also: 

Zo = — 25018’ 3,4" 
und nach Verkleinerung aller Z um vorstehenden Betrag kommt man 
auf die Fehlergleichungen : 


àz = 30 — Ag + 382 Ax +252 Ay 
ia 30 — As + on Ax + 265 Ay 
u= 29 —-Az+ 104% + 575 4y 
As = — 49 — As — 543 Am + 588 Ay 


An = — 3,9 — Az — 54,4 Ax + 584 Ay 
Von den Normalgleichungen wollen wir zunächst nur die erste bilden, 
` und zwar, der als gleich angenommenen Gewichte halber, durch 
blofse Addition der Fehlergleichungen mit entgegengesetztem Vor- 
zeichen: 

0 = — 0,1 + 5 4z + 489 Ax — 226,4 dx. 
Dadurch, dafs wir für 2, das arithmetische Mittel der 2 wählten, 
haben wir das Absolutglied dieser Gleichung auf Null oder nahe auf 
Null gebracht. (Man kann nötigenfalls die Absolutglieder mit einer 
Dezimalstelle mehr anschreiben.) Die erste Reduktion der Normal- 
gleichungen oder die Elimination von Z/z wird daher mit grofser 
Bequemlichkeit erfolgen können. Wenden wir hingegen die Regel 
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des $. 95 zur Elimination von 4 z schon aus den Fehlergleichungen an, 
so erreichen wir noch andere Vorteile. Indem wir nämlich 4z aus 
vorstehender Normalgleichung zu allen Fehlergleichungen addieren, 
verschwindet aus ihnen 4g und ihre Summe wird in jedem Gliede 
identisch gleich Null, einerlei ob für 2, ein Mittelwert eingeführt 
war oder nicht. In den reduzierten Fehlergleichungen sind zugleich 
die grölseren absoluten Beträge der Koeffizienten von 4g und 4y 
kleiner, und die Summen der Quadrate derselben ebenso wie die- 
Jenige der konstanten Glieder (bei den einmal gegebenen Differenzen 
unter sich) Minima geworden. Man hat daher mit möglichst kleinen 
Zahlenwerten zu rechnen. Deshalb pflegt man die Regel des §. 95 
gern (aber nicht immer) anzuwenden, wenn die Koeffizienten einer 
oder einiger Unbekannten nur zwischen Null und + 1 wechseln und 
die Gewichte entweder Eins oder einfache Zahlen sind. Der Gewinn 
für die Zahlenrechnung ist offenbar dann nicht unbeträchtlich, falls, 
wie hier und wie auch im vorigen Beispiel, die Koeffizienten einer 
Unbekannten alle gleiches Vorzeichen besitzen. Es sollen darum 
hier die reduzierten Fehlergleichungen gebildet werden: 


Az — 3,0 + 48,0 Az — %,1 Ay 
îe = 30 + 304 42 — 188 Ay 
Ay— 29 + 108 4x + 12,2 Ay 
is = — 4,9 — 44,5 Ax + 135 Sy 
Ay = — 3,9 — 44,6 Az + 131 4y 


Daraus ergeben sich die Normalgleichungen: 
0 = + 657,0 + 7286 Ax — 2599 Ay 


0 = — 200,3 — 2599 1x + 1270 Ay 
und hieraus: 
42 = — 0,1256 m Ay = — 0,0993 m, 
mit deren Einführung in die erste Normalgleichung wir bekommen; 
dg = — 3,25”. 


Wir setzen Jx und 4y in die reduzierten Fehlergleichungen ein 
und erhalten: 


30* 
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Letzterer Wert wird in bekannter Weise mittels der konstanten 
Glieder der reduzierten Fehlergleichungen und Normalgleichungen 
bestätigt und liefert uns: 
wa 2,95 
5—3 
ein ausnahmsweise kleiner Wert in Rücksicht darauf, dafs die Winkel- 
messung mittels eines Nonientheodolits von 10” Angabe erfolgt ist, 
mit aller Sorgfalt freilich, indem sechs volle Sätze in sechs verschie- 
denen Kreisstellungen, je drei in jeder Fernrohrlage beobachtet 
wurden. 
Die Gewichtsgleichungen, die wir weder im vorigen Beispiel noch 
hier anschreiben, liefern: 
Q, = 0,002 916 und Qs = 0,000 508. 
Damit finden sich als mittlere Fehler von 4y und 4z: 
Uo = 4 0,066 Bi. 55:35 0.098; 
Die günstigsten Werte der Koordinaten von Punkt H sind hiernach: 
Y= — 4058563 + 0,066 
X = + 4261,595 + 0,028 
Als Schlufskontrolle dient uns wieder der Vergleich zwischen den 


definitiven Azimuten, einmal berechnet aus den gegebenen Punkt- 
koordinaten im Verein mit X und Y, das andere Mal aus 


Ba T A a o TA 


= 1,48 u= + 1,22", 


Man erhält für: 


aus den 


aus der Formel € 
Koordinaten 


123026’ 6,3” 6,3" 


142 5494 49,5 
178 59 25,7 25,7 
222 40 42,7 42,8 
222 58 33,8 33,8 


Die Übereinstimmung ist ganz so befriedigend wie in dem 
ersten Beispiel, auch ebensowenig ein irgend beträchtlicher Fehler 
in den Koordinaten der Festpunkte anzunehmen, welche der Berliner 
Stadtvermessung entnommen sind. Von dem Versuche einer neuen 
Gewichtshypothese wird hier abgesehen. 

Die Elimination der sogenannten ÖOrientierungsunbekannten z, wie sie 
hier erfolgte, in allen Fällen der Ausgleichung von Satzbeobachtungen an- 
zuwenden, könnte zu grofsen Umwegen führen; so beim Rückwärtseinschneiden 


zweier gegenseitig sichtbaren Standpunkte nach mehr als zwei Festpunkten. 
Vergl. S. 474 u. 484. 
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$. 158. 


Pothenot’s Problem. B. Ausgleichung auf grund von Winkel- 
beobachtungen. Die Winkelmessung zwischen den Punkten (i) und 
(k), auch wenn sie völlig unabhängig von anderen Richtungen 
erfolgte, kann immer betrachtet werden als die Messung der Differenz 
zweier Richtungen (i) und (k), deren Verbesserungen A; und A; nach 
$. 156 (3) lauten: 

Kalk er m An Bar N. (1) 
Wir setzen die Differenz der Richtungsverbesserungen gleich der 
Winkelverbesserung, in Zeichen: 


ME Er SPAR SEREG . (2) 
und erhalten durch Subtraktion der Gleichungen (1) Vor 
hit = lin — (mi — Mm) 4x + (Eis — é) Ay . . (8) 
worin ganz wie in (8) des §. 150 gesetzt ist: 
lir = lq — li = Ọk — Ọi — Qik. ni . (4) 


unter &7 den gemessenen Winkel zwischen den Objekten à und (k) 
verstanden. Wenn mehr als zwei Winkelbeobachtungen vorliegen, 
also auch mehr als zwei Fehlergleichungen der Form (3), so hat die 
Bestimmung von fx und 4y derart zu erfolgen, dafs die Winkel- 
verbesserungen die kleinstmögliche Quadratsumme ergeben. — 
Winkelmessungen in dieser Weise auszugleichen, ist nach dem Vor- 
stehenden nicht durchaus nötig, da man jeden Winkel auch als einen 
Satz von zwei Richtungen betrachten und die Quadratsumme sämt- 
licher Richtungsverbesserungen zu einem Kleinsten machen kann. 
Die Ausgleichung nach Winkeln vermindert indessen die Zahl der 
Unbekannten, indem sie die Gröfsen 2 von vornherein beseitigt. 
Die Zerlegung der Winkel in Richtungen verspricht nur dann Vor- 
teile, wenn die Gewichte der Winkelschenkel sehr ungleich und 
dabei mit einiger Sicherheit angebbar sind. 

Beispiel einer Ausgleichung nach Winkeln. Gegeben die Koor- 
dinaten folgender fünf Festpunkte in und bei Aachen: 


Jacomet ER ee a E 549,750 1650,245 
Restauration Karlshöhe (K) (lotrechte 

Strebe im Giebelfeld) - . ... . 2074,402 3972,260 
Lochners Fabrik (Fahnenstange) (Z) 487,967 1313,207 
Feldstein am Jägerhaus (D) . .. . 109,747 3307,435 
Belvedere (Helmstange unterm 

EnpiylB) NH Ma en — 73,424 44,947 
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Von dem Punkte (F) aus auf der Steinplatte des westlichen 
Fensters der geodätischen Sammlung im Aachener Polytechnikum 
wurden die Winkel beobachtet: 


Wieder- 
holungs- 
zahl n 


JK 171779 


DK | 35 1010 
KE 0 40 50,5 
BJ | 161 51 40,1 


Als vorläufige Koordinaten (x,y) von (F) sind uns gegeben: 
y = 895,299 x = 876,101. 


Für diese vorläufigen Koordinaten berechnen sich nach $. 150 die 
vorläufigen Azimute @ sowie die Koeffizienten n und £: 


J 110 16' 59,0” 51,1 256,2 
K 28 28 18,3 27,9 515 
L 11 58 10,9 95,7 451,6 
D..| 363.18 54: | —, T: 83,7 
B 209 25 13,9 | — 1062 | — 188,3 


Daraus lassen sich die Winkel ziehen: 


Berechnet 
Berechnet: Beobachtet: minus 


beobachtet 
(Ph = pi) (ig) (lix) 


JK IT TI 708 11'19" + 0,3” 
DK 35 10 12,9 10 10 + 29 
JL 0 41 11,9 40 50,5 + 214 
BJ 161 51 45,1 51 40,1 + 5,0 


Wir bilden nach (3) aus diesen Tabellen die Fehlergleichungen: 
Asg = 03 — 232 1x + 204,7 Ay (51) 
Apz= 29 + 378 4g + 322 Ay (11) 
Ar, = 21,4 + 446 Ax — 1954 Ay (188) 
ågs = 5,0 + 157,3 Ag — 444,5 Ay (78) 
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Die eingeklammerten Zahlen sind die reciproken Gewichte und nach 
8. 156 (7) unter folgenden Voraussetzungen gefunden: für die ein- 
malige Einstellung einer Richtung ward als mittlerer Visurfehler 
ein Betrag von 5” gerechnet; als mittlere Unsicherheit der anvisierten 
Punkte 25 mm angenommen, wobei die Koordinatenunsicherheit mit 
den Fehlern in der Auffassung der Objekte zusammengeworfen ist. 
Der mittlere Fehler w; Sekunden für die Richtung nach (i) ergiebt 
sich demnach bei nfach wiederholter Messung aus: 


25 206265? . 0,0252 


u? = ER + = (5) 


der mittlere Fehler uiy für den Winkel &;, aber aus u? = ti? + ur? 
oder: 


S? 
Das zweite Glied der Gleichung (5) erreicht der Reihe nach für die 
Punkte: 


1 
Uir = > + 206 265? . 0,025? (= + =)" >. 6) 


J K L D B 
den Betrag: 42,7 29,2 2,1 133,2 4,4 


Durch paarweise Addition dieser Zahlen und Verbindung mit 50:n 
werden nach (6) die u;x? gefunden, so wie sie den Fehlergleichungen 
auf voriger Seite beigesetzt sind. Da das Beobachtungsgewicht: 
_ Konstante 

Jir = kai": n 
so ist zur Bildung der Normalgleichungen mit wiz? in die einzelnen 
Koeffizientenprodukte zu dividieren, welche die Methode der kleinsten 
Quadrate zu bilden verlangt. So bekommt man die 


Normalgleichungen : 
— 25,0 = 484: — 925 4y 
+ 41,0 = — 925 Ax + 3652 Iy 
Durch Auflösung derselben findet man: 
‘Ay = — 0,004 61 Axy = — 0,0625 
+ 0,024 + 0,068 


und auf doppelte Weise: 
[9A] = 2,15, 
also: Y = y + 4y = 395,294 + 0,024 
X =x + 4v = 876,038 + 0,068 


Hieraus berechnen sich die neuen Azimute: 
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p 

J 11016'57,1” 
K 28 28170 
zu AB“ 7 
D 353 18 63 


B 209 25 19,4 


und folgende Zusammenstellung der ausgeglichenen Winkel, sowie 
ihrer Differenzen mit den beobachteten, neben den A, welche direkt 
aus den Fehlergleichungen berechnet wurden: 


Ausgegl. 
Ausgegl. Winkel minus 
beobachtet 


17011’19,9" | + 0,9" 
3510107 |+ 07 

041100 | +195 
11 51.3717. | 24 


Da nur sechsstellige Berechnung der Azimute vorliegt, so ist 
die Übereinstimmung der beiden letzten Spalten genügend *). 


$. 159. 


Punkteinschaltung durch Vorwärtsvisuren von mehr als 
zwei Festpunkten aus. Es seien die Koordinaten (2,9) etwa 
dreier Festpunkte gegeben und auf jedem derselben durch Satz- 
beobachtungen mit den beiden übrigen ein vierter Punkt P verbunden, 
dessen vorläufige Koordinaten x,y nach $. 148 leicht bestimmbar 
sind und dessen strenge Koordinaten X, Y durch Ausgleichung ge- 
funden werden sollen (Fig. 166). 

Diesmal beziehen wir das Azimut 9; auf die Richtung vom 
Punkte (i) nach dem vorläufig bestimmten Punkte P und setzen: 

D; = gi + 49 ER. (1) 
X=2+4u, Y=y+ayl 


*) Aus der Konstruktion der Schnittfigur ($. 161) für den vorliegenden 
Fall erkennt man, dafs die Bestimmung des Punktes (F) in der Richtung 
der x-Achse notwendig unsicherer ausfallen mufste, als in der Richtung der 
y-Achse, Es sind indessen zur Bestimmung dieses wichtigen Beobachtungs- 
punktes noch andere hier übergangene Winkelmessungen und Anschnitte 
von äufseren Standpunkten herbeigezogen worden, wodurch seine Lage nach 
beiden Koordinatenrichtungen mit grofser Sicherheit bekannt ist. 
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YET 
9 = arc tg T = EN NEE SR vr: (2) 
APR (y + 4y) — yi l 
N I An ja 


Indem wir ®; ganz wie in $. 150 nach dem Taylor’schen Satze 
entwickeln und unter s; wie dort die Länge des Visierstrahles von 
(i) nach P verstehen, erhalten wir: 


i an 
dpi = — 3A H te d EE 


Ay u i 


ein Ausdruck, der von (4) jenes a v: nicht verschieden ist 
und den wir, nach beiderseitiger Multiplikation mit 206 265 wie dort 
wieder in der kürzeren 
Form anschreiben: 


Fig. 166. 


Agi Sekunden = 
n: Aæ — & Ay.. (4*) 
Die Satzbeobach- 
tung auf Station (i) hat 
der Voraussetzung nach 
die Richtungen 
Wi, Wik, Wii 

nach dem Punkte P 
und den beiden Fest- 
punkten (k) und (?) be- 
stimmt (welche letztere jedoch nicht notwendigerweise die beiden 
anderen Aufstellungspunkte des Theodolits sein müssen). Das Azi- 
mut des Nullpunktes der Kreisteilung sei z; und die Verbesserungen 
der beobachteten Richtungen der Reihe nach A,,A;,;A;.. Dann hat 
man, nachdem die Azimute ®;, und ®;, berechnet wurden: 

D; =: Hwi + Ai 

Øir = Zi + Wik + Àir AEE a o Yo e s a (5) 

Da = zi + wa + Aiu 
sodann gemäfs (1) und indem wir die Beobachtungsgrölsen mit I 
bezeichnen: 


Qi — wi = zi — Api +4 =li 
Dir — Wik = Ži -+ I eS lik RR (6) 
a — Wn = Zi + Aa = la 
Für A g; seinen Wert aus (4*) eingesetzt giebt die Fehlergleichungen 
für den Punkt (iż) 
a Aa 7 Ar BR Be ER 
nem. co. N 
h = la —& ; 
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Für die beiden anderen Beobachtungspunkte kommen noch je drei 
andere Fehlergleichungen mit je einer neuen Unbekannten z hinzu. 
Man wird die ? um einen Betrag z;° verkleinern, so dafs 4z; in 
der Gleichung 

Zi = 2P + Azi UEA PET c) 


nur noch wenige Sekunden betragen kann. 

Wären an Stelle von Richtungen Winkel, also die Differenzen 
Ð; — Pir; D; — D;, beobachtet, so fiele die Unbekannte z heraus, 
und durch Subtraktion der zweiten und dritten der Gleichungen (6) 
von der ersten erhielten wir die Fehlergleichungen: 


Air = Lir + n Ax — &4y 


An = Lrt y Ae — h Ay 9) 
wobei die A die Winkelverbesserungen bedeuten und: 
Lr = (9 — Pu) — (ws — wa) o (10) 


Li = (pi — Ba) — (wi — wii) 

Auch im Falle von Satzbeobachtungen kann die eigentliche 
Berechnung der Nullpunktsazimute #, welche kein sonderliches 
Interesse bietet, umgangen werden dadurch, dafs man dasjenige g 
in die Fehlergleichungen einführt, welches aus der ersten Normal- 
gleichung jeder Gruppe (7) hervorgeht, aus derjenigen nämlich, 


welche durch partielle Differentiation von A nach z entsteht. Wir 
haben von dieser Art, z aus der ferneren Rechnung zu eliminieren, 
im zweiten Beispiel des §. 157 Gebrauch gemacht. Hier aber 
würde dies Verfahren uns diejenigen Fehlergleichungen mit 4% 
und 4y belasten, welche diese Unbekannten bisher noch nicht ent- 
hielten. Wir greifen also zu anderen Substitutionen für z und es 
bietet sich uns als erste wieder die Einführung eines Näherungs- 
wertes 2° gleich dem arithmetischen Mittel der 7 einer Gruppe (7) 
dar. Wir werden dann die Normalgleichungen vorerst so bilden, 
als ob aus jeder Gruppe (7) allein alle Unbekannten berechnet 
werden könnten und nur die Beobachtungen jeder Gruppe ohne 
Zusammenhang mit den übrigen vorlägen.. Aus den Normal- 
gleichungen jeder Gruppe eliminieren wir das zugehörige 4z und 
vereinigen jetzt erst die reduzierten Normalgleichungen, welche nur 
noch 4g und 4y als Unbekannte enthalten. Auf solche Art wollen 
wir das erste Beispiel des $. 160 berechnen. 

Im zweiten Beispiel schlagen wir einen anderen Weg ein. Wir 
machen z° gleich dem arithmetischen Mittel derjenigen l einer 
Gruppe, welche von fx und 4y nicht abhängen. Es mögen ihrer 
n — 1, also im ganzen n Beobachtungen auf die Gruppe treffen und 
die Fehlergleichungen (7) demgemäfs lauten, nachdem z = 2° + 4g 
eingeführt worden: 
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A; sh — 41: + m 4x — &J4y 


Ayı p lii SE F- 
i ? a CNSR 
Ara = liz — 1: ( ) 


Da vermöge der Wahl von 2° die ne entsteht: 
u ts tu tr Fazit: . .: (2) 


so sind die drei hausen der Gruppe unter den fest- 
gesetzten Annahmen leicht anzuschreiben: 


0=— L+nds— mnIs+ dIy 
0= my h Ar t tutu Aa nd Ay . (13) 
O= iih F u Ae am bda T ih Ay 


Durch Elimination von 4z nach dem Gaufs’schen Verfahren 
gewinnt man hieraus: 


PR | | — 1 
o= + z nili + KANN PEN ri nii Ay 


rés Ada +5 ih Ay 


Dies würde man aber auch AEN haben, wenn in der Gruppe (i) 
nur die Gleichung: 


n 
0 = — 


vi = l; + ni As — éi dy Gewicht g; = H. (15) 


vorgelegen hätte, worin nach der ersten der Gleichungen (11): 


Aus Gleichung (15) gelangt man sehr schnell zu den Ausdrücken (14) 
und durch Addition der entsprechenden Ausdrücke sämtlicher 
Gruppen zu den eigentlichen Normalgleichungen für die Berechnung 
von Jx und Ay. Es steht uns schliefslich sogar frei, ob wir den 
mittleren Fehler durch Berechnung sämtlicher A oder nur mittels 
der v bilden wollen. Wir erhalten im einen Fall, wenn im ganzen s 
Fehlergleichungen in g Gruppen (11) vorlagen: 
Ah 

a ion E (17) 
und im anderen Falle, wo die fz nicht als Unbekannte, sondern 
nur als Teile der v auftreten und blofs g Fehlergleichungen vor- 
liegen: 


w = 


(18) 


Die erste Bestimmungsweise von u ist etwas mühsamer, aber genauer, 
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$. 160. 


Beispiel I. Gegeben die Koordinaten dreier Punkte A, B, C, 
nämlich: 


y % 
A + 275,34 + . 8852 
B + 964,83 + 366,52 
c + 464,72 + 1016,30 


Vorläufige Koordinaten eines von A, B, C eingeschnittenen Punktes P: 
y= + 286,87 x = + 643,42 
Satzbeobachtungen und Berechnung ergaben: 


Stand- Gemessene Kaahu 
punkt Richtung Richtung 
P 1011’ 24,0” 11'25,3" 
A c 11 32 13,4 32 12,5 
B 68 2272 2 27,2 
A 248 2272 2 272 
B B 292 13 0,9 12 59,8 
C 322 24 54,7 24 57,2 
B 142 24 54,7 24 572 
C A 191.32 7,2 32 12,5 
P 205 29 53,5 29 58,0 


An allen Richtungsbeobachtungen sind schon Zusätze, für jede 
Gruppe besonders, angebracht, deren Zahlenwert nicht weiter inter- 
essiert. Man findet jetzt: 


n & 
A R E A ETE A 
B 32383 | — 1341 
0 215,0 450,7 
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Nach (6), (7) und (8) lauten demnach die Fehlergleichungen: 

= 1-nm- 774% +4 3176 Ay 

naa | kn 77 

Aao = — 0,9 —2 

åg = — 1,1l — zg + 32383 4x + 134,1 4y 

Ana =, 09 —- u 

Apc = 2,5 == Sp 

ic = 45 — zo + 215,0 4x — 450,7 Ay 

Aga = 53 — zo 

AcB = 2,5 =se. KE 


Wi legen den Beobachtungen gleiches Gewicht bei, da dieselben 
unter nahezu gleich günstigen Umständen erfolgten und eine 
Sclätzung der Koordinatengenauigkeit von A, B und C in diesem 
Fale wenig Erfolg verspricht. Nun setzen wir: 

ka = + 0,13 + Aga 

zB = -+ 0,47 + Azp 

zo = + 4,10 + Izc 
Nah Substitution dieser Ausdrücke gehen die Fehlergleichungen 
über in: 


u = +17 - Au — 11 dr 23176 24 
Aag = — 0,13 — Aza 
kkc= — 1,03 — Aza 
Ap = — 1,57 — Agg + 328,3 1x + 134,1 4y 
ÅBA = 0,47 zrn A zg 


Agc= + 2,03 — I 
Ace = + 0,40 — Aze + 215,0 Ag — 450,7 Ay 
Aca = + 1,20 — dze 
ÀcB So a 1,60 — Aze 
Duch gruppenweise Bildung der Normalgleichungen (in der An- 
nalme der Selbständigkeit jeder Gruppe) und Elimination der ein- 
zehen 1z, sodann Zusammenfassen der reduzierten Gleichungs- 
systeme kommen wir auf die beiden endgültigen Normalgleichungen : 
438 = 102700 Jæ — 36927 4y 
20,4 = — 36927 Ax + 214 640 4y. 
Ihre Auflösung ergiebt: 
Ax = 0,00458m + 0,005 44 
Ay = 0,00088 m + 0,003 76 
Di: Berechnung der Summe [AA] auf zwei Wegen giebt überein- 
stinmend: 


[44] = 11,4. Net ATEMATYCZN 
ON um ya WARME 
(er® j 


478 Abschn. II. Kap. XII. Theodolitaufnahme. Fortsetzung. 


Da hier aus neun Beobachtungen fünf Unbekannte zu ermitteln 
waren, so folgt daraus der mittlere Fehler u einer Beobachtung: 
11,4 


ar IH " 
RE 4 = +17, 


Die Ausgleichung ergiebt somit für P die Koordinaten: 
F= 286,871 + 0,004; X = 643,425 + 0,005, 

welche nach der Abrundung auf Centimeter von den vorläufigen 
Koordinaten & und y nicht verschieden sind. Also hatte die Aus- 
gleichung hier nur den Nutzen, uns ein Mafs für die Sicherheit 
zu liefern, mit welcher P in das Netz eingeschaltet worden ist. Die 
Kleinheit der gewonnenen mittleren Fehler beweist zugleich, dafs 
es im vorliegenden Falle zwecklos gewesen wäre, strengere Ge- 
wichtsannahmen für die einzelnen Richtungen zu machen. 

Zur Kontrolle berechnen wir noch die definitiven Azimute ®; 
nach (5) des $. 159 und vergleichen dieselben mit den Azimuten, 
welche aus den ausgeglichenen Koordinaten folgen. Zunächst wird 
nach voriger Seite: 


Asa = 022 MH= 18 
Azs = 1,01 ås = — 049 
dso = 430. Km 0,78. 


Mit hilfe dieser Zahlen erhält man die Azimute: 


Aus den 
Koordinaten 


Aus Formel (5) 


D, 1011’ 25,6” 1° 11’ 25,6” 
Dp | 292 13 14 | 292 13 13 
Po | 205 29 58,6 | 205 29 58,7 


Die Übereinstimmung kann, in Rücksicht auf die Rechnung mit 
sechsstelligen Logarithmen, als vollständig betrachtet werden. 

Beispiel II. Gegeben die Koordinaten folgender Festpunkte in 
und bei Bonn. 


Finkenberg (f).. | + 12730,780 — 23 149,140 
Kreuzberg (k)....| + 8598,490 — 25 246,380 
Venusberg (v)... | + 9663,055 5 — 24 884,073 
Exerzierplatz (e).. | + 7527,736 — 21 981,423 
Geislar (9) -- - - - + 11591,906 — 19878,9125 
Münster (m) ....| + 9991,638 — 23 110,934 5 
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Von den Punkten Finkenberg, Venusberg, Exerzierplatz aus soll der 
Turm der Jesuitenkirche (j) festgelegt werden, als dessen vorläufige 
Koordinaten die Beträge eingeführt sind: 

y = + 10095,588 æ = — 22 784,200. 


Die Satzbeobachtungen einerseits, die teils vorläufig, teils endgültig 
berechneten Azimute andererseits liefern folgende Zusammenstellung. 


Stand- Objekt Gemessene Berechnete 
punkt Richtung Azimute 


00 0' 0,0” | 270047 56,8” 

7 5 67. 1.997 58 Ai 
11 50 59,8 | 282 38 57,4 

69 59 56,9 | 340 47 56,6 
329 42 41,6 | 240 30 35,8 
332 17 38,7 | 243 5 27,9 


0° 0’ 0,0” | 114037’ 40,3" 


29 1568 | 143 39 36,5 
47 12 55,9 | 161 50 34,5 
308 1 5,6 62 38 46,3 
348 1158 | 102 38 574 
352 43 55,7 | 107 21 38,14 


0° o 0,0" | 1002954,4" 
1 8252 11 38 20,47 
50 0371 60 30 35,8 
240 42 24,1 | 251 12 17,5 
313 941,9 | 323 39 36,5 


Um Gleichung (12) des vorigen Paragraphen zu erfüllen, wählen 
wir 2° so, dafs: 
li pı — wi + mp —m + + -ı — Un—ı 
n — 1 

wird, und erhalten der Reihe nach: 

27° = 270 47’ 55,50" 

ga? = 114 37 40,18 

2, = 10 29 55,28. 
Diese Beträge setzen wir in die drei Differenzen l; = 9; — Wj — 2; 
ein und kommen auf: 


U. ei ie, 
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Die Berechnung der Koeffizienten y und & liefert: 


s | a EN. 
2| 2 731: 17-209 
v| +194 | + 941 


Demnach lauten die Fehlergleichungen wie folgt: 


Am 1830 — Az 
EN a Tg 1IAy 
Aye = 2,10 — Agp 
Ayg == 4,20 — Agy 
Av = — 1,30 a A gp 
Ay = — 6,30 = Ag 
FR — 0,12 — Aze 
Av = — 0,48 — Az 
Er RE In 
pa 0,52 — I 
hef = 1,42 en Ag, 
A 226 — Aze + 73 Ag + 23 Ay 
Am = — 0,88 — 42, 
A; = — 0,01 — Az, + 19 Ax — 94 Ay 
as, ern de, 
Me WA 
Aye = — 0,68 — D 


Wir heben aus dieser Zusammenstellung die drei reduzierten 
Fehlergleichungen hervor, welche gemäfs (15) des $. 159 zu bilden 
sind: 


= 291-7 drl dy =% 
= 26+73JI- +39 O g = Bh 
v = — 001 + 19 Jz — A Ay = 


Sie führen auf die Normalgleichungen: 
0=— 83 + 9670 4x + 676 Ay 
0 = + 23,3 + 676 Ax + 7610 Ay 
aus denen man gewinnt: 
Ady = + 0,0032 x = — 0,0011 
Aer = 0,870"; Ar. =03878" As, = 0,058" 
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Auf zwei Wegen erhält man yo 95,1 und hieraus: 


95,1 
ya AERE E 
EN 
m= Tr SB, 
Oder man berechnet [gvv] = 8,55 und hieraus abermals: 
8,55 
Ten - = gpi 
u pr 8,55 
D= +29", 


Wie erwähnt ist u = + 2,81” der genauere Wert. Die Gewichts- 
gleichungen ergeben: 


Qy = 0,000 132 Qs = 0,000 104 
ly = + 0032m % = + 0,029 m, 


so dafs wir zum Schlufs als Koordinaten des Punktes Jesuitenkirche 
finden: 

Y= + 10095,591 + 0,032 

X = — 22 784,201 + 0,029. 


Beim Vorwärtsabschneiden kann man für z so genaue Nähe- 
rungswerte einführen, dafs die fz von der Ordnung der Beob- 
achtungsfehler werden und um so unbedeutender ausfallen, je mehr 
Festpunkte zugleich mit dem Neupunkte anvisiert wurden. Die 
völlige Vernachlässigung der Orientierungskorrektionen Az ist dem- 
nach um so eher gestattet, je gröfser die Gewichte g sind, und ist 
gleichbedeutend mit der Annahme g = 1 für alle Verbesserungen v. 


$. 161. 


Gegenseitige Visuren. Wir betrachten den allgemeinen Fall, 
dafs von den Punkten A und B (Fig. 167 auf S. 483) aus sowohl die 
Richtung AB als auch diejenige BA beobachtet, dafs ferner die 
Koordinaten von A und B nur näherungsweise, nämlich (x,y) und 
(x’y') bekannt seien und noch der Verbesserungen 1x, dy und 
Ad, Ay infolge einer Ausgleichung bedürften. Die vorläufigen 
und endgültigen Azimute seien in A mit @ und ®, in B mit ọ' und 
®' bezeichnet, aufserdem die Strecken ab = s und AB = $ gesetzt. 
Wir suchen einen Ausdruck für fg gleich P — 9 in Sekunden. 

Das Polygon aA Bba liefert als Bedingung seiner geometrischen 
Möglichkeit die Gleichung: 

Axsino + Aysin90 + Ssn® + AIy'sin 270 
+ 1x sin180 + ssin (180 + 9) = 0. 


Vogler, Praktische Geometrie, 31 
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Wir dürfen jedem Winkel 180 — @ beifügen und kommen dadurch 
auf: 


Ixsin (180 — 9) + 4y sin (270 — p) + Ssin (180 + ® — ọgọ) 
+ Ay'sin (90 — g) + Sa sin (— p) + ssin 360 = 0 

oder nach einer Umstellung auf: 

Ssin(® — 9)— AIxsinp— 4y cosg -—- Axsinp+Jycosp . (1) 

Um bessere Symmetrie der Vorzeichen und Indices zu gewinnen, 

führen wir neben den Koordinatenverbesserungen des Punktes b 


auch das Azimut von ba ein, zurLinken aufserdem die Azimute von 
BA und ba; indem wir beachten, dafs: 


© — P + 180 ọ' = p + 180 
kommen wir so auf die Gleichung: 
Ssin(® — g) 
Ssin(®' — p') 
Wir vertauschen, was bei der Kleinheit der Korrektionen erlaubt 
ist, S mit s, sn(® — ọpọ) mit are(® — p), sin(®' — ọ') mit 


|=428inp — Ayo + 2x sinp' — Ay'cosp' (2) 


arc (D’ — g’) und multiplizieren beiderseits mit e , worin ọ = 206 265, 


um linker Hand vom analytischen Mafse der arcus auf Sekundenmafs 
überzugehen. Dann können wir (2) in die Form er 


Ay y' — i -y 
PA z2 Ax — a vja 
oder kürzer ae 
A A , 
70] >74: — dy +1dd—E4Ay . . . (4) 


wobei man sich zu merken hat, dafs gemäls (3) und (4) die Vor- 
zeichen von n und é sich nach den Vorzeichen von y'—y und 2 —x 
richten, die Vorzeichen von n’ und é' nach denen von y — y' und 
x — « und dafs *): 


n = — y Eee L E E aas Ora 


ist, aber Ip’ = Ay. 

Ist nun von A nach B und von B nach A visiert, dort w, hier 
w' beobachtet, jenes durch A, dieses durch A’ zu verbessern, das 
Azimut des Nullpunktes O der Limbusteilung dort mit z, hier mit 
' einzuführen, so gilt für: 


Richtung AB: z 


+w ae Fr 
Richtung BA: !+wW + = p' 


' 
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Wemn wir in Übereinstimmung mit dem bisherigen setzen: 


oo —w — g =l = HAr 
p — w — z=! RAE N.A 


so liiefert (6) mit Rücksicht auf (4) die Fehlergleichungen : 


à =l — Az +4 ndz — dy + n Ar — E Ay 


=A tar dy H a amA (7) 


Die beiden Verbesserungen A unterscheiden sich daher nur vermöge 
der voneinander unabhängigen Beobachtungswerte 7 und 7’ und 
Örientierungskorrektionen 4z und 47’. 


Fig. 167. 


(xX) AX ‘a 


Nur ein besonderer Fall der Gleichungen (7) liegt vor, wenn 
von einem Festpunkt D nach einem Neupunkt A und zurück visiert 
wurde. Die Verbesserungen fx und 4y' sind nun gleich Null, 
die sechs Unbekannten des Systems (7) reduzieren sich auf vier. 
So möge zu dem zweiten Beispiel des vorigen Paragraphen noch 
eine Satzbeobachtung von gleichem Gewicht wie die übrigen auf 
Punkt Jesuitenkirche gegeben sein und zwar: 


*) Man beachte, dafs sich 7 und & der $$. 150 und 159 mit y und & 
dieses Paragraphen decken, wenn man sich den Neupunkt stets mit A be- 
zeichnet denkt. 


3l* 
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Beobachtete Berechnete 


Standpunkt | Objekt Differenz 


| Richtung Azimute 


00 0' 0,0"! g7053' 4,47" |97053' 4,47" 
93 45 21,3 | 191 38 20,47 |97 52 59,17 
189 28 35,2 | 287 21 38,14 |97 53 2,94 


g0 — |97 53 2,19 


Die Fehlergleichungen, welche das Gewicht Eins erhalten, sind 
gemäfs (7) und unter Mitbenutzung der Koeffizienten y und é 
auf S. 480 leicht zu bilden: 


= E — As; — TA — 114y 
hje = — 3,02 — Az; + 73 As + 23 Ay 
= 0,75 — 45 +19 Ax — 94 4y. 


Nach Aufstellung der Fehlergleichungen könnte die weitere Be- 
handlung derselben und die Vereinigung der daraus hervorgehenden 
Normalgleichungen mit denen auf S. 480 dem Leser überlassen 
bleiben, wenn nicht die technische Ausführung einige Bemerkungen 
erheischte. Nach früheren Vorgängen wäre es auch hier zulässig, 
nachdem man die Normalgleichung für 4z; gebildet, mit ihrer 
hilfe Az; aus den Fehlergleichungen zu eliminieren und dann erst 
die beiden übrigen Normalgleichungen mittels der reduzierten 
Fehlergleichungen zu bilden. Da aber oben dieselben Koeffizienten 
vorkommen wie in den Fehlergleichungen für vı v, v, auf S. 480, 
so ist es nicht vorteilhaft, die Koeffizienten hier abzuändern, sondern 
es genügt, durch entsprechende Wahl von 2°, wie vorhin geschehen, 
die Summe der Absolutglieder auf Null zu bringen, die drei 
Normalgleichungen von vornherein aufzustellen und nun erst 4 zj 
zu eliminieren, worauf die Vereinigung der reduzierten Normal- 
gleichungen mit denen des Beispiels II im vorigen Paragraphen durch 
Addition erfolgen kann. Hier die drei Normalgleichungen: 


0=—001+ 3 ds, — 154x + 82J4y 
0 = — 382 — 15 Az; + 11619 4Jz + 7404y 
0 = — 165 + 82 Az + 7404x + 9486 1y 
und nach einmaliger Reduktion: 
0 = — 382 + 11544 1x + 1150 4y 
0 = — 165 + 11504x + 7245 Iy. 
Die Vereinigung mit den Normalgleichungen des Beispiels II giebt: 
0 = — 574 + 21214/x + 18264y 
0.—= — 188 1826 1x + 14855 I y. 
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Von hier an ist die weitere Rechnung ohne Besonderheit, ab- 
gesehen von der Berechnung des mittleren Fehlers einer Beob- 
achtung vom Gewicht 1. Bildet man die Summe der Quadrate 
aller einzelnen A, sowohl derjenigen in Beispiel II als auch der drei 
vorstehenden, so treten den 20 Verbesserungen A im ganzen sechs 
Unbekannte gegenüber, nämlich 4x, Ay, Azy, Age, A Zy, 12; und 
man hat u zu berechnen aus: 

ERROR «u. aie 
a EK 


Begnügt man sich aber, aufser den Quadraten der drei Verbesserun- 
gen A auf voriger Seite noch [gvv] zu bilden, so tritt in der Rechnung 
aufser fx und Ay nur eine Orientierungsunbekannte 12; auf, die 
übrigen sind Teile der Verbesserungen v geworden. Den sechs 
zugezogenen Verbesserungen stehen daher drei Unbekannte gegen- 
über und man mufs u bilden gemäfs: 
pa [Bro] + Alp + Ad + A. 
6—35 


Man vergleiche die Begründung dieser Formeln in $. 88 und $. 96. 

Nach (7) des vorliegenden Paragraphen werden sämtliche 
Fehlergleichungen aufgestellt, wenn eine Triangulation „nach Koor- 
dinaten“ ausgeglichen werden soll. Es müssen dazu mindestens 
zwei Festpunkte mit ihren Koordinaten gegeben sein und mindestens 
soviel Beobachtungen vorliegen, dafs die triangulierte Figur aus 
ihnen konstruiert werden kann. Eine eigentliche Ausgleichung 
kommt erst zu stande, wenn die Anzahl der Beobachtungen dies 
Geringste übersteigt, während es zur Ermittelung vorläufiger Koor- 
dinaten der Neupunkte ausreicht. Als Unbekannte der Ausgleichung 
treten aufser den Verbesserungen dieser Koordinaten, je zwei für 
jeden neuen Punkt, die ÖOrientierungsverbesserungen oder die 
Azimute der Nullpunkte des Limbus auf, je eine für jeden beob- 
achteten Satz oder jeden gemessenen Winkel. Als Beobachtung 
gilt jede (gemittelte) Limbusablesung bei der Einstellung auf ein 
Objekt der auszugleichenden Figur. Haben n solche Einstellungen 
in p Sätzen auf q neu zu bestimmende und beliebig viele festliegende 
Objekte stattgefunden, so ist n — p — 2q die Anzahl der über- 
schüssigen Beobachtungen. Es bleibt aber nicht ausgeschlossen, 
dafs die einfachen Beobachtungen gruppenweise gemittelt oder aus- 
geglichen werden, ehe man sie in die Gesamtausgleichung einführt. 
Beim Vorwärtsabschneiden haben wir einen solchen Fall kennen 
gelernt. 

Als Hauptvorzug der Ausgleichung nach Koordinaten gilt die 
direkte Ermittelung der letzteren als Unbekannte, sowie ihrer 
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Gewichte und mittleren Fehler. Eine nicht vollkommen scharfe 
Ausrechnung der Unbekannten ist dabei insofern unschädlich, als 
die definitiv angenommenen Koordinaten und die aus ihnen rück- 
wärts berechneten Azimute der Dreiecksseiten nicht mehr auf 
Widersprüche führen, wenn auch die Bedingungen der Methode 
der kleinsten Quadrate nicht in aller Strenge erfüllt sind. Dem 
gegenüber erfordert die Ausgleichung von Dreiecksnetzen nach 
bedingten Beobachtungen (vergl. $. 166) eine gröfsere Zahlenschärfe, 
weil die Berechnung der Stücke der ausgeglichenen Figur auf 
Widersprüche führt, wenn die Unbekannten der Ausgleichung die 
sogenannten Bedingungsgleichungen nicht streng erfüllen. 


$. 162. 


Ausgleichung mit hilfe einer fehlerzeigenden Figur. Durch 
die Visuren von mn Festpunkten aus nach einem Punkte P werden 
ebensoviele geometrische Orte für die Lage des letzteren festgestellt. 
Da aber kein Visierstrahl als fehlerfrei angenommen werden kann, 
so schneiden sich dieselben nicht in einem gemeinsamen Punkte, 
sondern in den Eckpunkten eines n-Eckes, welches die fehlerzeigende 
Figur genannt wird. Für die wahre Lage des Punktes P zur fehler- 
zeigenden Figur substituieren wir einen Ort, dessen Verbindungs- 
linien mit den n Festpunkten von den beobachteten Visierstrahlen 
um die kleinen Winkel A ab- 
weichen, unter der Bedingung, 
dafs [944] ein Minimum werde. 
Hier ist g das Gewicht eines 
Visierstrahles, mit Rücksicht 
darauf, ob derselbe durch eine 
einzige Beobachtung oder 
durch Mittelbildung (Ausglei- 
chung) aus mehreren gewon- 
nen wurde. 

Fällen wir von dem end- 
gültigen Punkte P aus die 
Normalen ọ auf die Seiten der 
fehlerzeigenden Figur und be- 
zeichnen, wie bisher, die Länge der Visierstrahlen mit s, so wird: 


Ar 
"206265 C 


Die Forderung der Methode der kleinsten Quadrate lautet nunmehr, 
es werde; 


Fig. 168. 


S 
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| 206 2652 
g oo —— 


5? o:| = [poo] ein Minimum. 


Man kann in die fehlerzeigende Figur einen Punkt konstruieren, der 
diese Forderung erfüllt. Bequemer aber schliefst man aus einigen 
Versuchen auf die günstigste Punktlage, wobei man sich mit einer 
Annäherung zu begnügen pflegt. Die Zahlen p werden selbst- 
verständlich auf höchstens zwei Stellen abgerundet. 

Es wird sich nun darum handeln, mit möglichst geringem Auf- 
wande von Rechnung die fehlerzeigende Figur zu konstruieren. 
Nach F. G. Gaufs geschieht dies dadurch, dafs man durch einen in 
der Nähe von P angenommenen Punkt, z. B. durch einen Eckpunkt 
der fehlerzeigenden Figur, Parallele zur Abseissen- und Ordinaten- 
achse legt und den Schnitt der beobachteten Visierstrahlen mit einer 
dieser Parallelen scharf berechnet. Man trägt die gefundenen Punkte 
auf Millimeterpapier in hinreichend grofsem Malsstabe auf und zieht 
mittels des Transporteurs durch jeden derselben eine Gerade unter 
dem Azimut des zugehörigen Visierstrahls. Sind (x, y) die Koordi- 
naten des vorläufig angenommenen Punktes, (x; y:;) diejenigen des 
iten Festpunktes, p; das beobachtete Azimut, so berechnet sich sehr 
einfach &;, der Abstand des Schnittpunktes auf der Abseissenparal- 
lelen von (x,y), oder y; der entsprechende Abstand auf der Ordinaten- 
parallelen, nach den Formeln: 


E; = gi — # — (yi — y) cot Qi 

ni = yi — yY — (zi — 2) t9 Qi, 
worin é; und y; mit demjenigen Vorzeichen behaftet erscheinen, mit 
welchem sie von (x,y) aus anzutragen sind. 

Wir wollen das Beispiel I des $. 160 vornehmen und zunächst 
die Mittel der beobachteten Azimute der Visierstrahlen auf den 
einzelnen Stationen bilden (Fig. 168). Auf jedem Festpunkte wur- 
den durch Satzbeobachtungen zwei bekannte Azimute 9, und Qz, 
sowie ein unbekanntes @ beobachtet, das Azimut des Visierstrahles 
nach P. Unbekannt ist ferner das Azimut 2 des Nullpunktes der 
Horizontalkreisteilung. Die entsprechenden Ablesungen mögen 
w ww und O sein, die Verbesserungen- derselben å; åA. Dann 
hat man für jede Beobachtung eine Fehlergleichung, nämlich: 


A=-—-wuw+p9p —z 
4=—-um+ 99 —2 
,h=—- + 9p—#. 


Die Gewichte wollen wir, trotz der verschiedenen Länge der Visier- 
strahlen, wie früher als gleich annehmen. Unbekannt sind ọ und 2. 
Nach der Methode der kleinsten Quadrate wird hier A — 0, sodann 
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— (A+4+%)= 0, also auch A, + A, = 0. Aus letzterer 

Beziehung findet sich: 
RIM, 1 + P2 wı + Wwa 

M 2 Rg 

aus der ersten sodann: 

g =w + z= w + 1 (pı — w) + Y2 (P2 — w), 
ein Resultat, das sich leicht auf den Fall erweitern läfst, dafs m be- 
kannte Azimute mit beobachtet wären. Das Gewicht von ọ ist gleich 


Fig. 169. 


?2/;, wenn die einzelne Visur das Gewicht Eins hat, und allgemein 
— 1 


gleich ja . Da å = 0, so könnte man die erste Fehlergleichung 


von den übrigen abziehen, ohne die Werte A, bis Am und [AA] zu 
ändern. Dadurch fiele die Unbekannte z weg, die für die fernere 
Rechnung entbehrlich ist. Vergl. (12) und (15) des $. 159. 
Aus der zweiten Tabelle auf S. 476 berechnet sich ohne Mühe 

wie vorstehend angegeben: 

pa =  1°11'23,55 

pg = 292 13 22 
po = 205 29 57,4. 
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Diesen Mittelwerten der Azimutbeobachtungen einer jeden Station 
haben wir nun noch Verbesserungen 24, Åg, Ac zuzuschreiben, welche 
ihnen wegen der Widersprüche der fehlerzeigenden Figur zukommen; 
sodann ist die Bedingung, dafs [9AA] ein Minimum werde, zu erfüllen. 
Die g fielen in unserem Beispiele gleich grofs aus, können demnach 
206 265 
52 
sich mit hilfe der auf Seite 476 gegebenen definitiven und vor- 
läufigen Koordinaten zu: 
pa = 1330000; ps = 780000; po = 2410000 
rund: 79:9 =3:12:6 
Die s wurden hierfür einer Konstruktion der Punkte ABCP, auf 
Millimeterpapier entnommen. Auf demselben Millimeterpapier 
(Fig. 169) wurde in natürlicher Gröfse und in derselben Orientierung 
wie das Dreiecksnetz die fehlerzeigende Figur entworfen. Die hierzu 
nötigen Elemente sind nach den Formeln der S. 487: 
na = — 0,0046m; ég = + 0,0088m; no = + 0,0002 m. 

Durch die hiernach bestimmten Punkte A’ B’C’ wurden Par- 
allele mit den Visierstrahlen der Hauptfigur gezogen. Nach $. 164, 
oder indirekt nach einigen Versuchen mit vorläufig angenommenen 
Punkten bestimmt sich P genau in derselben Lage zu P, (x,y) wie 
auf S.477, nämlich in der Richtung der x-Achse um etwa + 4,5 mm, 
in der Richtung der y-Achse um fast + 1 mm gegen (x,y) verschoben. 


berechnen 


gleich Eins gesetzt werden. Die Zahlen p = g 


$. 163. 


Fortsetzung. Anwendung auf Pothenots Problem. Um die 
Ausgleichung mittels der fehlerzeigenden Figur auch auf das pothe- 
notische Problem anzuwenden, berechnen wir vorerst den Abstand ọ 
paralleler Tangenten PD und P'D' an zwei Kreisen, über deren 
gemeinsamer Sehne a sich die Peripheriewinkel Y und y'= y + Ay 
konstruieren lassen (Fig. 170 auf Seite 491). 

Aus den Dreiecken AOC und A 0’ C folgt: 

0C= t acot Y; O' O = "acoty'; 

0A=r= Wacosey; 0A=r = Y,acosee y. 
Zieht man 0 Q normal zu den parallelen Radien OP und O'P’, so 
wird 0 Q = 0’ 0c0s& und 

o = Ya (cot y' — cot y) cos + r! — r 

= 1a (cot y' — cot Y) cosa + !/,a(cosec y! — cosec y). 
Dieser Ausdruck vereinfacht sich, wenn wir J% klein genug an- 
nehmen, dafs in der Reihenentwickelung von 


fumct. (Y') = funct. (Y + Ivy) 
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die Glieder vom zweiten und höheren Grade vernachlässigt werden 
können. Wenden wir demnach Taylors Satz auf die vorstehenden 
Klammergröfsen an, so wird: 
c08s% + cosy 
sin? y 
Die Berechnung von & oder Entnahme dieses Hilfswinkels aus einer 
Figur ist immerhin umständlich. Wir führen daher den Abstand A 
des Punktes P von der Sehne a ein und erhalten aus der Figur: 
h = PE + 0C = rcos« + Yzacoy 
cos + cosy 


= — hady: (1) 


— 1 
Be sin Y 
Dies in (1) substituiert giebt: 
h Ay 
Br 8) 


Anstatt h kann man auch die drei Seiten a, sı und s, des Dreiecks 
APB einführen. Da nämlich: 


ah == XAP B = 3.5 Sn W, 


so erhalten wir aus (2) durch Multiplikation von Zähler und Nenner 
mit a: 


o= Ap. 8) 


Das Minuszeichen in den Formeln (1) bis (3) deutet darauf hin, 
dals wenn Y, > y die Tangente P'D’ den Kreis APB schneidet. 

Vom vorstehenden machen wir folgenden Gebrauch. Geo- 
metrische Örter für einen pothenotisch bestimmten Punkt P sind 
nach $. 149 die Kreise, in welchen die beobachteten Winkel 
Peripheriewinkel sind, oder statt der Kreise selbst auch die Tangen- 
ten dieser Kreise bei P, solange Tangente und Kreisperipherie nahe 
genug zusammenfallen. Ist die Lage von P schon gegeben, so kon- 
struiert man die Tangente an den Kreis APB, indem man Winkel: 


APF=ABP 


an PA, oder Winkel: 
DPB = PAB 


an PB anlegt. Ist aber P nur eine angenäherte Punktlage, so ziehe 
man, wie es eben gezeigt worden ist, eine Tangente durch die pro- 
visorische Lage an den Kreis, welcher diese mit A und B verbindet. 
Dann berechne man den Abstand ọ; eine Parallele, welche man in 
diesem Abstande zu der konstruierten Tangente zieht, ist ein geo- 
metrischer Ort für den gesuchten Punkt. 
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Zur Konstruktion der Tangente reicht ein Übersichtsplan der 
Punkte ABP in kleinem Mafsstabe (etwa wieder auf Millimeter- 
papier entworfen) aus; zur Berechnung von ọ jedoch bedarf man, 
aufser genäherten Werten von h oder von den Seiten des Drei- 
eckes APB den scharfen Wert von f%. Daher mufs man, ebenso 
genau als der Winkel y’ beobachtet wurde, den Winkel y aus den 
Koordinaten von A, B und der provisorischen Lage von P berechnen. 


Fig. 170. 


Man übersieht jetzt, dafs zur Konstruktion der fehlerzeigenden 
Figur bei Pothenots Problem folgende Geschäfte gehören: 

1) Entwurf eines Übersichtsplanes der angeschnittenen Punkte 
auf Millimeterpapier; Berechnung der Koordinaten eines vorläufigen 
Punktes P für den Standpunkt und Eintrag desfelben in den Plan. 

2) Konstruktion aller Tangenten durch P an Kreise, welche P 
mit je zwei Punkten verbinden, zwischen denen Winkel gemessen 
wurden. 

3) Berechnung aller dieser Winkel aus den Koordinaten der 
Figur, Bilden der Differenzen 4f y zwischen den beobachteten und 
berechneten Winkeln in analytischem Mafs, Berechnen der 9. 

4) Ziehen der Parallelen zu den konstruierten Tangenten in 
den Abständen 0. Diese Parallelen sind die Seiten der fehler- 
zeigenden Figur. 

Die graphische Ausgleichung hat zu berücksichtigen, dafs die 
beobachteten Winkel um die Beträge A so zu verbessern sind, dafs 
[gA] ein Minimum wird. Bedeuten jetzt in (2) oder (3) ọ die 
Abstände des gesuchten Punktes von den Seiten der fehlerzeigenden 
Figur, so hat /% die Bedeutung der A (in analytischem Mals), 
woraus folgt: 


alten... @ 
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Um A in Sekunden auszudrücken, was zur Berechnung des mitt- 
leren Fehlers erwünscht sein könnte, mufs auf beiden Seiten mit 
206 265? multipliziert werden. Die p können auch nach (3) be- 
rechnet werden aus: 


_ ga 5 
P= Fs (5) 

Die Bedingung, dafs: 
[pọọ] ein Minimum . . . . . . . (6) 


kann wieder nach §. 164 erfüllt werden, oder indem man versuchs- 
weise einige Punkte annimmt, für sie die zugehörigen ọ abmifst, 
sodann die Summen [pọ ọ] berechnet und daraus auf die Lage des 
gewünschten Punktes schliefst. 

Wenn die Winkelmessung durch vollständige oder symmetrisch 
angeordnete Satzbeobachtungen erfolgt war, so ziehe man jede 
(gemittelte) Richtung von allen übrigen ab, berechne für g = 1 die 
Gewichte p der entstehenden Winkel und verfahre des weiteren wie 
zuvor. 

Ist es beim pothenotischen Problem schon zweifelhaft, ob das 
graphische Ausgleichungsverfahren irgend welchen Gewinn an Zeit 
bietet, so ist das noch mehr der Fall, wenn ein Punkt P zugleich 
durch Vorwärtsabschneiden von ABC... aus und durch Winkel- 
messung auf Station P selbst festgelegt wurde. Es möchte sich 
dann am meisten empfehlen, die Fehlergleichungen für sämtliche 
Richtungen (oder Winkel) nach Anleitung der $$. 156, 159 und 161 
aufzustellen und gemeinsam durch numerische Rechnung nach der 
Methode der kleinsten Quadrate zu behandeln. Nach Elimination 
der unbekannten Nullpunktsazimute wird man zwei Normal- 
gleichungen mit den Koordinatenverbesserungen fx und 4 y erhalten, 
den einzigen Unbekannten, welche man wirklich zu berechnen 
braucht. Zugleich erhält man fast ohne Mühe die Koordinaten- 
gewichte, welche die graphische Methode nicht liefert. 

Dagegen wird unter allen Umständen die vorläufige Genauig- 
keitsschätzung für einen zu bestimmenden Punkt erleichtert durch 
eine graphische Übersicht seiner Lage zu den Festpunkten, sowie 
durch Konstruktion der Schnittfigur, d. h. der Winkel, unter welchen 
seine geometrischen Orter sich schneiden. Aus der Schnittfigur 
erkennt man mit einem Blicke, ob die gegebenen geometrischen 
Örter ausreichen, den Punkt nach jeder Richtung hin festzulegen, 
was nicht der Fall ist, wenn nur Schnitte unter spitzen Winkeln 
vorkommen sollten. Dies tritt z. B. beim Rückwärtseinschneiden 
nach drei Festpunkten ein, wenn der gesuchte Punkt in der Nähe 
des um jene beschriebenen Kreises gelegen ist. Die Übersicht der 
Punktlage giebt gleichzeitig ein Mittel, aus der Länge der Visier- 
strahlen vermöge der Formel (5) dieses Paragraphen und der ent- 
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sprechenden des $. 162 (p = g:s?) auf das Gewicht g zu schliefsen, 
welches der Winkelmessung und den beobachteten Richtungen 
zukommen mufs, damit die Zahlen p nahezu gleich grofs werden. 
Somit kann schon vor Beginn der Arbeit, wenn nur die Lage des 
gesuchten Punktes beiläufig bekannt ist, eine Auswahl unter den 
geometrischen Örtern getroffen werden, welche sich zu seiner Be- 
stimmung eignen, und von vornherein eine zweckmälsige Anordnung 
der Winkelmessung erfolgen. 

Man vergleiche hierzu: „Helmert, Studien über rationelle 
Vermessungen etc., $. 30 u. f.“ in der Zeitschrift für Mathematik 
und Physik von Schlömilch, Kahl und Cantor, 1868; sodann 
Jordan, Handbuch der Vermessungskunde, $$. 37,40, 121; endlich 
F. G. Gaufs, Die trigonometrischen und polygonometrischen Rech- 
nungen in der Feldmefskunst, S. 70 ete. 


$. 164. 


Bertots Verfahren zur direkten Bestimmung der günstig- 
sten Lage eines Punktes aus der Schnittfigur. Wir folgen hier 
der Mitteilung, welche Helmert (Zeitschrift für Vermessungs- 
kunde VI, 1877, S. 53 u. f.) über Bertots Note in den Comptes 
rendus hebdomadaires des Séances de l’Academie des Sciences, 
T. LXXXII, vom 20. März 1876, gemacht hat, ohne uns von vorn- 
herein genau an die rein geometrische Bertot’sche Darstellung 
zu halten. 

Sind n Punkte (ziyi) durch ihre Koordinaten gegeben und es 
soll ein Punkt (£o Yọ) derart gesucht werden, dafs die Quadrate dern 
Abstände r des letzteren von jenen, der Reihe nach multipliziert mit 
den n Zahlen p, die kleinste Summe ergeben, so hat man: 


(u — a) + Hm — %) = pri 
Zp — u”? +27 y— y) = [prr]. - - (1) 
und aus der Bedingung, dafs [prr] ein Minimum werde, wenn wir 


die partiellen Differentialquotienten nach x, und yọ gleich Null 
setzen: 


— 2 Zy(@ — o)=0 —22pypy—y)=0 (2) 
woraus folgt: [pz] R 
de PER t -Al 

i. de ain kin. 


Nach der vorigen Gleichung ergänzen sich die mit p multiplizierten 
Projektionen der r sowohl auf die Abscissen- als Ordinatenachse 
zur Summe Null. In der Mechanik nennt man (2,%) bekanntlich 
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den Schwerpunkt des Systems der Punkte (x;y:), wenn p die in 
ihnen koncentrierten Gewichte darstellen. Da die Lage der Koor- 
dinatenachsen gegen das Punktsystem auf vorstehendes Resultat 
ohne Einflufs, so folgt, dafs die mit p multiplizierten Projektionen 

Fig. 171. der r auf eine beliebige Gerade der 
Ebene die Summe Null ergeben. Liegt 
der Schwerpunkt auf der x-Achse, so 
ist [py] = 0 u. s. w. 

Sind n Gerade I! gegeben und ein 
Punkt P gesucht derart, dafs seine 
Normalabstände ọ von jenen die Be- 
dingung erfüllen: 

[poo] ein Minimum . . (4) 
so ist P der Schwerpunkt der Fufs- 
punkte F der Normalen zu l, wenn 
man sich in F; das Gewicht p; koncen- 
triert denkt. Denn wäre (Fig. 171) 
ein anderer Punkt P’ der Schwerpunkt, der von F; um r; abstände, 


so mülste sein: 
[p] > [prr]. 


Mit hi sei der Normalabstand von P' und l;, mit d; die Projektion 
HF; von PP’ auf l; bezeichnet. Dann müfste wegen r;? = h;? + d;? 


auch gelten : 
[poo] > [phh] + [pda], 
also um so mehr: 


[pee] > [phh], 
was der Voraussetzung 
(4) widerspricht. 

In Fig. 172 habe M 
dieselbe Bedeutung wie 
zuvor P, Ist S ein 
anderer Punkt und 
sind D die Fufspunkte 
der Normalen, welche 
von $ auf die n Ge- 
raden ! gefällt werden, 
p die Gewichte, welche 
in D koncentriert seien, 
so ist der Schwerpunkt 
G dieser Fufspunkte 
zugleich Schwerpunkt 
der mit den Gewichten p belasteten Punkte Q, in welchen der Kreis 
über dem Durchmesser MS von jenen Normalen geschnitten wird. 


Fig. 172. 
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Denn die Strecken QD derselben sind mit MF parallel und gleich 
und da der Voraussetzung nach die Summe der pfachen Projek- 
tionen der Normalen MF auf irgend eine Achse verschwindet, so 
ist dasfelbe mit der Summe der pfachen Projektionen der QD 
der Fall. Die pfachen Projektionen der Strecken SD und der 
Strecken SQ auf die Achse SG, die wir zur Unterscheidung mit x 
und x’ bezeichnen wollen, geben daher dieselbe Summe: 


Bee er a O 
und da auch, wenn S@ = x, gesetzt wird, selbstverständlich: 
Pe -o)l=-ke@— no) - - -.. 


und die erste dieser Summen, weil @ Schwerpunkt der D, gemäls 
(2) verschwindet, so folgt aus: 


NE RE UN: > 


Ebenso leicht findet sich, dafs von den entsprechend bezeichneten 
Projektionen auf eine Achse durch S normal zu § G gilt: 


[py] = [py] = 0, und darum: 


kpati i ag tink ei 9 
n u 
Der Vergleich von (8) und (9) mit (3) erweist G als den Schwer- 
punkt auch der Punkte Q mit den Gewichten p. 

Ein zweiter Kreis durch $ schneide die Normalen SD in den 
Punkten q. Da, wie ein Blick auf Fig. 172 zeigt, die Peripherie- 
winkel zwischen den gleichbezifferten Q und g dieselben, also auch 
die zugehörigen Centriwinkel in beiden Kreisen einander gleich sind, 
so bilden die Punkte Q; Qz... Qn und 9192 ...qn ähnliche Polygone, 
zu denen auch ähnlich liegende Schwerpunkte gehören, wenn dem 
Punkte Q; und g; dasfelbe Gewicht p; erteilt wird. Der Schwerpunkt 
des Systems der q sei g. Suchen wir aufserdem den Punkt t, der 
zum System der g ähnlich liegt wie T zum System der Q, so zeigt 
sich derselbe auf S T gelegen, denn die Peripheriewinkel Q T und gt 
sind einander gleich. Ebenso findet sich der mit M ähnlich liegende 
Punkt m des Systems der q auf SM und zugleich auf dem Durch- 
messer ms, dessen zweiter Endpunkt s in der Geraden tg liegt. 

Von den drei Punkten $, G und g wird der erste willkürlich 
in der Nähe der mutmafslichen Lage von M gewählt, die beiden 
anderen aus ihren auf grund von (3) berechneten Koordinaten kon- 
struiert, wozu die Normalen SD und der Kreis der q die Daten 
liefern. Auf diesem Kreise stellt die Verlängerung von S@ den 
Punkt t, die Verlängerung von tg den Punkt s, der Durchmesser 


y = 0 = 
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zu s den Punkt m fest. Die Gerade Sm ist der geometrische Ort 
für M und die Proportion: 

SM:SG=sm:sg 
dient dazu, ihn aufzufinden. 

Hatte man durch Zufall den Punkt Sin M gewählt, so liefert 
die Berechnung von @ aus den Koordinaten der Fufspunkte wiederum 
den Punkt S, welcher Umstand auch zur Kontrolle dienen kann, ob 
am Schlusse der soeben erklärten Konstruktion Punkt M richtig 
bestimmt worden ist, indem man von M aus die Konstruktion zu 
wiederholen versucht. 


$. 165. 


Direkte Bestimmung der günstigsten Punktlage aus einem 
Schnittdreieck. Für das Dreieck als Schnittfigur gilt aufser der 
Forderung, es werde 

[pọọ] ein Minimum, 


die Bedingung, dafs die Produkte aus den Normalabständen ọ des 
Punktes P in die zugeordneten Seiten des Dreiecks, summiert, dessen 
doppelten Inhalt ergeben. In Zeichen, wenn wir die Dreiecksseiten 
mit s benennen: 


39 +30 +50 —241=0. 
Hieraus und aus der Forderung 
des Minimums entspringen nach 
8.91 die Korrelatengleichungen: 
Pip == ka => 0 
P02 — ks, = 0 
2303 — ks; = 0, 
woraus unmittelbar folgt: 


vi 16. BD __ Pi 
5] S2 5 


oder in Form einer Proportion: 


a ER S E A 
Q1 : 02 : 05 FÜ A: 
(Vergl. Helmert, Studien über rationelle Vermessungen, $. 18.) 
Von F. G. Gaufs ist auf grund dieser Proportion folgende einfache 
Konstruktion des günstigsten Punktes (der, wie man aus der Bedin- 
gung des Minimums erkennt, stets innerhalb des Schnittdreiecks 
liegen muls), angegeben worden (Fig. 173). Man zieht parallel jeder 
Dreiecksseite und konsequent entweder nach der Seite des dritten 
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Dreieckspunktes hin oder nach der entgegengesetzten eine Gerade, 
in Abständen proportional den Brüchen s:p, wodurch ein neues, 
dem ersten ähnliches Schnittdreieck in perspektivischer Lage zu 
jenem entsteht. Durch geradlinige Verbindung der einander zu- 
geordneten Spitzen erhält man den (inneren) Ähnlichkeitspunkt beider 
Figuren, und dieser istzugleich der gesuchte, wie der Leser sich ohne 
Schwierigkeit selbst beweisen wird. 

Bei nur drei bestimmenden Richtungen ist diese Konstruktion der 
Bertot’schen vorzuziehen. Will der Leser die letztere auf grund 
beliebig anzunehmender Schnittfiguren und Gewichte einüben, so 
gewährt das Dreieck ihm vermöge der Gau fs’schen Konstruktion 
die beste Gelegenheit einer scharfen Kontrolle. 


$. 166. 


Ausgleichung von Figuren, in denen eine Seite und über- 
schüssige Winkel gemessen sind. Die Konstruktion solcher 
Figuren führt notwendig auf Widersprüche, und die Aufgabe der 
Ausgleichung ist es, den Winkeln solche Verbesserungen beizulegen, 
dafs die Figur geometrisch möglich wird. Es gilt also die Bedin- 
gungen aufzusuchen, welche die beobachteten Winkel zu erfüllen 
haben, damit die Widersprüche wegfallen, und zwar sind diese Be- 
dingungen in der Form linearer Gleichungen aufzustellen. Der 
Bedingungsgleichungen müssen so viele sein als überschüssig beob- 
achtete Stücke in der Figur; denn umgekehrt sind nach 8. 99 nur 
so viele Beobachtungen überschüssig, als Unbekannte vermöge der 
Bedingungsgleichungen eliminiert werden können, vorausgesetzt, 
dafs für jede direkt beobachtete Unbekannte nur eine Fehler- 
gleichung angeschrieben wurde. Sind z. B. im Dreieck alle drei 
Winkel xı 23%; gemessen und dafür w, wwz gefunden, so hat man 
die Fehlergleichungen: 


h=—-w+t a 
h = — m, + n 
ñ, = — w, + t 


und die Bedingungsgleichung : 
æ + 2a + x, = 180, 

mit hilfe deren x; zu eliminieren wäre, wonach drei Fehlergleichun- 
gen für nur zwei Unbekannte bestehen, also eine Beobachtung über- 
schüssig ist. 

Zur Aufstellung der Bedingungsgleichung wird man hier ge- 
drängt, wenn man das Dreieck aus allen beobachteten Stücken kon- 
struieren will; die dritte Seite könnte, wie Fig. 174 (a. f. S.) an- 


deutet, in zwei einander nicht parallelen Lagen angetragen werden. 
Vogler, Praktische Geometrie, 32 
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Also auch durch den Versuch der Konstruktion (in Gedanken) aus 
den Beobachtungsgröfsen lassen sich der Reihe nach sämtliche Be- 
dingungen für die geometrische Möglichkeit einer Figur aufstellen. 
Vorausgesetzt, dafs aus den beobachteten Stücken die Figur über- 
Fig. 174. haupt aufgebaut werden kann, sind alle 
nicht dazu erforderlichen Stücke, wenn 
N beobachtet, als überschüssig zu betrachten 
N und für jedes derselben eine Bedingungs- 
gleichung zu bilden. Dies ist ein einfacher 
und sicherer Weg, die Zahl der Bedingun- 
gen festzustellen. Diese selbst richtig zu 
fassen erfordert einige Ubung und Behut- 
samkeit, namentlich gegenüber der Gefahr, formverschiedene aber 
kongruente Gleichungen als verschiedene Bedingungen anzuschreiben. 
Betrachten wir das Viereck AB CD der Fig. 175. Man erkennt 
leicht, dafs aus einer Seite, z. B. AD und den vier anliegenden 
Winkeln theoretisch die Figur vollständig bestimmt ist. Wenn nun 
Fig. 175. sämtliche 9 Winkel der Figur 
gemessen sind, so folgt, dafs 
5 überschüssige Beobachtun- 
N gen vorliegen und 5 Bedin- 
| N gungsgleichungen aufzustel- 
R je aop len sind. Auf diese führt uns 
N die Konstruktion mittels der 
A BEN Beobachtungsgröfsen. Denn 
Men en sc’ die Dreiecke I, II, III sind 
nicht konstruierbar, solange 
ihre Winkelsummen von 180° verschieden sind. Hat man dieselben 
aber auch auf 180 gebracht und die Dreiecke von AD ausgehend in 
vorstehender Reihenfolge als Kette aneinander gefügt, so kann es 
geschehen, dafs die Seite A D von III nicht mit AD von I.der Rich- 
tung nach zusammenfällt, denn diese Koincidenz setzt voraus, dals die 
Winkel um D sich zu 360° ergänzen. Demnach wird die Figur erst 
dann von Richtungswidersprüchen frei sein, wenn die 4 Winkel- 
bedingungsgleichungen erfüllt sind: 


A +B +D -190=0 
D — 180 =0 
D,.—- 10 —=0 
D, + Da + Dua — 360 = 0 
Vermindert man die Summe der drei ersten um die vierte, so ent- 
steht eine Gleichung, aus welcher hervorgeht, dafs die Summe der 


Winkel im Dreieck ABC ebenfalls 180° betragen wird, sobald vor- 
stehenden Gleichungen Genüge geschieht. Da diese fünfte Be- 
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dingungsgleichung in den anderen enthalten ist, so kann durch sie 
weder eine neue Unbekannte eliminiert, noch ein neuer Widerspruch 
zwischen den Beobachtungen aufgedeckt werden; wir schreiben sie 
also nicht an. Wie wir wissen, sind indessen noch nicht alle unab- 
hängigen Bedingungen für die Möglichkeit der Figur ausgesprochen. 
Die vier bereits bekannten schliefsen nicht aus, dafs die Seite AD in I 
von AD in III der Länge nach verschieden sei, wie die punktierten 
Linien BC’ und C'A' es andeuten, auf welche die Konstruktion 
unter den bisherigen Bedingungen geführt haben könnte. Die 
fünfte und letzte Forderung läfst sich demnach so aussprechen: 
berechnet man irgend eine Seite mittels der Figur aus sich selbst, 
so muls ihr Wert unverändert aus der Rechnung hervorgehen. 
Damit werden wir sofort auf eine Gleichung geführt, welche Seiten- 
bedingungsgleichung heifst. Berechnen wir z. B. AD aus sich selbst 
auf dem Wege der um D gruppierten Dreiecke, so lautet die Be- 
dingungsgleichung: i 

A man A, sinB, sin Ca 


"sin B,-sin O, sin A, 7 


woraus AD sich heraushebt. Ebenso können drei um einen anderen 
Punkt gruppierte Dreiecke zur Aufstellung der Seitenbedingungs- 
gleichung benutzt werden, die demnach in vier verschiedenen For- 
men aufgestellt werden kann, von denen aber jede nur eine Um- 
formung der übrigen ist. 

Die fünfte Bedingungsgleichung ist nicht linear, sondern transcen- 
dent. Wir können das Verfahren des $. 77 auf sie anwenden, loga- 
rithmieren sie aber zuvor. Seien für die Winkel des- Zählers der 
Reihe nach die Beobachtungen œ; &3&; gemacht worden, für die 
Winkel des Nenners @%,%,, und geben wir den Verbesserungen A 
die gleichen Indices, so hat man: 


log sin (& + A) + log sin (& + å) + log sin (œ; + A,) 
— log sin (œ, + Ag) — log sin (a; + A,) — log sin (m; + å) = 0. 
Mit 4 bezeichnen wir die logarithmischen Tafeldifferenzen für eine 
Sekunde Zuwachs des Winkels. Dann wird daraus: 
log sin & + Aå, — log sin y — 4, h 
+ log sin œ + 4 ås — log sin y — 44 h; 
+ log sin œw; + 4; As — log sin u — Ae å; = 0 
und wenn man die algebraische Summe der Sinuslogarithmen mit 
S bezeichnet und der Einfachheit halber 4 und S in Einheiten der 
letzten Tafeldecimale anschreibt: 
N 
pan Aa ha agd A ha E Ag Ae z= 0. 
82* 
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Beispiel: Ausgleichung eines Vierecks, welches der mehr- 
erwähnten Triangulation um Aachen entnommen ist. 

Die Winkelmessung erfolgte durch vollständige Satzbeobach- 
tungen mittels eines Mikroskoptheodolits. Jede Richtung ist achtmal 


Fig. 176. 


Ex) 
iD 


eingestellt worden, folglich 
erhalten die Winkel als Diffe- 
renzen zweier Richtungen 
durchaus gleiches Gewicht, 
wenn wir der Einfachheit 
halber die geringe Verschie- 
denheit der Schenkellänge 
und den dadurch bedingten 
verschiedenen Einflufs des 
mittleren Excentrizitätsfeh- 
lers vernachlässigen. Jede 
Richtung erhält eine Ver- 
besserung A, jeder Winkel 
eine Verbesserung, welche 
aus der Differenz der A seiner 
Richtungen hervorgeht. 


Folgendes sind die Mittel der Richtungsbeobachtungen und die 
zugehörigen Verbesserungen A in Sekunden in dem Vierecke CEDF, 


Fig. 176. 


7 Ver- 
besserung 


F 
D 


abykblyayıkbysalisı 
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Die Zusammenstellung der Winkel nach einzelnen Dreiecken ergiebt: 


Dreieck EFC. 
E. 46 43 45,2" — Ay + As 
y 34 46 47,8 — Arn + Ay 
0,08 29 25,5 — Aa + As 
Summe: 179 59 585 -+ Summe der 4. 


Dreieck EDF. 
em 320 21,2" — Aa + Ag 
D, 99 59 20,1 — Ay + As 
he 40 19,0 — A + åra 
Summe: 180 0 0,3 + Summe der 4. 


Dreieck CDF. 
0. 459 52’ 7,2" — ła + A 
IR." GE 40 38,6 — An + Au 
Ko .82 27 6,8 — Ayı + års 
Summe: 179 59 52,6 + Summe der 4. 


Dreieck CED. 
OA a 18,3" — Ag + Ag 
E. 89 4 64 — Ay + As 
Ja AEEA =, 18 415 — în + Am 
Summe: 180 0 6,2 + Summe der 4. 


Aus dem Vergleich der drei ersten Summen mit 180° gehen die 
Winkelbedingungsgleichungen hervor: 


— 15 — ła + łe — Ara + As — Aa + a = 0 
+03 — Ag + Ag — Aa + Ass — Aı + Aa = 0 
— 7,4 — ha + a — ha + fas — Ayı + år = 0. 


Vergleicht man die vierte Summe mit 180°, so erhält man die Be- 
dingungsgleichung : 


+ 6,2 EUS he + es RT he T hes B Aa + Aa ER 0, 


welche indessen nichts Neues besagt, sondern aus den vorigen her- 
vorgeht, wenn man von der Summe der beiden ersten die dritte 
subtrahiert. Demnach dient die letzte Gleichung nur als Kontrolle. 

Die Seitenbedingungsgleichung bilden wir mit hilfe der Dreiecke, 
deren gemeinsame Spitze Eist. Drücken wir eine der in Æ zusammen- 
laufenden Seiten doppelt aus, so findet sich: 


www.rcin.org.pl 


502 Abschn. II. Kap. XII. Theodolitaufnahme. Fortsetzung. 


sinEDF.sinEFC.snDCE _ 

sn DFE.snFCE.sn EDO 

Wir bilden die sechsstelligen Logarithmen des Zählers, nach- 

dem wir für die Winkel die Beobachtungswerte samt Korrektionen 
eingesetzt haben, wie folgt: 


E; 


log sin 4.4 
0,000 000 — 0,0 Aa + 0,0 Aa 
9,756 199 — 3,0 Ara + 3,0 Ay; 
9,900 173 — 16 ła + 16 Ag 


Summe: 9,656 372 + Summe der 2.4. 
Ebenso die Logarithmen des Nenners wie folgt: 


log sin A. 

BRBBBSL, n — 1A LOA 
9995214 +03 Ar — E Ag 
ET 0 DT AT 


Summe: 9,656 382 + Summe der 4.4. 


Ziehen wir die zweite Summe von der ersten ab, so muls log 1 = 0 
zum Vorschein kommen. Also lautet die 'Seitenbedingungsgleichung 
in Einheiten der letzten Decimale der Logarithmen ausgedrückt: 
0 = — 10 + 27 ha — 2,17 Aa + 0,0 Aa, 

— 0,3 a — 1,6 Aea + 19 Ag 

+ 1,9 fı — 4,9 Ayg + 3,0 Afg 
Die Summe aller Koeffizienten der A mufs verschwinden. Wir 
bilden jetzt nach $. 100 die Korrelatengleichungen, wenn k; kz kz k4 die 
Korrelaten der vier Bedingungsgleichungen sind: 


aa=—h '—k—03K 
Ag = + ka — 1,6 k4 
Ag = kı $ - + 1,9 k 
ha = u +27 
ia = eo = k— 27% 
has = + ka + k 

ha = — kı 

hea = ki — ks 

de = + k 

In = —_ h — kh; + 19 k 
åja = — ki + k 49 
ia = kı - + k; + 3,0 k, 


Durch Einsetzen dieser Werte von A in die 4 Bedingungsgleichungen 
entstehen die Normalgleichungen: 
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0=—- 15 +6 k —2 k +2 k; + 10,1 kı 
0=+ 083 — 2 k +6 k +2 k; — 95 k 
0=— 74+ 2 k t2 kh tHe k H 25 k 
0 = — 10,0 + 10,1 kı — 9,5 ka + 25%, + 57,46%, 
Die Auflösung derselben ergiebt die Korrelaten : 

kı = — 0,713 

ka = — 0,636 

k; = + 1,631 

kı = + 0,1233 


Durch Einsetzen in die Korrelatengleichungen erhält man die Ver- 
besserungen A wie folgt: 


ka = — 0,965" Aa = + 0,713” 
Aa = + 1,434" Aa = — 0,077" 
Ag = — 0,479" Ag = — 0,636” 
An = + 0,969" Ay, = — 0,761” 
Au=— 1,964” Ayg = ._ 0,527" 
Ads = + 0,955” Ay; = + 1,288” 


Durch Quadrieren der A und Addieren der Quadrate wird gewonnen: 
[44] = 12,419, 
während andererseits zur Kontrolle dieselbe Gröfse nach $. 100 be- 
rechnet wird aus: 
— [wk] = 12,424, 
d. h. mit dem vorigen stimmend, soweit nach der erfolgten Stellen- 
entwickelung erforderlich. 
Der mittlere Fehler u einer Richtung findet sich, da vier Be- 
dingungsgleichungen, also vier überschüssige Beobanktangen vor- 
liegen aus: 


we Oe 
i einen Winkel beträgt der mittlere Fehler das V2 fache, nämlich 
+ 2,49". 

Man kann sich überzeugen, dafs die å die Bedingungsgleichungen 
erfüllen, dafs also durch Verbessern der Winkel um die Beträge 4 
eine vollkommen widerspruchsfreie Figur entsteht. Unter anderem 
lauten die Sinuslogarithmen der Seitenbedingungsgleichung jetzt 
folgendermafsen : 

log sin EDF = 0,000000; log sin DFE = 9,868 822 
log sin EFC = 9,756 205; log sin FCE = 9,995 214 
log sin DCE = 9,900 170; log sin EDC = 9,972 339 

9,656 375 9,656 375 
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Die Ausgleichung ist mithin beendigt; es bleibt noch übrig die 
Koordinaten der beiden gesuchten Punkte Æ und F aus den Koordi- 
naten der beiden gegebenen C und D, nämlich: 


SR AE 


C — 781,877 + 330,107 
D + 109,747 + 3307,435 


zu berechnen. Wir bedürfen zunächst den log CD und das Azimut 
dieser Seite. Aus vorstehenden Koordinaten folgt: 
log CD = 3,492 477 
Azimut CD = 16° 40' 17,14". 
Daraus finden sich leicht die Azimute anderer Seiten, sodann mit 
hilfe der vorstehenden Sinuslogarithmen und einiger neu aufzuschla- 
genden die Logarithmen der Seitenlängen folgender Tabelle: 


Seiten Azimute 


CE | 3,284 873 69%; 17°. 83,5% 
CF | 3,390 872 330 48 7,6 
DE | 3,392704 158 1'212 38,6 


DF | 3.952 231 248 20 58,7 


Hieraus gehen auf doppelte Weise die Koordinaten hervor: 


y 


+ 1020,608 | + 1011471 
— 1981,756 | + 2477,295 


Die Millimeter sind, der sechsstelligen Rechnung wegen, nicht mehr 
scharf, und insoweit ohne Bedeutung, als sie innerhalb der mitt- 
leren Koordinatenfehler liegen. Diese nach Anleitung des $. 102 zu 
berechnen übergehen wir hier. 


$. 168. 


Winkelcentrieren. Man wird selbst bei Detailtriangulationen 
zuweilen genötigt, den Theodolit neben statt über demjenigen Punkte 
aufzustellen, von dem aus die Winkelmessung erfolgen soll und der 
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als Winkelscheitel beibehalten werden mufs, weil er entweder von 
anderen Punkten aus schon anvisiert oder sogar bereits als Fixpunkt 
dauerhaft bezeichnet ist. Am häufigsten tritt dieser Fall bei Kirch- 
türmen ein, deren Spitzen durch Helmstange oder Knopf sich zu 
fernsichtbaren Signalen von langer Dauer eignen, während der Theo- 
dolit selten anderswo als auf einer umlaufenden Gallerie, in den 
Schalllöchern oder auf einem Nachbarturm aufgestellt werden kann, 
um der Reihe nach sämtliche Signale übersehen zu können, welche 
von der Turmspitze aus anvisiert werden müfsten. Es entsteht dann 
die Aufgabe, die Theo- 
dolitvisuren auf das 
Centrum der Station 
zu reduzieren, zu cen- 
trieren, d.h. die Azimute 
der wirklich anvisierten 
Richtungen mit Kor- 
rektionen zu versehen, 
durch welche sie in 
die Azimute derjenigen 
Richtungen übergehen, 
welche von dem Cen- 
trum der Station aus zu 
beobachten wären. 

Es sei in Fig. 177 
C das Centrum der Sta- 
tion, Ader Aufstellungs- 
punkt des Theodolits, 
P werde anvisiert, % 
= X A Psei das Azimut 
der Visur AP, ọ = OCP das Azimut der gesuchten Richtung CP, 
s = CP, e = A C = Excentrizität der Aufstellung. Eine Parallele 
zu CP durch A, in der Figur punktiert, zeigt uns, dafs 


9y=y+9 
sin Ò = Í sin CAP. 


Fig. 177. 


und 


Um hieraus ò ebenso genau zu berechnen, als die Winkelbeobachtung 
von C aus erfolgen sollte, bedarf es der genauesten Kenntnis von e 
und einer ziemlich scharfen Messung von CAP, wenigstens auf einige 
Minuten genau. Weniger genau braucht s im Nenner, der gegen den 
Zähler immer sehr grofs sein wird, bekannt zu sein. Es genügt zur 
Berechnung von s eine vorläufige Bestimmung der Lage von C gegen P. 

Wenn man CB normal auf AP zieht, so ist das Produkt 
e sin CAP = CB. Solange ð einige Minuten nicht überschreitet, 
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kann OB mit grofser Annäherung den Bogen von Ô vertreten, der 
mit dem Radius s beschrieben wird. Denken wir uns BC und s 
einmal in Metermafs, dann wieder in Längen des Sekundenbogens 
ausgedrückt, so besteht die Proportion: 


08’. = 072206 269, 
woraus in Verbindung mit CB = e sin CAP folgt: 


gr — ESCAP on 965 
und in Verbindung mit = y + Ò sich ergiebt: 
p= y + Le e - 206 265 Sekunden 


oder 
E e n i . 206.265 Sekunden, 


wobei die Winkel vom ersten zum zweiten Schenkel im Sinne des 
Uhrzeigers durchlaufen werden müssen. Rückt A auf der Peri- 
pherie eines Kreises vom Radius e fort, so verschwindet der Zähler 
von ò in M und N, woselbst auch Vorzeichenwechsel eintritt. In 
Fig. 177 sind auch die Punkte angedeutet und leicht zu definieren, 
wo Ö für gegebenes e seinen Maximalwert erreicht. Ô und s sind 
einander verkehrt, Ô und e ebenso wie die Fehler dieser Gröfsen ein- 
ander direkt proportional. 

Nach vorstehenden Formeln mufs bei Winkel- und Satzbeob- 
achtungen jede einzelne Richtung, A P, AP, ... A Pm auf das Centrum 
reduziert werden. Bei der praktischen Ausführung von Centrierun- 
gen entstehen indessen häufig Schwierigkeiten dadurch, dafs die 


Fig. 179. 


Fig. 178. 


gop 


Centrierungselemente e und CAP, gerade diejenigen, welche man 
am genauesten braucht, direkt nicht gewonnen werden können. Ist 
zum Beispiel C die Achse (Fig. 178) eines massiven vierkantigen 
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Pfeilers DEF G, so.-mufs aus den Dimensionen desfelben, den Ab- 
ständen AD, AG und AF und einem oder einigen der Winkel G A P, 
DAP, FAP die Excentrizität A C und der Winkel CAP berechnet 
werden, wobei man alle möglichen Kontrollen benutzen wird. — 
Von der Gallerie eines Turmes aus ist dessen Spitze selten sichtbar; 
man muls sie durch Abloten von aufsen mittels des Theodolits auf 
die Plattform der Gallerie herabprojizieren, oder selbst durch eine 
Basismessung neben dem Turme und daran geknüpfte sorgfältige 
Triangulation (Vorwärtsabschneiden von den Endpunkten der Basis 
aus) die gegenseitige Lage von A und C auf dem Turme bestimmen. 
Ein Polygonzug von dem Standpunkte des Theodolits nach der 
Mitte des Turmes kann denselben Dienst thun, im Falle die Lage 
der Turmspitze gegen jene Mitte bereits geprüft und bekannt ist. — 
Sind A und C beide zugänglich und gegenseitig sichtbar, wenn auch 
in sehr verschiedener Höhe gelegen, so kann die Schwierigkeit der 
direkten Messung von A C umgangen werden, indem man in C einen 
Mafsstab horizontal, symmetrisch und normal zu A C befestigt und 
auf A den Horizontalwinkel ọ zwischen den Endpunkten des Mafs- 
stabes genau milst. Dann ist, wenn ! die Mafsstablänge: 


40 == Yal cot 1/0 = e, 
Durch Anwendung des Taylor’schen Satzes bekommen wir 
mit Unterdrückung höherer Glieder, in bekannter Weise: 


e 
de = — — do 
sin ọ 
oder genau genug: 
d 
de = — e. via 
ọ 


worin Zähler und Nenner des Bruches in denselben Einheiten, 
einerlei welchen, zu nehmen sind. Man mache also ọ möglichst 
grols und do so klein als möglich. 

Auch wenn der Stab gemäfs Fig. 179 zwar horizontal und 
symmetrisch zu C, aber nicht normal auf die Visierebene A C gelegt 
werden kann, läfst sich e und zwar durch die drei Visuren nach der 
Mitte und den beiden Endpunkten des Stabes mittels sorgfältiger 
Winkelmessung bestimmen. Die Figur liefert 


a: e = sin 6 : sin ~; b: e= sin t: sin ĝ; 
woraus, wenn a = b ist: 
sino : sint = sina : sinß 
sino — sint _ sinw — sinf 
sinó + sint sin«& F sinß 


Hierin drücken wir Zähler und Nenner durch Funktionen der halben 
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Summen und Differenzen der Winkel, ferner & + ß durch 6 + t 
aus, und erhalten zur Berechnung von œ — Pß: 

cot 1/4 (6 + 7) tg 1/2 (6 — 1) = cot 1, (180 — 6 — 1) tg 1/3 (œ — B). 


Weil kleine Winkel ihren Tangenten proportional sind, so wird man 
dafür in den meisten Fällen setzen dürfen : 


æ — Ê = (6 — t) cot? 1/, (6 + t). 


Da aus der halben Summe und halben Differenz œ und ß berechnet 
werden können, so ist nur noch zum Schlufs e zu ermitteln aus: 


__ asna _ asinß 


sin 6 sint 


Man mufs die Excentrizität e der Theodolitaufstellung immer 
möglichst klein wählen, hat also einen sehr kurzen Visierstrahl nach 
dem Centrum C hin. Reicht die Okularverschiebung dafür nicht 
aus, so hilft man sich durch Verlängerung der Linie A C, wohl auch 
durch ein Lot, über dessen Faden das Auge nach CÇ visiert und 
gleichzeitig das Fernrohr symmetrisch teilt. Die Genauigkeit von 
einigen Minuten ist auf solche Weise noch immer erreichbar. 

Aufser dem Reduzieren auf das Centrum der Station kann auch 
das Reduzieren auf das Centrum des Objektes vorkommen, so z. B. 
bei einem schief stehenden Signalpfeiler, dessen Spitze A (Fig. 177) 
anvisiert werden mufste, während die Mitte C der Basis das Objekt 
markiert. Der Theodolit’stehe in P. Die Reduktion hat dem Azi- 
mut von AP die Korrektion + Ô beizufügen, welche wie vorhin 
berechnet wird. Die Centrierungselemente e, s und Winkel CAP 
müssen zu diesem Zwecke eigens bestimmt werden. Ein wesent- 
licher Unterschied zwischen beiden Formen der Reduktion besteht 
also nicht. 

Wie weit man sich der Formel für Ô in Sekunden bedienen 
darf, hängt von der Schärfe ab, mit welcher ò bestimmt werden soll. 
Von da an, wo das zweite Glied !/,ö°? der Sinusreihe einen merk- 
baren Wert erreicht, mufs man die strenge Formel für sin Ò an- 
wenden. Den entsprechenden Wert von Ò, welcher auf der Grenze 
liegt, stellt man vor Ausführung der Triangulation fest. Aus der 
Bedingung, die Vernachlässigung von 1/60 betrage noch nicht 
0,05 Sekunde, folgt z. B. im analytischen Mals: 


3/6 x 0,05 
206 265 


ô < V0,3 x 206265? 


0. <.2337 


ö< 


und in Sekunden: 
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Jene Grenze liegt daher bei 39, wie auch die Logarithmentafel 
bestätigt. 

Kann man den Standpunkt A in eine der Seiten AP scharf 
einvisieren, so wählt man dazu die kleinste. 


$. 169. 


Theodolitaufnahmen im Zusammenhange. Über den An- 
schlufs von Punkten an eine Landestriangulation ist bisher genug 
Anweisung gegeben worden. Im Hinblick darauf kann es nicht 
schwer werden, auch den Vorgang zu übersehen, welcher bei selbstän- 
digen Aufnahmen einer Flur mit dem Theodolit einzuschlagen ist. 
Man wählt auf günstigem Terrain eine Basis von etwa 500m Länge 
aus und mifst dieselbe mittels Latten mit aller Sorgfalt. Auf die 
Basis stützt man Dreiecke, welche nahezu gleichschenklig sind und den 
Übergang zu Dreiecken von 1000 bis 2000m Seitenlänge allmählich 
vermitteln. Das ganze Dreiecksnetz wird mit hinreichenden Kontroll- 
visuren versehen, eine übermäfsige Anhäufung der Kontrollen jedoch 
vermieden, um die Berechnungs- und Ausgleichungsarbeit nicht un- 
nötig zu erschweren. Der Schwerpunkt der Arbeit ist in die Winkel- 
messung zu verlegen, welche mit den besten verfügbaren Instrumenten 
unter Beachtung aller früher entwickelten Mafsregeln ausgeführt wird. 

Die Mehrzahl der Dreieckspunkte ist so zu wählen, dafs dieselben 
nicht nur auf dem umgebenden Terrain gut sichtbar sind, sondern 
auch den Anschlufs von Polygonen leicht bewerkstelligen. lassen. 
In der Nähe von Kreuzwegen, am Zusammenstofs von Gewannen- 
grenzen wird man etwas Ödland oder der Gemeinde gehörigen Grund 
aufsuchen, um die Dreieckssteine zu setzen. Man wird dieselben 
mit einem Grundsteine versehen, nach den Himmelsgegenden orien- 
tieren und auf der Nordseite durch ein eingehauenes Dreieck kennt- 
lich machen. Als Dreieckspunkt gilt entweder die Mitte der Nord- 
seite, welche durch einen vertikalen Strich markiert wird, oder ein 
um ein vorgeschriebenes Mafs nördlich von dieser Marke gelegener 
Punkt. Der Marke des Tagsteines mufs eine ebensolche des Grund- 
` steines entsprechen. 

Die Vermessungsanweisung IX der preufsischen Kataster- 
verwaltung enthält über Auswahl und Vermarkung der trigonome- 
trischen Punkte unter anderen folgende Vorschriften: Die neu zu 
bestimmenden trigonometrischen Punkte sind nach Möglichkeit so 
zu wählen, dafs sie mit natürlichen Festpunkten zusammenfallen, z. B. 
mit den Türmen von Kirchen, Kapellen, Schlössern. Grenzsteine 
sind von der Benutzung als trigonometrische Punkte in der Regel 
ausgeschlossen. Die nicht auf natürliche Festpunkte fallenden 
Dreieckspunkte sind im Felde dauerhaft zu vermarken, in der 
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Regel durch Drainröhren von etwa 10cm lichter Weite und etwa 
30cm Länge, welche lotrecht gestellt mindestens 30cm, wo tiefe 
Ackerkultur stattfindet, etwa 50 cm unter die Bodenfläche versenkt 
werden, und deren Achse den Dreieckspunkt bezeichnet. Man ver- 
sichert denselben noch dadurch, dafs zwei sich nahe rechtwinklig 
schneidende Linien, in deren Durchschnitt der Punkt fällt, abgesteckt 
und die Endpunkte derselben in 2m Abstand vom Dreieckspunkte 
durch Drainröhren von nur 3cm lichter Weite markiert werden. 
Aufserdem sollen Abmessungen von geeigneten, in der Nähe befind- 
lichen Grenzsteinen oder sonstigen Punkten unter Anwendung mög- 
lichst einfacher Konstruktionen aber zahlreicher Kontrollen jeden 
Netzpunkt dergestalt festlegen, dafs danach die versenkten Marken 
wieder aufgefunden oder, wenn verloren, wieder eingesetzt werden 
können. Die Vermarkung muls jedesmal vor der Winkelbeobachtung 
erfolgen. 

Ähnliche Vorschriften giebt die genannte Vermessungsanweisung 
betreffs der Vermarkung der Polygonpunkte, für welche Drainröhren 
von 4,5 cm lichter Weite und 20 bis 30 cm Länge verwendet werden 
sollen. Ein Erdhügel um jeden Punkt oder ein ausgestochener 
Rasenring, ein Pfahl oder eine zweite Drainröhre von 3cm Weite 
soll als Tagzeichen dienen. Um das Polygonnetz möglichst unab- 
hängig von den mehr wandelbaren Grenzbezeichnungen zu erhalten, 
soll die gleichzeitige Benutzung von Grenzsteinen als Polygon- 
endpunkte grundsätzlich vermieden werden. In anderen Ländern 
wählt man dafür häufig Gewannengrenzsteine, um diese desto sicherer 
zu bestimmen; aber es würde zu weit führen, wenn man alle solche 
Steine durch Polygonzüge festlegen wollte. In die Hauptzüge, welche 
mit Seiten von 200 bis 300m Länge und möglichst flachen Winkeln 
je zwei Dreieckspunkte unter sich verbinden, können offenbar nur 
wenige Grenzsteine eingefügt werden, eine grölsere Anzahl läfst sich 
in Nebenzügen unterbringen, welche an die Hauptzüge anschliefsen und 
je zwei derselben unter sich verbinden. Es genügt aber offenbar, wenn 
die wichtigeren Grenzen mittels kurzer Normalabstände oder durch 
Schnitte auf die Polygonseiten eingemessen werden können. Bekannt- 
lich dienen die Polygonseiten später als Messungslinien zum Anknüpfen 
auch des Details mittels Abscissen und Ordinaten. Eine Anzahl 
solcher Messungslinien wird auch gewonnen durch geradlinige Ver- 
bindung von zwei Punkten, welche in den Polygonseiten liegen und 
sorgfältig eingemessen sind. Auch diese sogenannten Bindelinien 
sucht man möglichst so zu legen, dafs sie einen oder mehrere Flur- 
grenzsteine aufnehmen oder nahe daran vorübergehen. Die End- 
punkte der Bindelinien brauchen nur für die Dauer der Aufnahme 
ausgepflöckt zu werden, da man sie jederzeit neuerdings einmessen 
kann. Diejenigen Flurgrenzsteine, welche Polygonpunkte sind, 
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werden als solche durch ein eingehauenes Kreuz, ein Bohrloch oder 
eine andere Marke bezeichnet. In allen anderen Fällen müssen 
eigens Polygonmarken gesetzt werden, so namentlich im Innern der 
Dörfer und Städte. Um hier aber die Polygonpunkte vor der Zer- 
störung durch den Verkehr zu schützen, versenkt man selbst die 
Steine unter den Boden und bringt nur an den nächstgelegenen 
Häusern Marken zum Wiederaufsuchen der Punkte an. Statt der 
Steine sind gerade hier die thönernen Drainröhren oder gufseiserne 
versenkte Rohre ihrer Dauerhaftigkeit und geschützten Stellung 
wegen am Platze; man braucht für sie kein Loch zu graben, sondern 
ein solches nur mit dem eisernen Erdbohrer vorzubohren. 

Allgemeine Beachtung erheischen folgende Vorschriften der 
mehr erwähnten preufsischen Vermessungsanweisung: „Polygonzüge, 
welche in der Nähe von trigonometrischen Punkten oder bereits be- 
stimmten Polygonpunkten vorbeiführen, sind mit denselben, wenn 
es irgend angeht, in bestimmende Verbindung zu setzen. Ist die 
Verbindung nicht mit hilfe direkter Längenmessung zu ermöglichen, 
so ist dieselbe durch Hilfsmessungen und Rechnungen herzustellen. — 
Als ein besonders wichtiges Erfordernis bei der Auswahl der Polygon- 
punkte ist zu beachten, dafs bei der Messung der Polygonwinkel die 
Visierstäbe in den Eckpunkten des Polygons an ihrem Fufsende 
anvisiert werden können. — Die Polygonseiten sind möglichst lang 
auszuwählen, jedoch ist das Zusammentreffen unverhältnismäfßig 
langer und kurzer Seiten zu vermeiden.“ 

Der wertvollere Teil einer Theodolitaufnahme wird der Zukunft 
nicht durch einen Plan aufbewahrt, sondern durch die Koordinaten 
der Polygonpunkte und die Originalzahlen der Detailaufnahme. Der 
besseren Übersicht wegen müssen aber auch diese Zahlen in Pläne 
eingeschrieben werden, bei denen nicht so sehr die Richtigkeit der 
Zeichnung, als der klare und unzweideutige Eintrag der Zahlen 
Hauptsache ist, Diese sogenannten Handrisse oder Vorrisse werden 
auf dem Felde selbst mit Lineal, Winkel und Mafsstab entworfen, 
müssen daher auf einem Brettchen oder auf Pappe aufgezogen sein 
und die durch Koordinaten festgelegten Punkte von Hause aus ent- 
halten. Je nach der Art der einzutragenden Gegenstände ist der 
Mafsstab des Handrisses verschieden. Die erste Übersicht der 
Polygonzüge und der Gewannengrenzen kann im Mafsstabe 1: 2000 
entworfen werden. Sofort beim Aufsuchen der Polygonpunkte milst 
man die Polygonseiten zum erstenmal, entwirft nach den Mafsen 
und einer Schätzung oder rohen Messung der Winkel die Linien des 
Handrisses und geht erst zur weiteren Polygonbearbeitung über, 
nachdem eine vollständige Übersicht der Züge gewonnen ist. Nach 
ihr bestimmt man die Reihenfolge der Theodolitaufstellungen und 
numeriert entsprechend derselben die Polygonpunkte im Zusammen- 
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hange. Im Felde werden die Nummern den Punkten ebenfalls 
auf Numerierpflöcken beigesetzt, doch ist dies nicht allerorts vor- 
geschrieben. 

Nach der vollständigen Messung und Berechnung der Züge ent- 
wirft man Handrisse für das Detail, je nach der Menge desfelben in 
1:1000 oder 1:500. Die Polygonpunkte sind auf diesen Handrissen, 
welche man in gröfserer Anzahl übereinander auf Pappe mit den Rän- 
dern festklebt, von Hause aus in richtiger Lage eingetragen. Zu den 
Polygonseiten werden auf dem Felde noch die Bindelinien hinzu- 
konstruiert, ebenso im Laufe der Detailmessung sämtliche Abscissen 
und Ordinaten ungefähr im Mafsstabe des Handrisses aufgetragen und 
mit den zugehörigen Zahlen nach Anordnung des $.108 beschrieben. 
Die Angaben des Handrisses müssen so vollständig sein, dafs danach 
ein detaillierter Plan der Gemarkung entworfen werden und dafs um- 
gekehrt, auf grund des Handrisses und der Polygonmarken, der auf- 
genommene Grundrifs jederzeit wieder auf das Feld zurückkonstruiert 
werden kann. Zunächst sind die Gewannen- und Weggrenzen durch 
den Winkelspiegel festzulegen, soweit ihre Grenzsteine nicht schon 
Polygonpunkte sind. Die Parzellen einer jeden Gewanne werden 
da wo sie auf die Grenzen sto[sen eingemessen, aufserdem aber die 
Ackerbreiten noch auf querdurchlaufenden Bindelinien gemessen. 
Häuser, Höfe, Gärten machen ein möglichst enges Netz von Binde- 
linien und manche Hilfskonstruktion erforderlich, wofür allgemeine 
Regeln nicht gegeben werden können. Ähnliches gilt für die Auf- 
nahme von vielverzweigten Wasserläufen in flachen Thälern, mit 
dem Unterschiede jedoch, dafs man hier auf das Festlegen veränder- 
licher Ufer keine grolse Sorgfalt zu verwenden hat; anders bei regu- 
lierten Flüssen und Bächen. 

Als Regel beachte man, dafs keine Ordinate, welche mit dem 
Winkelspiegel abgesteckt wird, länger als 40 m werden soll, und 
von dieser Regel weiche man auch bei untergeordnetem Detail nicht 
ab, sondern vermehre schon der Zeitersparnis wegen lieber die 
Bindelinien mit Zuhilfenahme von Schnitten und Schrägmalsen. 

Wenn die Detailaufnahme mittels Latten geschieht, was sehr 
anzuraten ist, so liest man auch Centimeter mit ab, da es ohne Mühe 
geschehen kann. Erst nachdem der Vergleich mit den Kontroll- 
mafsen bei der Ausarbeitung des Planes vollzogen ist, runde man 
nach Umständen auf Decimeter ab. Als Kontrolle für die Abseissen 
dient die vorher bestimmte Gesamtlänge der Messungslinie; zur Kon- 
trolle für Abscissen und Ordinaten zugleich mifst man auch die Län- 
gen zwischen zwei Brechungspunkten der aufzunehmenden Grenzen. 
Aufserdem werden noch sogenannte Verifikationsschnitte durch 
ganze Fluren gelegt. Es sind dies nichts als Bindelinien von be- 
sonderer Länge, welche möglichst viel Detail durchschneiden und 
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auf welchen alle Durchschnittspunkte sorgfältig eingemessen werden. 
Sie bieten eine durchgreifende Kontrolle für die ganze Arbeit. Die 
Fehlerlicenz richtet sich dabei nach dem Werte der Grundstücke. 
In Gegenden von hohem Bodenwerte sind alle Parzellengrenzen aus- 
gesteint, und zwar in den Längsgräben der Äcker durch je zwei 
Steine, welche, für eine ganze Gewanne reihenweise geordnet, in 
sogenannte Steinlinien gesetzt werden. Wo solche vorhanden sind, 
kanı man verlangen, dafs auch der Verifikationsschnitt nur wenige 
Centimeter Fehler in den einzelnen Ackerbreiten aufdeckt. Dasfelbe 
gilt für eingefriedigte Grundstücke, falls die Einfriedigung nicht 
lediglich aus wildwachsenden Hecken besteht. 

Da die Handrisse neben dem Koordinatenverzeichnis das wich- 
tigste Aufnahmematerial enthalten, so pflegt man sie zu Hause ent- 
weder sorgfältig zu kopieren oder die Originale wenigstens in Tusche 
auszuziehen, Linien sowohl als Zahlen, ohne jedoch die mit Bleistift 
eingetragenen Aufnahmezahlen wegzulöschen oder zu überdecken. 
Wil! man sogleich im Original eine festhaftende, tief gefärbte Schrift 
erhalten, so bediene man sich auf dem Felde der Kopiertintenstifte 
(einer Erfindung von E. & R. Jacobsen in Berlin) welche in allen 
Schieibzeugläden zu haben sind. Die Schrift ist zuerst von ge- 
wöhnlicher Graphitschrift nicht zu unterscheiden, wird aber nach 
geringer Anfeuchtung anilinviolett oder rot. Dabei ist jedoch zu 
bedenken, dafs Anilinfarben keine Ausdauer versprechen, weshalb 
in manchen Vermessungsvorschriften für alle Einträge von Zahlen 
auf lem Felde die Anwendung von Gallustinte verlangt wird. 

Zu Hause versieht man die Handrisse mit einer Überschrift, 
welche das Objekt der Aufnahme sogleich erkennen läfst, und er- 
leicktert aufserdem die Orientierung durch Angabe der Nordsüd- 
linie. sei es auf grund der Punkte, welche aus der Landesvermessung 
herübergenommen worden sind, oder wenn solche fehlen, auf grund 
einer eigenen Aufnahme. Diese pflegt man alsdann nur flüchtig 
auszıführen, entweder nach der in Einleitung VI erwähnten Methode, 
oder mit hilfe der Bussole, von welcher das nächste Kapitel handelt. 

Mit der Ausarbeitung der Handrisse ist die eigentliche Aufnahme 
beendet. Die Verwertung derselben zu Plänen und zur Flächen- 
bere:hnung behandelt ein späteres Kapitel. Ausführlicheres zu dem 
vorliegenden Gegenstande findet der Leser in einem Aufsatze von 
Doll: „Grundzüge einer rationellen Katastervermessung“, Zeitschr. 
f. Verm. 1878, sowie in den Vermessungsanweisungen VIII und IX 
der yreufsischen Katasterverwaltung, welche den Charakter von Lehr- 
büchern annehmen, soweit sich dies irgend mit der Kürze und Ent- 
schielenheit amtlicher Vorschriften verträgt. 


Vıgler, Praktische Geometrie, 33 
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Bussolenaufnahme. 


$. 170. 


Allgemeines. Schon bei der Orientierbussole ($. 121) macht 
man davon Gebrauch, dafs die Achse einer frei schwebenden Magnet- 
nadel für ein gröfseres Gebiet und längere Dauer ein konstantes 
Azimut hat, oder wenigstens Azimute, die innerhalb enger Grenzen 
schwanken. Wichtiger noch ist die Verwertung dieser Eigenschaft 
zum Messen von Azimuten, was dadurch ermöglicht wird, dafs man 
die Magnetnadel mit einem geteilten Kreise und einer Visiervorrich- 
tung verbindet. Instrumente derart werden je nach der Bestim- 
mung zu Arbeiten über oder unter der Erde Feldbussolen oder 
Grubenkompasse genannt. Eine zu Grubenarbeiten brauchbare Bus- 
sole kann jedoch in der Regel auch zu oberirdischen Messungen 
verwandt werden, da der Hauptunterschied zwischen beiderlei In- 
strumenten durch den Umstand veranlafst wird, dafs in Gruben sehr 
steile Visuren auftreten. Hierdurch wird man genötigt, von festen 
Dioptern, wie sie bei Feldbussolen zuweilen vorkommen, ganz ab- 
zusehen und statt dessen mit dem Kreise des Grubenkompasses eine 
horizontale Achse und ein Visierrohr (Diopter- oder Fernrohr) zu 
verbinden, welches steil auf- und abwärts gerichtet werden kann. 
Am besten eignet sich hierzu ein durchschlagbares excentrisches 
Fernrohr, während man sich bei blofsen Feldbussolen den Vorteil 
eines centrisch angebrachten Fernrohrs nicht entgehen lassen wird. 
Theodolite endlich, welche mit einer Kreisbussole verbunden sind, 
sogenannte Grubentheodolite, vereinigen die Vorzüge des Gruben- 
kompasses mit denen des Theodolits, indem sie gleicherweise zur 
unabhängigen Messung einzelner Azimute wie auch zur Winkel- 
messung geeignet sind. Man giebt ihnen ebenfalls ein excentrisches 
Fernrohr oder ein solches, dessen Okular mit hilfe eines spiegelnden 
Prismas seitwärts abgebogen ist. 
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Die hier genannten Bussolen mit Vollkreis und Visiervorrich- 
tung werden in fester Aufstellung auf Stativen gebraucht. Es 
giebt auch Handbussolen, bei deren Gebrauch das Auge gleich- 
zeitig Ziel und Kreisteilung erblickt, die letztere demnach sofort 
während des Visierens ablesen kann, vorausgesetzt, dafs die Nadel 
ruhig genug steht. Diese Bedingung läfst sich jedoch in freier 
Hand nur sehr schwer erfüllen, schon eher wenn der Arm oder 
lieber das Instrumentchen selbst auf einem Stabe ruht; der beab- 
sichtigte Vorzug der Konstruktion, den ihr Name andeutet, wird 
damit freilich aufgegeben. Da Handbussolen hauptsächlich bei 
Rekognoszierungen und topographischen Aufnahmen Verwendung 
finden, so übergehen wir sie an dieser Stelle und beschränken uns 
hier auf die Beschreibung eines Grubenkompasses, der zugleich als 
Feldbussole dienen kann. 


$. ı71. 


Taschenkompafs von Breithaupt. Tafel VIII (a. f. S.) stellt 
einen derartigen Apparat aus der Werkstätte von F. W. Breit- 
haupt & S. in Kassel dar, der ungeachtet seiner geringen Dimensionen 
zu allen Arbeiten geeignet sein dürfte, zu welchen Grubenkompasse 
überhaupt dienen können. Die Einfachheit seiner Konstruktion und die 
Möglichkeit, den Apparat vollständig auseinander zu üehmen, macht 
denselben zu einem bequemen Begleiter auf Reisen oder Märschen 
zu'schwer zugänglichen Vermessungsobjekten. Hierzu gesellt sich 
die vielseitige Verwendbarkeit des Apparats, welche demselben 
durch einfache Mittel erteilt wird und ihn zum Ersatze einer Reihe 
von anderen Instrumenten geschickt macht. Diese letztere Eigen- 
schaft erführt allerdings eine Einschränkung in Hinsicht der "Ee 
nauigkeit. Wir beginnen die Beschreibung des Instruments mit 
den wesentlichen Bestandteilen eines jeden Grubenkompasses. 

Die sehr empfindliche Magnetnadel der Bussole ruht mit ihrem 
Hütchen, das ein Achat abschliefst, auf einer feinen Stahlspitze und 
kann von aufsen gehemmt werden, indem ein Schieber unter der 
Öse des Bussolengehäuses das kreisrunde Scheibehen, welches unter 
der Nadel sichtbar wird, und damit die Nadel selbst emporhebt und 
gegen den Glasdeckel drückt. Die Länge der Nadel von 45 mm ist 
nur ein klein wenig geringer als der innere Durchmesser der Kreis- 
teilung, so dafs die Nadel auf gleicher Höhe mit dieser frei spielen 
und aufs schärfste abgelesen werden kann. 

Die Kreisteilung geht bis zu einzelnen Graden und ist ent- 
gegengesetzt dem Laufe der Uhrzeiger beziffert; es ist dies nötig, 
weil die Azimute an der feststehenden Nadel abgelesen werden, und 
es würde auch bei Theodoliten eine rückläufige Bezifferung erforder- 
lich, falls die Alhidade feststände und das Fernrohr mit dem Kreise 
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Tafel VII. 
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verbunden wäre. Entsprechend den Gradzahlen sind auch die 
Himmelsgegenden in verkehrter Reihenfolge angeschrieben. Bei 
„Nord“ liegt der Anfangspunkt der Kreisteilung; in der gezeichneten 
Fernrohrlage mufs man daher am Südende der Nadel ablesen, um 
die Hinımelsrichtung und die (magnetischen) Azimute der Fernrohr- 
visierlinie, deren Vertikalebene dem ersten Durchmesser der Kreis- 
teilung parallel laufen soll, richtig zu erhalten, wenn man sie von 
Süden aus über Westen rechnet. Bei durchgeschlagenem Fernrohr 
ist die Gradablesung am Nordende der Nadel zu machen. Umgekehrt 
bei Zählung der Azimute von Norden über Osten. 

Der Bussolenkreis dreht sich um einen Vertikalzapfen, an den 
er mittels der seitlich hervorstehenden Schraube A geklemmt werden 
kann. Die Zapfenhülse erweitert sich nach oben zu einer Schale, 
welche das Bussolengehäuse aufnimmt und dasfelbe mittels dreier 
Schräubchen festhält. Der Kopf eines derselben wird in Tafel VIII 
vor der Zapfenhülse sichtbar. Nach unten erweitert sich der Zapfen 
zu einer Kugel, welche von zwei aufeinandergeschraubten hohlen 
Halbkugeln gefafst wird und so ein Kugelgelenk zur Lotrechtstellung 
des Zapfens bildet. 

An die vorerwähnte Schale schliefst sich mittels vier Schrauben 
ein vierseitig-prismatisches, abgefasetes Gufsstück zur Aufnahme der 
horizontalen Drehachse des excentrischen Fernrohrs. Die letztere ist 
etwas konisch abgedreht und endigt in eine Schraubenspindel mit 
Mutter D und Unterlegplatte, so dafs der Gang der Achse geregelt 
werden kann. Durch eine Klemmschraube B kann derselbe vollends 
gehemmt werden. Wie man sieht, schliefst das prismatische Gufs- 
stück nicht dicht an die Schale an, so dafs es dem Mechaniker mög- 
lich ist, durch geeignetes Anziehen der vier Verbindungsschrauben 
die Fernrohrdrehachse normal zur Achse des Vertikalzapfens zu 
richten. Diesen letzteren lotrecht zu stellen, ist mit dem Gehäuse 
der Bussole eine Dosenlibelle verbunden, welche auf einer Feder 
ruht und mittels dreier Schräubchen, von denen man zwei erblickt, 
in bekannter Weise berichtigt werden kann. Die Schraube C und 
ein nicht sichtbarer Stift dienen zur Befestigung der Dosenlibelle 
auf der Unterlagsplatte. 

Das astronomische Fernrohr vergröfsert 4!/ fach durch ein ein- 
faches Keppler’sches Okular. Die Brennweite des Objektivs be- 
trägt 9cm bei 16 mm Öffnung. Dem Okularauszug fehlt das Getriebe, 
er gleitet unter dem Drucke einer innen und seitlich angebrachten 
Feder in dem ebenfalls federnden, weil hinten geschlitzten Objektiv- 
rohr. Im Okularauszuge steht das Fadenkreuz nach jeder Richtung 
hin fest. 

Man sieht das Fernrohr von zwei Ringen umfafst und in jedem 
derselben ein Schräubchen, wovon eines mit gerändertem Kopf für 
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den Handgebrauch. Sie bilden zusammen eine Spitzenachse, um 
welche der Gradbogen sich dreht, wenn man ihn dazwischen einfügt. 
Das Lot, welches im Mittelpunkte des Gradbogens aufgehängt ist, 
trägt einen viereckigen Rahmen und gestattet mittels eines darin 
ausgespannten Rofshaares die Fernrohrneigung am Limbus abzu- 
lesen, welcher bei 9cm Durchmesser in ganze und halbe Grade ge- 
teilt ist. Bei einem Grubenkompals ist diese Zugabe von grofsem 
Wert; denn da man in den engen Grubenstollen die Entfernungen 
nicht horizontal, sondern in geneigter Richtung mifst, nämlich längs 
einer gespannten Schnur, so liefert die Fernrohrneigung, wenn die 
Visierlinie der Schnur parallel geht, das Reduktionselement für die 
Berechnung der horizontalen (und vertikalen) Abstände anvisierter 
Punkte vom Instrument (von der Drehachse des Fernrohrs). 
Fig. 180. 


IKZ 
E ll 


Minder wichtig ist eine andere Zugabe. Trennt man die Bus- 
sole von der Schale, in der sie ruht, nimmt die Dosenlibelle ab und 
hemmt die Magnetnadel, so kommt bei lotrechter Lage des Limbus 
ein kleiner Senkel zum Spielen, welcher sich längs einer Grad- 
einteilung und um die Stahlspitze der Magnetnadel als Achse bewegt. 
Das äufsere Ende des Senkels besitzt einen dünnen Ansatz, welcher 
in einer Rinne geführt wird. Der Gradbogen ist bei 4cm Durch- 
messer bis auf einzelne Grade geteilt und reicht vom Nullpunkte 
beiderseits bis zu 90%. Wenn der Zeiger auf Null deutet, so ist 
zugleich die Kante A B, Fig. 180, an der Unterlagsplatte der Dosen- 
libelle horizontal. 

Mit dieser Kante auf irgend eine horizontale oder geneigte 
Ebene aufgesetzt, stellt der Apparat mithin eine Gradwage zur 
Messung der Neigung der Ebene dar. Die Unterlagsplatte läfst sich 
aufserdem um eine (punktierte) Achse ganz in das Gehäuse hinein- 
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drehen, so dafs die Bussole wie eine Taschenuhr getragen werden 
kann. 

In Fig. 180 ist sie mit dem Zulegezeug verbunden. Man ver- 
steht darunter ein Lineal mit zwei aufrechten Säulchen, von denen 
das eine ein Schräubchen mit Spitze, das andere dieser gegenüber 
eine Vertiefung hat. Dem entsprechen am Gehäuse der Bussole 
eine Vertiefung und eine Spitze, letztere am Griff C des Gehäuses. 
Die Verbindung der Bussole mit dem Zulegezeug erfolgt hierdurch 
in einer Achse, welche den Zeichenkanten des Lineals parallel ist 
und zugleich mit dem Hauptdurchmesser des Horizontalkreises der 
Bussole zusammenfällt. 

Die Vorrichtung dient, um eine Reihe gemessener Azimute auf 
eine Zeichnung zu übertragen. Man läfst die Nadel der Bussole 
auf der gemessenen Gradzahl einspielen und zieht längs der Lineal- 
kante eine Linie, deren Azimut nun dem gemessenen gleich sein 
wird, wenn die Zeichnung orientiert ist. Um sie zu orientieren, 
wird man das Zulegezeug in diejenige Richtung legen, für welche 
auf der Zeichnung das Azimut Null gilt, und das Reifsbrett drehen, 
bis die Magnetnadel auf 0° einspielt. 

Tafel VIII zeigt den Taschenkompafs auf einem englischen 
Stockstativ, mit dem er durch ein Schraubengewinde verbunden ist. 
Eigentümlich ist die bei vielen englischen Stativen vorkommende 
Verbindungsart der Beine mit dem Stativkopf, welche Ähnlichkeit 
mit Zirkelgewinden hat, den zirkelartigen sanften und gleichmäfsigen 
Gang der Stativbeine aber nicht in dem Mafse herstellt, als gut 
gearbeitete Stative nach Reichenbach. Denn es ist noch weit 
schwieriger, die Metallscheiben, welche sich aufeinander reiben, gut 
passend zu arbeiten, zumal sie nur äufserst wenig federn, beim An- 
ziehen der Schraubenbolzen also kaum fester aneinander schlieisen. 
Die Innenflächen der Stativbeine stofsen unter 120° zusammen, die 
Scheitelkanten berühren sich beim Zusammenlegen der Beine und 
bilden gemeinsam die Achse eines schwach konischen Stabes, dessen 
drei Teile durch einen aufgeschobenen Ring und eine aufgeschraubte 
Zwinge zusammengehalten werden. Nach Entfernung des Kom- 
passes läfst sich oben noch ein Metallknopf aufschrauben, wodurch 
die Umgestaltung des Stativs in einen, freilich etwas wuchtigen, 
Wanderstab vollendet ist. 

Man übersieht leicht, dafs die Möglichkeit ihn zu zerlegen dem 
Apparat wohl eine grofse Vielseitigkeit der Verwendung sichert, 
damit aber auch die gegenseitige Lage der Hauptachsen und Durch- 
messer des Instruments Veränderungen aussetzt, welche bei zusammen- 
hängenden Arbeiten stören können und während des Gebrauchs häu- 
figere Prüfungen erfordern, als bei ununterbrochener Verbindung der 
Bestandteile nötig wären. Dieser Mangel der Stetigkeit drückt die, 
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seinen Dimensionen gegenüber sehr hohe Genauigkeitsleistung des 
Apparats begreiflicherweise etwas herab. 


$. 172. 


Gebrauch, Prüfung und Berichtigung des Grubenkompasses. 
Unter der Voraussetzung, dafs der Apparat vollkommen richtig sei, 
erfolgt die Messung eines Azimuts nach Lotrechtstellung des Vertikal- 
zapfens einfach in der Weise, dafs man nach einem Punkte des 
Zieles visiert, der um ebensoviel excentrisch ist als das Fernrohr, 
und die Stellung der Magnetnadel am Horizontalkreise abliest; die 
Messung der Fernrohrneigung so, dafs man zugleich die Lage des 
Senkels am Gradbogen mitnimmt. Wir suchen jetzt der Reihe nach 
die Bedingungen auf, welche der Apparat zu erfüllen hat, damit 
man in so einfacher Weise vorgehen kann. Dabei nehmen wir vor- 
erst keinen anderen Einflufs auf die Nadel an, als den des Erd- 
magnetismus und betrachten die Richtung des magnetischen Meridians 
als für längere Dauer auf dem Messungsgebiete konstant. 

Zunächst soll bei einspielender Dosenlibelle der Vertikalzapfen 
lotrecht stehen und die Visierebene vertikal sein, da nur in diesem 
Falle Azimute gemessen werden. Die erste Forderung ist nach $. 39 
leicht zu erfüllen; die Erfüllung der zweiten hängt davon ab, ob der 
Kollimationsfehler und die Neigung der Fernrohrdrehachse gegen den 
Vertikalzapfen beseitigt werden können. An unserem Instrumente 
ist nur das letztere und nur mit einiger Geschicklichkeit möglich. 
Untersucht werden beide Fehler wie beim Theodolit, der Kollimations- 
fehler mit Rücksicht auf die Excentrizität des Fernrohrs, wobei zu 
beachten ist, dafs man nach dem Durchschlagen des Fernrohrs und 
Rückkehr auf ein anvisiertes Ziel nur dann eine der vorigen parallele 
Visur erwarten kann, wenn man den Zielpunkt um die doppelte 
Excentrizität des Fernrohrs seitwärts verlegt. Aus der Gröfse der 
beiden Instrumentalfehler hat man nach §§. 52 und 53 zu beurteilen, 
bis zu welcher Fernrohrneigung es gestattet ist, sich mit einer ein- 
zigen Visur nach angegebener Art zu begnügen. Durch Visieren 
in zwei Lagen des Fernrohrs lassen sich in allen Fällen beide Fehler 
eliminieren. 

Beim Drehen der Bussole um den lotrecht stehenden Vertikal- 
zapfen soll die Nadel immer in gleicher Höhe mit dem Kreisrande 
bleiben. Der Mechaniker mufs dies durch Ausbalaneieren der Magnet- 
nadel und Normalstellung der Kreisebene zur Achse des Vertikal- 
zapfens ermöglicht haben. 

Die beiden Enden der Nadel sollen stets in einen Durchmesser 
des Bussolenkreises fallen. Dies setzt voraus, dafs der Unterstützungs- 
punkt der Nadel über dem Centrum des Kreises liegt und in der- 
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selben Vertikalebene mit beiden Enden. Ist letzteres der Fall, aber 
der Unterstützungspunkt excentrisch, so wird der Bussolenkreis von 
der Nadel nur dann halbiert, wenn sie in der Richtung der Excen- 
trizität liegt. Von da bis zu einer Lage, die um 90° davon ver- 
schieden ist, wächst die Ungleichheit der beiden Kreistheile, welche 
die Nadel abscheidet. Zu diesem veränderlichen Betrage kommt 
noch ein konstanter, falls die Nadelenden mit dem Aufhängepunkte 
nicht in einer Vertikalebene liegen. Beide Beträge fallen jedoch 
aus den Beobachtungen wieder hinaus, wenn man die feine Ablesung 
an beiden Nadelenden und aus den Ablesungen das arithmetische 
Mittel nimmt. Man reduziert dadurch, entsprechend den Erläuterun- 
gen des $. 56, auf eine Nadel, welche der Verbindungslinie beider 
wirklichen Nadelenden parallel und durch den Mittelpunkt der 
Kreisteilung laufend gedacht wird. 

Wenn man mit dem Grubenkompafs magnetische Azimute 
messen will, so ist ferner erforderlich, dafs die Nadel auf Null zeige, 
sobald die Visierebene des Fernrohrs mit dem magnetischen Meridian 
zusammenfällt. Dies wird der Fall sein, wenn 

1) der Durchmesser O0 bis 180° des Bussolenkreises parallel der 
Visierebene und 

2) die magnetische Achse der Nadel mit der Verbindungslinie 
ihrer Enden parallel läuft. 

Um den ersten Punkt zu prüfen, richte man das Fernrohr nach 
einem deutlichen und ziemlich entfernten Ziele, setze auf die Striche 
0 und 180° der Kreisteilung zwei Diopter und sehe zu, ob deren 
Visierlinie dasfelbe Ziel trifft. 

Uber den zweiten Punkt verschafft man sich Gewifsheit durch 
Umhängen der Nadel, indem man nämlich das Hütchen derselben 
ab- und von der entgegengesetzten Seite wieder einschraubt. Ist 
zwischen der ersten und zweiten Aufhängung der Bussolenkreis un- 
verändert geblieben, so wird, da die magnetische Achse der Nadel 
sich ihrer früheren Lage parallel stellt, eine Abweichung der Nadel- 
enden den doppelten Betrag der Divergenz anzeigen, welche zwi- 
schen der Verbindungslinie dieser Enden und der magnetischen 
Achse besteht. 

Korrektionsvorrichtungen giebt es an unserem Instrumente für 
Fehler in vorstehenden beiden Punkten nicht; ihre Beträge müssen 
daher addiert und in Rechnung gebracht werden. Zu der Summe s 
beider Reduktionen gelangen wir aber noch leichter, wenn uns auf 
dem Felde eine Linie von bekanntem magn. Azimut « zur Verfügung 
steht. Wir visieren in der Richtung dieser Linie, lesen die Stellung 
der Nadel ab und subtrahieren die Ablesung von œ. Die Differenz 
ist gleich s und mufs jeder anderen Ablesung beigefügt werden, um 
dieselbe in ein magnetisches Azimut zu verwandeln, Eine Visur 
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von bekanntem Azimut bietet sich entweder durch eine Dreiecks- 
seite einer Landesvermessung oder durch eigene Bestimmung der 
Nordsüdlinie (Einleitung VI). In beiden Fällen mufs die Deklination 
der Magnetnadel bekannt sein, um aus den astronomischen Azimuten 
magnetische herzuleiten. 


Beispiel. 


Vom Standpunkte B auf der Lousbergterrasse bei Aachen hat 
Verfasser mit Breithaupts Grubenkompafs eine Reihe von Fest- 
punkten der Aachener Triangulation, darunter den Petriturm und 
Granusturm anvisiert und Folgendes abgelesen: 


I. Lage Süd Nord Mittel 


| 


Patrik ug 336,9 156,8 336,85 
Granus.. 7,8 187,8 7,8 


II, Lage Nord Süd Mittel 


Granus.. 8,3 188,2 8,25 
Petri ...| 337,8 157,7 | 337,75 


Mittel aus beiden Lagen 
Ban nn. i aa Baal 
Granas is ahi i 8.0250 = ns 80 igp 


Die Koordinaten der beiden Türme und des Standpunktes B sind 
nebst den daraus berechneten astronomischen Azimuten: 


Azimut 
B + 635 |+ 88,66 


Petri... | — 570,01 | + 833,29 3220 26,7’ 
Granus. . | — 111,35 | + 1066,06 353° 10,1 | 


Zieht man die Beobachtungswerte von den Werten der letzten Spalte 
ab, so erhält man als Reduktion R der Kompafsbeobachtungen auf 
astronomische Azimute: 


— 14° 51,55’ und — 14° 51,4. 


Gleichzeitig mit vorgenannten beiden Türmen wurden noch 
drei andere Festpunkte anvisiert. Wir stellen die fünf gefundenen 
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Reduktionszahlen, ihre Abweichung vom Mittelwert und die Qua- 
drate der Einzelfehler zusammen: 


Petriturm . . . .— 14513’ +03 0,09 
Granusturm . . . 51,4" + 0,4 0,16 
Jacobiturm . . . 50,7” — 0,3 0,09 
Marienturm . . . 50,5" — 0,5 0,25 
Monheims T LA Tons 51,1" + 0,1 0,01 


arithm. Mittel R' = — 14° 51,0 0,0 = [4] 0,60 = [Al 
Wir finden als mittleren Fehler u einer Beobachtung 


B = VAA k A A, 
als mittleren Fehler u, des arithmetischen Mittels: 
us = u : V5 = 10,03 = + 0% 

u V2 = + 0,55' ist der mittlere Fehler einer Visur mit Ablesung 
an beiden Enden der Nadel, und 2u = 0,8' der ungefähre Betrag 
des Ablesungsfehlers an einem Nadelende. Hier hat indessen, wie 
Verf. alsbald erkannte, ein eigentümlicher Zufall zur Übereinstimmung 
der Resultate beigetragen. Denn obwohl der Beobachter Strich- 
intervalle von nicht viel unter 1 mm, wie die Grade des Bussolen- 
kreises, durch Schätzung noch bis auf Zwanzigstel zu teilen vermag, 
so dafs, wenn er immer richtig schätzte, Vierzigstel Intervalle oder 
1,5' seine gröfsten Ablesungsfehler wären, so ist doch nicht anzu- 
nehmen, dafs er unter 1000 Fällen nur einmal den Schätzungsfehler 
3,3 x 0,8’ — 2,6’ = Ya; Intervall überschritte, wie der berechnete 
mittlere Fehler aussagt. Wiederholte Versuche, im ganzen 48 Ein- 
stellungen auf trigonometrische Signale, haben dem Verfasser denn 
auch bestätigt, dafs der einzelnen Beobachtung der Reduktionsgröfse 
R der mittlere Fehler + 3,7’ zukommt, worin indessen Teilungs- 
fehler des Bussolenlimbus mit einbegriffen sind. Vergl. des Verfassers 
Grundzüge der Ausgleichungsrechnung, Braunschweig 1883, $. 19. 

Aus der weiter unten zu erwähnenden DeklinationstafelJordans 
berechnet man, da die Beobachtungen am 21. August 1878 unter 
40° 47’ nördl. Breite und 23° 45’ östl. Länge von Ferro stattfanden, 
die Deklination —= 15° 30’, wenn westliche Deklination als positiv gilt. 
Gesetzt, dafs dies die genaue Deklination zur Tageszeit der Beobach- 
tung, nachmittags 2 Uhr, gewesen wäre, so folgt daraus, dafs die 
Reduktion b der Kompafsbeobachtungen K auf magnetische Azi- 
mute M beträgt: 

b = 15° 30' — 14° 51’ = + 39’ — + 0,65%. 

Allgemein, wenn A das astronomische Azimut, D die Deklination be- 
zeichnet, so ist A + D das magnetische Azimut und 


b=M—-K=A+D—- A=-B=D+R 
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In b ist sowohl die Divergenz zwischen der magnetischen Achse der 
Nadel und der Verbindungslinie ihrer Spitzen enthalten, als auch 
der Nichtparallelismus des Nullpunktsdurchmessers und der Visier- 
ebene, diese normal zur Drehachse des Fernrohrs gedacht. 

In vielen Fällen kommt es nicht darauf an, von welcher Vertikal- 
ebene aus die gemessenen Richtungen gezählt werden. Dann braucht 
man keine der eben besprochenen Untersuchungen anzustellen, son- 
dern kann die Angaben der Bussole unmittelbar bei der Messung 
verwerten. Nur dafür ist immer Sorge zu tragen, dafs der Winkel 
zwischen der Visierebene und dem Nullpunktsdurchmesser des 
Bussolenkreises für zusammenhängende Messungen unverändert 
bleibt. 

Noch sei darauf hingewiesen, dafs bei gebrauchten Bussolen 
die Reibung der Nadel auf ihrer Tragspitze von der magnetischen 
Anziehungskraft der Erde nicht immer völlig überwunden wird, die 
magnetische Achse der Nadel also nicht genau in den Meridian ge- 
langt. Nach welcher Seite sie davon abweicht, hängt davon ab, von 
woher sie ihre letzte Schwingung vollzog. Man wird daher (mittels 
eines Stückchens Eisen) die Nadel einmal von West, das andere Mal 
von Ost her zur Ruhe kommen lassen und das arithmetische Mittel 
beider Ruhelagen als Meridianlage betrachten. Uberhaupt lassen 
sich mit einem Eisen- oder Stahlstückchen die Schwingungen der 
Nadel durch taktmälsige Gegenwirkung rasch verkleinern und selbst 
ganz aufheben, vorausgesetzt, dafs sich das Stativ in vollkommener 
Ruhe befindet. 

Wir haben hiermit die Bedingungen betrachtet, welche die 
Hauptteile eines Bussolenapparates zu erfüllen haben. Von den 
Zugaben des Breithaupt’schen Taschenkompasses sehen wir uns 
in gleicher Hinsicht hier nur das Zulegezeug an, da die Untersuchung 
der übrigen in ein anderes Kapitel gehört. 

Von dem Zulegezeug ist zu verlangen, dafs, nachdem das Reifs- 
brett gemäfs $. 171 orientiert worden ist, die Richtung einer be- 
liebigen Linie der Zeichnung gegen den Meridian derselben, ver- 
mehrt um eine Konstante, deren Betrag man nicht zu kennen braucht, 
dem Azimut gleichkomme, welches an der Nadel abgelesen wird, 
sobald man das Lineal an die Linie anlegt. Parallelismus beider 
Linealkanten vorausgesetzt, wird diese Forderung immer erfüllt, 
welche Lage auch der Nullpunktsdurchmesser der Bussole zu den 
Linealkanten haben mag. Sobald aber durch Herausnehmen und 
Wiedereinsetzen der Bussole in das Zulegezeug jene Lage sich ge- 
ändert haben könnte, ist das Reifsbrett selbstverständlich neu zu 
orientieren. Ebenso gelten die Bemerkungen in bezug auf Excen- 
trizität und Trägheit der Nadel auch bei dieser speziellen Anwen- 
dung der Bussole ganz selbstredend. 
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Der Parallelismus beider Linealkanten kann, aufser durch rein 
geometrische Bestimmung ihrer Abstände an verschiedenen Stellen, 
dadurch geprüft werden, dafs man sie beide nacheinander an ein 
und dieselbe Linie anlegt und zusieht, ob die Nadelstellung die 
gleiche ist. Anderenfalls benutze man immer nur eine Kante. 


$. 173. 


Die Änderungen der magnetischen Meridiane. Man be- 
zeichnet die Deklination oder den Winkel zwischen dem astronomi- 
schen und magnetischen Meridian eines Ortes als westlich oder 
östlich, je nachdem daselbst das Nordende der Magnetnadel eine 
westliche oder östliche Ablenkung (Mifsweisung) zeigt. In Europa 
ist dieselbe dermalen westlich und etwa seit Anfang des Jahrhunderts 
in langsamer Verminderung begriffen, welche gegenwärtig im Mittel 
ungefähr 7’ für das Jahr beträgt. Die Zeiträume, innerhalb welcher 
die Nadel von ihrer gröfsten westlichen zur gröfsten östlichen Dekli- 
nation übergeht, umfassen Jahrhunderte, jedoch wird die Erschei- 
nung noch nicht in hinreichender Ausdehnung verfolgt, um für alle 
Orte der Erde oder auch nur für Europa auf mehrere Jahre hinaus 
die mittlere Deklination mit der Genauigkeit feststellen zu können, 
mit welcher eine Bussole abgelesen werden kann. Die nachfolgende 
kleine Übersicht der Deklinationen in Mitteleuropa für Anfang 1880 
ist abgeleitet aus einer gröfseren Tafel, welche W. Jordan*) auf 
grund von Lamonts Deklinationskarten für 1854 und von neueren 
Beobachtungen für Mitte 1878 entworfen hat. Man ziehe indessen 
in wichtigeren Fällen Tafeln, welche auf neueren Beobachtungen 
fufsen ”*), oder noch besser gleichzeitige Deklinationsbestimmungen 
an Ort und Stelle zu Rate. Denn um den oben angegebenen 
Durchschnittswert der jährlichen Änderung schwankt der effektive 
nicht unbeträchtlich hin und her, und keineswegs an allen Orten um 
gleichviel. Jordan giebt die mittlere jährliche Abnahme für das 
Ende des vorigen Jahrzehnts auf 0,13° an. 


*) Handb. d. Vermessungskunde I, 619. 

**) Die deutsche Seewarte zu Hamburg veröffentlicht in Zeiträumen von 
mehreren Jahren Karten der erdmagnetischen Elemente, so für Anfang 1880 
in den Annalen der Hydrographie und maritimen Meteorologie, herausgegeben 
von dem hydrographischen Amte der Admiralität, VIII, 1880, Heft 3, 8. 337. 
Ähnlich verfährt die englische Admiralität. Aus den Karten der magneti- 
schen Isogonen (Linien, welche die Orte von gleicher Deklination miteinander 
verbinden) dieser Behörden findet der Leser am Schlusse des vorliegenden 
Abschnittes eine Tafel, ähnlich der folgenden nach Jordan, zusammengestellt. 
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Westliche Deklination der Magnetnadel für Anfang 1880, 


Östliche Länge von Ferro 
Geogr.| _ 


Breite 


200 220 | 230 | 240 | .250 260 | 270 


550 | 18,2 15,5 | 15,0 | 14,4 | 13,8 
540 | 18,0 15,5 | 14,9 | 14,3 | 13,8 
17,9 14,8 | 14,3 | 13,7 
17,6 14,8 | 14,2 | 13,7 
17,3 14,7 | 14,2 | 13,6 


17,0 14,6 | 14,2 | 13,6 


16,8 15,9 15,0 | 14,5 | 14,0 | 13,5 
16,6 15,7 14,8 | 14,3 | 13,8 | 13,3 
16,4 15,4 | 1: 14,6 | 14,1 | 13,7 | 13,2 
16,1 15,2 14,3 | 13,9 | 13,4 | 13,0 
15,8 15,0 51142 | 13,7 | 13,3 | 12,9 


Östliche Länge von Ferro 


Geogr. 
Breite 


829 399 340 35° 


550 10,7 | 10,1 9,6 9,1 
540 10,6 | 10,0 9,4 9,0 
530 10,6 | 10,0 9,5 9,0 
520 10,8 | 10,1 9,6 9,2 
510 10,9 | 10,4 9,9 9,4 


500 10,6 9,7 


499 10,7 
480 10,9 
470 10,7 
10,6 
14,0 


Wichtiger noch als die genaue Kenntnis des mittleren Betrages 
der Deklination wäre für den Geodäten diejenige der periodischen 
und der unregelmäfsigen Schwankungen um jenen Mittelwert. Von 
den ersteren spricht sich namentlich eine tägliche Periode deutlich 
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aus, mit einem Maximum und einem Minimum der Amplitude im 
Laufe jedes Jahres. Da aber die tägliche Periode an verschiedenen 
Orten nicht übereinstimmend verläuft und konsequente Beobachtun- 
gen über sie noch vereinzelter vorliegen als über die säkulare Ande- 
rung der Deklination, so läfst sich im allgemeinen nur anführen, 
dafs Amplituden bis zu 10’ beobachtet worden sind, also tägliche 
Abweichungen um etwa die Hälfte dieses Betrages auf beiden Seiten 
des mittleren magnetischen Meridians erwartet werden können. In 
Mitteleuropa ist die Deklination morgens 8 Uhr am kleinsten, nach 
rascher Zunahme nachmittags zwischen 1 und 2 Uhr am gröfsten, 
worauf sie zuerst schnell, später langsamer bis abends 8 Uhr sinkt. 
Die Amplitude erreicht im Dezember und Januar ihr geringstes, im 
April, Mai und August ihr höchstes Mafs. Aufserdem aber kommen, 
und in noch beträchtlich gröfserem Betrage, unregelmälsige Schwan- 
kungen vor, die meist auf einem gröfseren Bezirk in demselben 
Sinne erfolgen und dann nach A. v. Humboldt magnetische Ge- 
witter genannt werden, eine Erscheinung, welche man häufig gleich- 
zeitig mit dem Auftreten von Nordlichtern beobachtete, weshalb man 
einen gewissen Zusammenhang damit vermutet. Um seine Bussolen- 
aufnahmen von dem Einflusse periodischer und unregelmäfsiger Dekli- 
nationsschwankungen zu befreien, könnte man sich mit der nächsten 
magnetischen Beobachtungsstation in Verbindung setzen (die jedoch 
bei weitem nicht mit allen meterologischen Stationen verknüpft sind) 
und die registrierten Tagesbeobachtungen erbitten. Näher liegend 
sind wohl eigene Beobachtungen mit einer fest aufgestellten, empfind- 
lichen Magnetnadel, vielleicht einer solchen, die man an einem Kokon- 
faden aufgehängt hat. Dasjenige Mittel, welches gewöhnlich ange- 
wendet zu werden pflegt, um sich von den regelmäfsigen Schwankungen 
der Deklination unabhängig zu machen, ist die Beschränkung zu- 
sammenhängender Aufnahmen auf so kurze Zeit, dafs der Einflufs 
jener Änderungen neben dem mittleren Messungsfehler verschwinden 
muls. Gegen den Einflufs unregelmäfsiger Schwankungen schützt 
dies Verfahren freilich nicht. Da man beim Ablesen der Bussole aber 
ohnehin auf kleinere Winkelbeträge als Zehntelgrade verzichten mufs 
und Unregelmäfsigkeiten im Betrage von mehr als Fünftelgraden 
in Zeiträumen von einigen Stunden in der Regel nicht auftreten, so 
wird der Genauigkeitsverlust, der durch Unkenntnis der Deklinations- 
schwankungen entsteht, in der Praxis meist den mühsamen korre- 
spondierenden Beobachtungen an einer Standbussole vorgezogen. 
Ohne einen zweiten zuverlässigen Beobachter sind die letzteren auch 
kaum auszuführen. Unverkennbar wird auch der einzelne Beobachter 
seine Aussichten auf gute Resultate erhöhen, wenn er mehrmals im 
Tage, die eigentliche Aufahme unterbrechend, die Konstante R 
seines Instruments feststellt, sei es auf ein und demselben oder auf 
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verschiedenen Standpunkten, die sich dazu eignen; und wenn er sich 
an Tagen, welche der Büreauarbeit dienen, über den Gang der täg- 
lichen Deklinationsschwankung an seinem ruhig aufgestellten In- 
strument ein möglichst eingehendes Bild verschafft. 


$. 174. 


Anwendung der Bussole. Allgemeines. Ihrer geringen 
Genauigkeit wegen eignet sich die Bussole zu Triangulationen offen- 
bar nicht. Dagegen wird sie mit Vorteil zu Polygonmessungen unter 
und über der Erde angewendet. Bussolenzüge müssen aber anders 
angelegt werden als Polygonzüge mit dem Theodolit. Während 
man in die letzteren lange Seiten und möglichst wenige Theodolit- 
stationen einlegt, bestehen Bussolenzüge vielmehr aus ganz kurzen 
Seiten. Der Grund dafür ist, dafs sich in Theodolitpolygonen jede 
Winkelmessung auf alle vorhergehenden stützt, der Fehler in der 
Richtung der einzelnen Polygonseiten daher allmählich wächst und 
bei einer gröfseren Zahl von Seiten einen namhaften Betrag er- 
reichen kann, wenn er auch für die erste nur klein war. Die mitt- 
lere Unsicherheit der Lage eines Punktes in der ersten Richtung 
wächst proportional seinem Abstande vom Ausgangspunkte, von 
jedem Brechungspunkte an jedoch in stärkerem Mafse. Eine Ver- 
mehrung der Brechpunkte über die unvermeidliche Zahl hinaus kann 
daher nur schaden. 

Anders bei Bussolenzügen. Jede Richtung wird hier unab- 
hängig von den übrigen durch eine Azimutmessung bestimmt, jeder 
Richtung kommt daher derselbe mittlere Fehler zu. Die mittlere 
Unsicherheit der Lage eines Punktes wächst in jeder Seite propor- 
tional dem Abstande vom Anfangspunkte, aber mit jedem Brech- 
punkte ist die Möglichkeit eines Vorzeichenwechsels des wahren 
Fehlers gegeben, folglich unter Umständen eine langsamere Zu- 
nahme des mittleren Lagenfehlers zu erwarten, als selbst auf einer 
geradlinigen Visur. — Nehmen wir die Längenmessung als unbe- 
dingt richtig an, so wächst das Quadrat der mittleren Querverschie- 
bung u, eines Punktes auf einer geradlinigen Visur, deren mittlerer 
Richtungsfehler (im analytischen Mafse) ò sei, wie: 

Ba V TA oE AAN A AAE ANR DAN 
worin n eine beliebige Zahl, a ein beliebiges Mafs und na die Ent- 
fernung vom Anfangspunkte bedeutet. In einem geradlinigen Bussolen- 
zuge, der aus lauter gleichen Seiten a gebildet werde, sei ọ der wahre 
Fehler, mit welchem die Reduktion R auf astronomische Azimute 
behaftet ist, ein Fehler, der sich zusammensetzt aus der Ungenauig- 
keit der Bestimmung von R nach §. 172 und aus einer mittlerweile 
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vielleicht eingetretenen Drehung des mittleren magnetischen Meri- 
dians. Es seien sodann Ô, 6,...0,„ die Azimutfehler, welche in den 
einzelnen Polygonseiten hervorgehen aus der ungenauen Ablesung 
der Nadel und aus der gerade stattfindenden Abweichung des mag- 
netischen Meridians von der mittleren Lage, welche für die Dauer 
der Zugmessung gilt. Die ganze Querverschiebung p des Polygon- 
endpunktes setzt sich zusammen wie folgt: 


p =a (ọ +ò) +a (p +8) Het ale + Òn) 
= nag + a (ò + ô ++ Òn). 

Quadrieren wir und lassen die ọ und Ö alle möglichen Werte durch- 
laufen, unter Rücksicht auf die Häufigkeit ihres Auftretens, so wird 
der Durchschnittswert der Produkte von der Form 006; und ĝ; Ôx ver- 
schwinden, während die Durchschnittszahlen der p?, ọ? und 0,2? gleich 
den Quadraten der mittleren Fehler u,, 0) und Ô werden. Wir be- 
kommen somit: 

| U = mal na, ei S To 
Endlich möge in einem gleichseitigen geradlinigen Theodolitzuge ©, 
der wahre Fehler des Anschlufswinkels an eine festliegende Dreiecks- 
seite, also auch der ersten Richtung sein, 0, Ô; ... Òn seien die Winkel- 
fehler des Polygons. Dann sind die wahren Richtungsfehler der 
Polygonseiten der Reihe nach: 


Ber A... I ++: + 6. 
Die wahre Querverschiebung q des Endpunktes berechnet sich durch 


Multiplikation der Glieder dieser Reihe mit der konstanten Seiten- 
länge a und Addition: 
q = a (nô, +n—1d, + prene Y, E DIE $ ĝa) 
Den Durchschnittswert von g? nennen wir u,?, der von Ò;? heifse 2. 
Da der Durchschnittswert von Ò; Òx T so erhalten wir: 
u} = aò? (1 4 22 H 3H Hn) 
= len (n + 1) (2n + 1) að. ER; : 
Polygonzüge ohne Wiederanschlufs an schon bekannte Punkte 
oder Rückkehr zum Ausgangspunkte, wie sie hier vorausgesetzt wur- 
den, kommen zwar nur ausnahmsweise vor. Dennoch zeigen die 
Formeln (1) bis (3), welche auch bei nicht genau geradlinigen Zügen 
gültig bleiben, worauf die Brauchbarkeit der Bussolenzüge beruht, 
auf der langsamen Fehleranhäufung nämlich. Vornehmlich springt 
diese Eigenschaft in die Augen, wenn man den günstigsten Fall für 
die Bussolenmessung annimmt, dafs @ verschwinde, was bei be- 
sonders sorgfältiger Bestimmung der Reduktion R nach $. 172 und 
richtiger Wahl der Arbeitszeit nahezu erreicht werden kann. (2) geht 
dann über in: 
een rc en a) 


Vogler, Praktische Geometrie, 34 
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Läfst man dagegen zwischen der Bestimmung von R und der Arbeit 
eine längere Zeit verstreichen, oder bestimmt man R nur durch eine 
einzige Beobachtung eines bekannten Azimuts, so kann @ von der 
Ordnung der Ò werden, und wir setzen für diesen ungünstigeren 
Fall 0, = Ô, wodurch aus (2) wird: 
wen DEN 3 en. (2) 
Die u aus den Formeln (1), (2°), (3) verhalten sich, wenn n und a? ò? 
überall denselben Wert hat, wie: i 
R E E A N Vn : Vyan(n +1) 2r+ 1) 
die u aus (1), (2P), (3) stehen zu einander in dem Verhältnis: 
Wi: = n : Vam+1): YYlnn+D@r+1) 
Diese Verhältnisse werden durch das Verhältnis der Kurvenordinaten 
in Fig. 181 über den Abseissen 1, 2... n zur Anschauung gebracht. 
Fig. 181. Die Kurven sind mit 


(1), (2°), (2P), (3) bezeich- 
4% net und damit rd auf 
% 


die Formeln hingewiesen, 
aus denen ihre Gleichun- 
gen entspringen. 

Wir wollen, um die 
Bedingungen zu erkennen, 
unter welchen. u, und 
u, für gleiche Abstände 
vom Anfangspunkte des 
Polygons einander gleich 
werden, (2?) und (3) in 
folgender Form anschrei- 


0 2 4 6 8 1 ben: 
u = nar 
pa = Če (m, + 1) (Bm, + Das m 
wobei gilt: 
N, a, De Nir Au 
Setzen wir 6, — cÒ; a, = va,, so wird für u, — u, aus vorsteben- 
den drei Gleichungen gewonnen: 
— 3 + 1 +48ve 
n M Ha 
I 4% s (5 ) 
Na = vn, 
Ebenso schreiben wir (2°) und (3) in der Form an: 
ur = n (n, +1)a2ö2 - 
2 EN Nir i 252 (4 
Ui = Tý (na + (2 N +1, 0 
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dazu: 
N, 4, BR Nir Are 
Haben ce und v die Bedeutung wie zuvor, so erhält man durch Auf- 


lösung der drei Gleichungen: 
— 3 +60 +V1+ 12e2(—3 +3c2 + 4v) 
n = o b 
3 4v (N 
Ne= ron, 


Negative Werte von n, und n, haben keinen Sinn, gebrochene ohne 
weiteres auch nicht. Nimmt man aber die nächst höhere ganze 
Zahl, so giebt n, die erste Polygonseite des Bussolenzuges an, deren 
Endpunkt eine geringere Querverschiebung erleidet, als eine gleich- 
weit vom Anfangspunkte entfernt liegende Stelle eines Theodolit- 
zuges. In nachfolgendem Täfelchen haben die n, diese Bedeutung, 
zeigen also, wenn man über a, noch eine Annahme macht, z. B. a, 
gleich 20 oder 25 m setzt, von welcher Entfernung an der Bussolen- 
zug den Theodolitzug an Genauigkeit übertrifft. Das tritt früher 
ein, wenn ọ = 0 (5°) als wenn 0 = Ò (5P) gesetzt wird, früher 
wenn © = l, somit a, = a,, als wenn der Theodolitzug lange Seiten 
hat, wie durch v = 0,1 oder a, = 10a, angenommen wird; endlich 
auch um so früher, je weniger Ò, sich von Ò, unterscheidet, je näher 
also e der Einheit ist. 


oe = Null (5a) 


d 
n | 
ee UD | ne =. 1 | n =10n, = 174 
c= 5 | n, = n, = T6 | m = 10m, = 1737 
§. 175. 


Bedeutung des Kompasses für Grubenmessungen. Gruben- 
signale. Wenn hier auch nur ganz spezielle Fälle betrachtet wurden, 
34* 
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so ist doch, abgesehen von der Möglichkeit ihres Vorkommens in 
der Praxis beim Abstecken von Geraden über und unter der Erde, 
wenigstens daraus zu erkennen, worauf der Wert des Kompasses 
gerade für Grubenmessungen beruht. Denn in Gruben werden die 
Polygonseiten meist ganz kurz, der Theodolit kann also seine Über- 
legenheit, die ihm lange Polygonseiten geben, nur ausnahmsweise 
entfalten. Kurze Seiten geben aber auch den Excentrizitätsfehlern, 
sowohl am Ziele wie auf der Station, einen ganz besonderen Ein- 
flufs, während gerade in Gruben, oft auf dem nackten, zerklüfteten 
Fels, der centrischen Aufstellung eines Stativs sich fast unübersteig- 
liche Schwierigkeiten entgegenstellen. Ein guter Grubentheodolit 
mufs daher so vorgerichtet sein, dafs die Centrierung desfelben und 
der Signale erleichtert und verbürgt wird. Deshalb stellt man auch 
die Grubensignale auf Stative, derart, dafs Signal und Theodolit ihre 
Plätze genau vertauschen können. So sind dem Breithaupt’schen 
Grubentheodolit zwei Signale auf ebensolchen Stativen und eben- 
solchen Messingdreifülsen beigegeben, als die worauf der Theodolit 
ruht. Die Signale bestehen aus Glastafeln, welche von hinten zu 
erleuchten sind und welche mittels eines centralen Visierröhrchens 
und durch Drehung um eine horizontale und vertikale Achse normal 
zur Fernrohrvisierlinie gestellt werden können. Der Zielpunkt, 
nämlich die Durchbohrung des Visierröhrchens, liegt stets in der 
Achse des Vertikalzapfens, um den das Signal sich dreht und 
welcher in der Büchse des Messingdreifufses ruht. Mit einem genau 
gleich gearbeiteten Vertikalzapfen ruht auch der Theodolit in der 
Büchse des seinigen. Zum Umtausch von Signal und Theodolit 
braucht man also nur die Klemmen jener Zapfen zu lösen und die 
lockeren Oberteile von den Dreifüfsen abzuheben. Da die Signale 
mit Dosenlibellen versehen sind und die Achsen ihrer Zapfen lot- 
recht gestellt waren, so kann die Lotrechtstellung des Theodolits, 
auch wenn man sie noch mit einer zweiten feineren Libelle bewir- 
ken wollte, keine merkbare Excentrizität mehr hervorbringen. 

Beim Grubenkompafs ist ein so komplizierter Signalapparat 
nicht erforderlich und er kann natürlich auch beim Grubentheodolit 
entbehrt werden, solange dieser nur als Kompafs gebraucht wird. 
Denn da man nur die Richtung der Polygonseiten zu messen hat, 
es also ganz gleichgültig ist, in welchem Punkte derselben das In- 
strument aufgestellt wird, so arbeitet man mit sogenannten Spring- 
ständen, d. h. mit Übergehung jedes ungeraden Polygonpunktes, 
stellt das Instrument nur auf den geraden auf, die man willkürlich 
wählt (wodurch man für die Stellung des Stativs freie Hand hat) 
und sorgt nur, dafs auf den ungeraden Punkten von den beiden 
nächsten Ständen des Instruments aus vorwärts und rückwärts genau 
derselbe Zielpunkt anvisiert wird, z. B. die Flamme einer ruhig 
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hängenden Grubenlampe oder das Centrum eines einfacheren Gruben- 
signals. Auf diese Weise kann am Instrumente von Centrierungs- 
fehlern gar keine Rede sein und bei den Signalen lassen sich die- 
selben durch die einfachsten Mittel vermeiden, solange nicht über 
oder unter vorausbezeichneten dauernden Festpunkten Signale auf- 
zustellen sind. 

Von Vorrichtungen, welche diesem letzteren Zwecke dienen, 
wird besonders auch bei Tunnelabsteekungen Gebrauch gemacht, 
weshalb sie hier kurz erwähnt werden sollen. Fixpunkte in Stollen 
werden entweder in der Decke, wenn diese hart genug ist und vor- 
aussichtlich bestehen bleiben wird, oder auf der Sohle angebracht. 
Man bohrt mit dem Steinbohrer ein Loch, schlägt einen hölzernen 
Dübel hinein, und in den Dübel schraubt oder treibt man einen 
Stift von Eisen oder Messing. Für Deckenfixpunkte erhält der Kopf 
des Stiftes die Form einer Öse zum Einhängen einer Signallampe 
mit centrischer Flamme (es giebt deren von mancherlei Formen). 
Über den Sohlenfixpunkten sind dagegen Stative aufzustellen, welche 
einen gehörigen Spielraum für die Verschiebung der aufgesetzten 
Signallampe gewähren und unter Umständen diese Verschiebung 
nicht nur durch grobe, sondern auch feine Bewegung gestatten. 
Zweckmälsig ist über dem Stativkopf eine zweite hölzerne Scheibe 
durch drei Stellschrauben beweglich angebracht. Steht diese wag- 
recht, so kann darüber die Signallampe mit stets lotrechter Achse 
beliebig verschoben werden und das in der Achse befestigte Lot 
wird dieselbe jederzeit bis zum Festpunkte verlängern. Noch feinere 
Signalapparate mit mikrometrischer Verschiebung der Lampe sind 
bei Absteckung des Gotthardtunnels zur Anwendung gekommen, 
worüber man Näheres in dem Aufsatze findet: „Die letzten Richtungs- 
verifikationen und der Durchschlag am grofsen St. Gotthardtunnel“, 
v. O. Gelpke, Zeitschr. f. Verm. IX (1880), S. 101 etc. 


8. 176. 


Verfahren bei Bussolenzügen. Beispiel. Die Verwendung 
der Bussole zu Grubenmessungen könnte eine noch viel allgemeinere 
sein, wenn nicht die bekannten Ablenkungen der Magnetnadel durch 
Eisenmassen stattfänden. In Stollen, deren Auszimmerung durch 
eiserne Klammern verbunden wird oder über deren Sohle ein eiser- 
nes Schienengeleise läuft, wie es in den Sohlenstollen von Tunnels 
fast immer der Fall ist, kann der Kompafs streng genommen nicht 
oder nur unter besonderen Vorsichtsmafsregeln zur Messung von 
Azimuten verwandt werden. Da er aber als Winkelmesser nur ge- 
ringes leistet, so wird er an solchen Orten besser durch den Theo- 
dolit ersetzt. Der Grubentheodolit, der zugleich Kompals ist, kann 


www.rcin.org.pl 


534 Abschn. II. Kap. XIII. Bussolenaufnahme., 


allen Verhältnissen Rechnung tragen, z. B. in Bergwerken, welche 
stellenweise magnetische Eisenerze führen, die ablenkenden Stellen 
als Theodolit, die übrigen als Grubenkompafs durchziehen. Will 
man solche Stellen auffinden, so darf man nicht mit Springständen 
arbeiten, sondern mufs in jedem Polygonpunkte die Azimute der 
beiden daselbst zusammentreffenden Seiten messen. Da auf diese 
Weise das Azimut jeder Seite doppelt, nämlich von jedem ihrer 
Endpunkte aus gemessen wird, so läfst sich aus der Nichtüberein- 
stimmung der beiden Messungen erkennen, ob eine abnorme Ab- 
lenkung der Nadel stattgefunden hat. Über der Erde kommt dieser 
Fall wohl auch vor, aber ganz vereinzelt. Mit der Feldbussole pflegt 
man daher ausschliefslich in Springständen vorzuschreiten, die Nähe 
von eisenhaltigen Gegenständen zu vermeiden, was in der Regel 
nicht schwer ist, und als summarische Kontrolle den Anschlufs an 
einen zweiten Festpunkt anzuwenden. Diese Kontrolle ist bei 
Polygonzügen jeder Art, auf oder unter der Erde, mit Theodolit 
oder Bussole, der Rückkehr zum Ausgangspunkte vorzuziehen, weil 
durch zwei festliegende Punkte auch die Orientierung des Zuges 
kontrolliert und soweit nötig verbessert werden kann. 

Bussolenzüge über der Erde sind besonders da am Platze, wo 
der Polygonaufnahme mittels Theodolit ähnliche Verhältnisse ent- 
gegentreten wie in Gruben: beschränkte Aussicht, kurze Polygon- 
seiten, Schwierigkeit der Centrierung, bei nur wenig aufzunehmen- 
dem Detail. Dazu sind Wege und Wasserläufe in Wäldern und 
Parkanlagen, Hohlwege, Eigentumsgrenzen in stark zerklüftetem 
Terrain, von Steinbrüchen und dergleichen, zu rechnen. Wie er- 
wähnt, müssen die Polygonseiten kurz genommen werden, auch an 
Stellen, wo die Aussicht freier wird, etwa 20 bis 25m lang. Um 
den Vorteil, den Springstände gewähren, gehörig auszunutzen, pflöckt 
man nur die Signalpunkte im voraus ab, in Entfernungen von nicht 
über 40 bis 50m und in solcher Auswahl, dafs dazwischen in nahe- 
zu gleicher Entfernung von je zwei Signalen ein Standpunkt auf- 
gefunden werden kann. Dieser wird jedesmal erst während der 
Arbeit frei gewählt und meist gar nicht abgepflöckt; dann mufs die 
Längenmessung und Detailaufnahme allerdings gleichzeitig mit der 
Azimutmessung erfolgen, und eine etwaige Wiederholung der Polygon- 
aufnahme kann nur mit neuen Standpunkten geschehen, was indes 
kein grofser Nachteil ist. 

Der geringen Seitenlängen wegen empfiehlt sich zur Messung 
derselben unter Anwendung der nötigen Vorsicht ein Stahlband, 
namentlich wenn, wie bei Breithaupts Taschenkompafs, das In- 
strument auch zur Bestimmung der Neigung der Visur hergerichtet 
ist. Man mifst die Lingen nun über das Terrain hin und erhält die 
Neigung desfelben am Gradbogen, wenn man an den Visierstäben 
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über den beiden nächsten Polygonpunkten eine (verschiebbare) Marke 
in Instrumenthöhe anbringt und nach dieser zielt, nachdem man das 
Azimut durch Anvisieren der tiefsten sichtbaren Stabstelle bestimmt 
hatte. Vergleiche das Verfahren des $. 105. Will man Bussolen 
mit excentrischem Fernrohr nur in einer Lage des letzteren zur 
Azimutbestimmung benutzen, so hilft man sich durch Zielmarken, 
die ebenfalls und um gleichviel excentrisch angebracht sind, was 
auf mancherlei Weise erfolgen kann. Zwei Korkscheibchen z. B., 
in gleichem Abstande von der Stabachse und in mittlerer Höhe des 
Instruments mittels Draht befestigt und mit Kreide weils ange- 
strichen, geben vortreffliche Zielmarken ab und machen unter Um- 
ständen das Anvisieren des Stabes selbst ganz entbehrlich. 


Beispiel eines Bussolenzuges. 


Zur Bestimmung einiger Zwischenpunkte zwischen zwei durch 
ihre Koordinaten gegebenen Triangulationspunkten A und B wurde 
ein Bussolenzug ausgeführt, und zwar mit hilfe des Breithaupt’- 
schen Bussolenapparats ($. 171) und in der vorstehend angegebenen 
Weise, jedoch auf nahezu wagrechtem Terrain, so dafs die Messung 
der Bodenneigung unterbleiben konnte. Zu den sieben ersten Spring- 
ständen von A aus gehörten im Rück- und Vorblick Polygonseiten 
von je 20m, der letzte Springstand schlofs mit 34,70 m Seitenlänge 
im Rückblick und 23,68m im Vorblick an A an. Es ward in beiden 
Lagen des Fernrohrs nach dem Visierstabe auf den nächsten Polygon- 
punkten visiert und die Nadel sowohl am Süd- als am Nordende 
abgelesen, um dieselbe Genauigkeit des Azimuts zu gewinnen, mit 
welcher sich die Reduktionsgröfse R ($. 172) im einzelnen bestim- 
men liefs, deren mittlerer Fehler + 3,7’ betrug. Das Aufnahme- 
protokoll wird vollständig mitgeteilt. 


Bussolenzug AB, Aachen 7. Oktober 1878, 3 bis 4!/ Uhr nach- 


mittags, bei ruhigem, heiterem Wetter. 
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Körası Ablesungen im 
Spring- Rückblick Vorblick 
standes 3 ; ö 
Südende | Nordende | Mittel Südende | Nordende | Mittel 
£ 0 0 0 € 0 
i 337,4 157,4 388,030 157,5 337,4 158,100 
338,8 158,5 158,7 338,8 
324,6 144,85 147,7 327,6 
2 ; y F { 148,33 
325,95 145,85 DAR 149,0 | 329,0 | zj 
327,2 147,2 148,1 328,1 í 
3 , ’ 148,80 
328,2 148,2 | Sr 149,5 | 329,5 | í 
328,05 148,1 147,95 327,9 
4 : > 148,56 
329,1 149,05 irr aia 149,2 | 329,2 : 
327,5 147,7 148,85 328,85 
5 32 149,48 
$ 328,9 148,75 na 150,1 a 330,1 i 
327,45 147,55 147,45 327,45 
6 8 f 328,03 148,23 
328,6 148,5 an 149,05 328,95 
328,0 148,0 147,9 327,9 
7 28,50 148,59 
329,05 148,95 iiti 149,3 | 329,25 d 
326,9 146,9 138,5 318,5 
8 3 ; 139,20 
327,9 | 147,8 riae 139,9 | 319,9 | j 


. Die Mittelzahlen wurden auf Grade und Minuten reduziert, die- 
jenigen des Rückblicks um 180° und aufserdem alle um R = 14° 40,2’ 
vermindert (§. 172), so dafs die Azimute der- Polygonseiten, sämtlich 
in der Richtung von A nach B hin genommen, lauten wie folgt: 


Rückblick | Vorblick 


Da die Polygonseiten zum gröfsten Teil gleich lang sind, so 
wurde zum Aufschlagen der Sinus und Cosinus der Azimute p eine 
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Tafel der natürlichen Winkelfunktionen benutzt (siehe vierstellige 
Logarithmen etc. von J. H. T. Müller, Halle 1860), wonach sich 
als Projektionen der Polygonseiten auf die Koordinatenachsen er- 
gaben: 


BR dcs Rückblick Vorblick 


Standes ’ i i 
a sin Y a cos Y a sin Y. a cos @ 


11,94 16,05 11,91 16,07 


15,18 13,03 14,47 13,81 


14,62 13,65 14,35 13,93 


14,41 13,87 14,41 13,87 


14,50 13,78 14,19 14,09 


14,54 13,73 14,49 13,78 


14,43 13,85 14,41 13,87 


25,50 — 23,53 19,51 13,42 
Summe 125,12 — 121,49 117,74 — 112,84 


[a sin 9] = 242,86 [a cos p] = — 234,33. 
Gegeben sind die Koordinaten von A und B, nämlich: 
yY x 

P Be a S + 3,85 

B... + 242,32 — 230,83 
und aus ihnen folgen die Koordinatenunterschiede 

242,73 und — 234,68 
und das Azimut AB mit 134° 2,1’, während dasfelbe Azimut aus 
dem Polygonzug sich zu 133° 58,6’ findet. Die Differenz von 3,5, 
giebt auf die Entfernung beider Punkte von rund 340 m eine Quer- 
verschiebung des Polygonendpunktes von etwa 0,35 m. Setzt man 
in Formel (2?) des $. 167 die Gröfse ð = + 3,7 : 3438, a = 20' 
n = 16, so findet sich als mittlere zu befürchtende Querverschiebung 
u = + 0,36 m, | 

die sich für den vorliegenden Fall noch etwas vermehren würde, 
wegen der längeren Polygonseiten des letzten Standes. 

Die Ausgleichung unseres Bussolenzuges erfolgt, da derselbe 
fast geradlinig verläuft, nach den Lehren des nächsten Paragraphen, 
indem die Gröfsen 
Ay = 242,173 — [a sin 9] = — 0,13 
Ax = — 234,68 — [a cos 9] = — 0,35 


und 
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gleichmäfsig auf alle Ordinaten- und Abseissenprojektionen verteilt 
werden. Daraus entsteht folgende Tabelle der ausgeglichenen Pro- 
jektionen, mit deren Hilfe die Koordinaten der Polygonpunkte (in 
der Regel nur der Ziel-, nicht der Standpunkte) leicht berechnet 
werden können. 


Rückblick Vorblick 


Nr. des 
Standes 


a sin o a cos @ a sin Y | @ cos Q 


11,91 
14,46 


14,61 14,34 
14,40 


14,40 


14,49 14,18 


14,53 14,48 


14,40 


19,50 
117,67 


125,06 — 121,66 — 113,92 


14,42 


25,49 


Summe 


Infolge der Ausgleichung ist, wie es sein mufs, geworden: 
[a sin p] = 242,73; [a cos p] = — 234,68. 


$. 177. 


Ausgleichung von Bussolenzügen. (Fig. 182.) Das Poly- 
gon AB, zur Verbindung der Festpunkte A und B, enthalte die 


Fig. 182. 


fehlerfrei gemessenen Seiten 4,43 ... An und die durch Bussolen- 
messung und nach Abzug des magnetischen Azimutes von AB er- 
haltenen Richtungen & 0% ... On. An Stelle der æ hätten die be- 
richtigten Werte Q1 Q2 .-. Ọn gefunden werden sollen, welche die 
beiden Bedingungsgleichungen erfüllen; 


a, sin pi + a sin @ + + an sin On = 0 NN 
a, c08 Pı + @ cos P + te + a, cos Pn = AB 


www.rcin.org.pl 


$. 177. Ausgleichung von Bussolenzügen. 539 


Statt dessen erhält man durch Einsetzen der œ an Stelle der @: 
a, Sin Qy + a sin &y + -:- + an sin u = 4, 


aı COS &ı + Qa COS Qa + + an COS On + As = AB' (2) 
Die Verbesserungen A, welche den & zu erteilen sind, setzen sich 
zusammen aus A,, der Verbesserung, welche das magnetische Azimut 
von AB zu erhalten hat, welche daher allen & gemeinsam und gleich- 
bedeutend ist mit der früher ($. 174) durch 0 bezeichneten Gröfse ; 
sodann aus den einzelnen Beobachtungsverbesserungen Åy fo ... An. 


Man hat also: 
ai +, H A= o 
wo + b + h= p 


Diese Werte setzen wir an Stelle der ọ in (1), entwickeln nach dem 
Tailor’schen Satze bis zu Gröfsen, welche in bezug auf A von der 
zweiten Ordnung sind und erhalten mit Rücksicht auf (2) und weil 
auch Avho und Ay åo von der zweiten Ordnung (vergl. $. 139): 
a, COS Œ, Ay + Gy COS Oa Ay + ++ + An COS nAn + Ay + ABA, —0O . (3) 
Q, SÎN Q; Ày + Qg SiN Qa lo + Finn at T—=0.. .. . (8 
Die Methode der kleinsten Quadrate fordert, dafs 
[gAA] = 2 k (8) — 2% (4). ......66) 

ein Minimum werde, worin die A als unabhängig zu betrachten sind, 
die g Gewichte, die k Korrelaten, (3) und (4) die linken Seiten der 
so bezeichneten Gleichungen bedeuten. Die Gewichte 993 ... gn 
der einzelnen Seitenazimute des Polygonzuges sind als gleich zu be- 
trachten und können als Einheitsmafs dienen, das Gewicht 9, der 
Bestimmung des magnetischen Azimutes von AB ist dagegen in 
vielen Fällen gröfser, weil aus einer Reihe von einfachen Azimut- 
beobachtungen abgeleitet, wie in $. 172 ausführlicher erörtert wurde. 
Aus der Forderung (5) folgen demnach die Korrelatengleichungen: 

lı = a cos aıkı + a, sin & ka 

Àa = M COS Qa kı En Ag sin Oa ka a REN o AS (6) 


Àn = ln coSs On kı + Un sin On ka 
woraus die Normalgleichungen hervorgehen: 


0=4,+ Iz + [aa cos? a) kı + !/s [aa sin 2 æ] k, (7) 
0 ra 


0 = 4s + [aa sin 20] kı + [aa sin? a] k 


An diese Gleichungen läfst sich eine Überschlagsrechnung knüpfen. 
Denken wir uns Fig. 182 durch eine solche ersetzt, worin lauter 
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gleiche a und nur zwei Durchschnittsneigungen + œ vorkommen, 
so verschwinden die Glieder, welche [aa sin 2 œ] als Faktor enthalten 
und die Gleichungen (7) gehen über in: 


rl )am, a 
0 = As + na? sin? ak, 
woraus: 
psa — ng Ay RM — g dy 
(n + 9) AB? (n + g) na? cos? « 
PME 5 
Ferner durch Einsetzen in die Korrelatengleichungen: 
A EE Se 
9 (n + g)acosa 
94 I: 
Det: 0) 
g As 
> n ° nasin ti . 


Da die Längenmessung fehlerfrei angenommen wird, so mufs 4, 
mit & abnehmen und mit & = 0 völlig verschwinden. Für diesen 
Fall wird: 

4, 

(mn + ga 
Das heifst: der geradlinige gleichseitige Bussolenzug erhält eine ge- 
meinsame Drehung A, und jede Seite noch eine Drehung A; in dem- 
selben Sinne, oder mit anderen Worten, der ganze Zug wird um den 
Winkel 44: AB gedreht, so dafs Bı mit B zusammenfällt. Wenn 
d, = 0, so wird der gebrochene gleichseitige Zug ganz ebenso be- 
handelt. Ist œ ein kleiner Winkel und 4, nicht gleich Null, so 
müssen wir diese Fehlergröfse als Folge ungenauer Längenmessung 
betrachten. Da die Länge AB in gleich genau gemessene Stücke 
a cos œ zerfällt, so erhält ein jedes derselben die gleiche Korrektion, 
oder 4, wird proportional den Abscissenprojektionen der Zugseiten 
unter die ersteren verteilt. Solange «@ kein grofser Winkel, kann 
man auch die Drehung des Zuges so vornehmen, dafs man 4y pro- 
portional den Abseissen- oder Ordinatenprojektionen auf die letzte- 
ren verteilt. Und man sieht sofort ein, dafs diese beiden Ausgleichungs- 
oder Verteilungsregeln für 4, und 4y Geltung behalten, wenn die 
Koordinatenachsen beliebig gedreht und verschoben werden. Daher 
bedient man sich für die Zugberechnung und Ausgleichung immer 
desjenigen Koordinatensystems, auf welches A und B bezogen sind. 


Aa = Re A EN ee 
0 i HIN (10) 
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Es scheint sich ferner zu zeigen, dafs es im grunde nicht nötig 
wäre, den konstanten Fehler ọ = A, vor der Zugmessung sehr klein 
zu machen, daer jadurch die Ausgleichung eliminiert wird. Indessen 
verschafft man sich durch eine möglichst genaue Vorherbestimmung 
von R (Reduktion der Bussolenangabe auf astronomische Azimute, 
$. 172) erst die Möglichkeit, grobe Rechen- und Messungsfehler zu 
erkennen, da sonst 4s und 4y selbst von der Gröfse grober Fehler 
erscheinen. 

Ein praktischer Überschlag mufs in jedem besonderen Falle 
entscheiden, ob die Bedingungen näherungsweise erfüllt sind, auf 
welchen die Formeln (9) und (10) und die Schlüsse beruhen, die aus 
ihnen gezogen wurden. Das am Schlusse des vorigen Paragraphen 
angewandte Ausgleichungsverfahren ist um so strenger berechtigt, 
je näher der Polygonzug sich der Geraden anschliefst. In jenem 
Beispiele ist das hinreichend der Fall. 

Wenn dagegen der Bussolenzug von einer Geraden wesentlich abweicht, 
obwohl für ihn die Gleichungen (8) und (9) gelten, ferner wegen 4x = 0 eine 
blofse Drehung des Zuges zu erfolgen hat, so mufs diese Drehung nach den 
Regeln der Koordinatenverwandlung ($. 144) vorgenommen werden. Man 
denke sich zu den Festpunkten A und B (Fig. 182) die Koordinaten z,, yı und 
%g, Ya, zu den Punkten A ... B’ des Bussolenzuges Koordinaten X, Y gehörig 
(wobei x; = X, und y, = Yı), und die Drehung um A vollzogen. Nun ist 
y in der Bedeutung jenes Paragraphen gleich 4, + 4 und aus (7) daselbst 
zu berechnen, während die definitiven Koordinaten x, y aus den vorläufigen 
X, Y der Brechungspunkte des Zuges nach (6) gewonnen werden (S. 432). 

Auf einen gebrochenen Bussolenzug angewendet, in welchem 4z von Null 
verschieden, fügt dies Verfahren gemäfs der Anmerkung auf S. 431 allen 
Strecken einen Reduktionsfaktor zu, führt also eine Art von Ausgleichung 
durch, welche streng richtig ist für den geradlinigen Bussolenzug und für 
die Annahme, dafs Aæ nur aus Fehlern der Längenmessung entstanden sei. 
Auf das zweite Glied von % in (9) mit seinem wechselnden Vorzeichen nimmt 
das Verfahren keine Rücksicht. 
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Entwerfen der Situationspläne und Flächenberechnung. 
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Entwerfen der Situationspläne. Wenn Situationspläne be- 
stimmt sind, Besitztumsverhältnisse nachzuweisen, und wenn sie zur 
Flächenberechnung beigezogen werden sollen, so müssen sie mit der 


Fig. 183. gröfstmöglichen Genauigkeit 
0 entworfen werden. Verfahren 
A und Hilfsmittel- dazu sollen 
£ u IN im folgenden besprochen 


werden. Vom Anfertigen 
IR der Übersichtspläne zu an- 
IX deren Zwecken wird beim 


A i topographischen Aufnehmen 

$ . A zu handeln sein. 
O T PB Damit die Sorgfalt der 
ra Aufnahme in dem Plane zum 
i y Ausdruck komme, ist der 
NN Mr Mafsstab entsprechend grols 
BE WE zu wählen. Für Kataster- 
a i, pläne ist der Mafsstab ge- 
RR wöhnlich vorgeschrieben, und 
en, zwar pflegt man denselben 
nicht mehr kleiner zu nehmen 
als 1:2500 für Ackerland. Für wertvolleres Terrain in Dörfern und 
Städten ist dieser Mafsstab noch nicht hinreichend. 1: 1000 bis 
1: 500 mag hier noch eben genügen. Man hat dabei zu bedenken, 
dafs das freie Auge ein Zehntelmillimeter auf dem Plane gerade 
noch mit berücksichtigen kann, wenigstens beim Ablesen mittels 
Millimetermafsstabs, beim Abgreifen mittels Zirkels kaum mehr. Ein 
Zehntelmillimeter entspricht aber in 1:1000 einem Dezimeter, dem 
letzten bei Messungen kleiner Längen, wie Häuser- und Acker- 
breiten, noch allgemein verbürgten Mafs, während man in vielen 
Fällen wohl noch halbe Dezimeter verbürgen könnte. Für die Dar- 
stellung wertvoller Grundstücke genügt hiernach der Mafsstab 1: 1000 
nicht mehr ganz. Man kann sich aber mit diesem Mafsstabe be- 
gnügen, wenn der Plan nur den Zweck hat, bei dem Nachweise von 
Eigentumsgrenzen und der Flächenberechnung als Kontrolle und 
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Schutzmittel gegen grobe Irrtümer zu dienen, während die gültigen 
Zahlen nur den Originalmafsen entnommen werden dürfen, die in 
den Handrissen niedergelegt sind. Auch diese Zahlen selbst be- 
dürfen einer Kontrolle, da Schreib- und Messungsfehler unter Tau- 
senden von eingetragenen Mafsen unvermeidlich vorkommen werden. 
Eine solche Kontrolle gewährt aber die Konstruktion eines Planes, 
indem sie Widersprüche zwischen den Zahlen des Handrisses aufdeckt. 

Ein Mifsstand für Pläne, welche Dokumente von Dauer dar- 
stellen sollen, ist die Veränderlichkeit des Papiers unter dem Ein- 
flusse der Feuchtigkeit. Hält man sich auch ausschliefslich an den 
Mafsstab, welcher auf dem Plane selbst aufgezeichnet ist, so können 
dennoch beim Abgreifen von Mafsen bedeutende Fehler unterlaufen, 
weil die Ausdehnung des Papiers nach verschiedenen Richtungen 
ungleich erfolgt. Papier, welches zum Schutze gegen Reifsen auf 
Leinwand aufgezogen ist, soll angeblich noch stärkeren Verzerrungen 
unterliegen. Dagegen empfiehlt es sich, dasjenige Papier, auf welchem 
ein Plan «ntworfen werden soll, angefeuchtet auf ein ebenes Reifs- 
brett aufzuspannen, und sobald es trocken geworden ist, wieder ab- 
zuschneiden. Wenn beim Aufspannen ein gewaltsames Ausdehnen 
nach irgend einer Richtung vermieden worden ist, so zeigt sich 
bald nach der Operation das Papier weniger und gleichmäfsiger 
hygroskopisch als zuvor. Die spätere Behandlung des Planes in 
lebhaft bunter Manier ist nun freilich ausgeschlossen, weil dazu der 
Bogen aufgespannt bleiben müfste. Man pflegt jedoch nur Über- 
sichtspläne vollständig in Farben auszuführen und hier kommt die 
Zusammenziehung des Papiers nach dem Abschneiden vom Reifs- 
brett nicht so sehr in Betracht. 

Die erste und keineswegs leichte Arbeit nach dem Herrichten 
des Papiers ist das Auftragen des Koordinatennetzes mit Maschen von 
50 bis 100m Seitenlänge und so, dafs alle Maschen genau gleiche 
Quadrate bilden. Dazu ist die peinliche Konstruktion eines rechten 
Winkels erforderlich. Man zieht (Fig. 183) mitten über den Bogen 
in der gewünschten Lage eine Parallele zur y-Achse und überzeugt 
sich durch Umlegen und Verschieben des Lineals an derselben, dafs 
die Linie eine Gerade ist. Mitten auf derselben bezeichnet man mit 
fein gespitztem hartem Bleistift einen Punkt M, zu beiden Seiten 
desfelben in gleichen Abständen zwei andere A und B. Von hier 
aus sind mit gleichen Radien vier Bogen zu schlagen; ein gewöhn- 
licher Zirkel reicht dazu nicht aus und selbst mit einem Stangen- 
zirkel läfst sich nicht so genau arbeiten, als mit einem einfachen 
prismatischen Mafsstabe von hinreichender Länge. Hat man näm- 
lich die Lage der beiden Bogenschnittpunkte vorläufig bestimmt, so 
konstruiert man mit dem Mafsstabe als Radius punktierte Kreis- 
bogen, jeden aus drei bis fünf Punkten in Abständen von etwa 
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lmm. Der Schnittpunkt zweier solcher Kreisbogen ist durch Ein- 
schalten mit freiem Auge sehr genau zu treffen und seine Abstände 
von beiden Kreiscentren lassen sich sogleich prüfen. Wenn der 
Mafsstab die Länge der auf dem Papier noch konstruierbaren Ra- 
dien r nicht erreicht, so trage man die Differenz Ò beider Längen 
von den Centren A und B aus in der Richtung der vorläufig 
Fig. 184. bestimmten Bogen- 
schnitte C und D ab 

| und mache die End- 

punkte der Stücke ð 
I arn CLR UE zu Centren von Krei- 
i sen mit dem Radius 


r— ô. Die Schnitt- 


HH punkte dieser Kreise 
TE sucht man auf wie 
H zuvor und kontrol- 
RAE Ne van AR ANO liert die Gleichheit 
HA ihrer Abstände von 
H A und B durch ge- 


radlinige Messung. 

Zeigen sich die End- 

punkte der Ö seitab 
A ey der definitiven: Ge- 
MF AE i ? raden AC, BC... 
liegend, so kann da- 
durch die Wieder- 
holung der Konstruktion mit verbesserter Lage notwendig werden, 
und um so eher, je gröfser Ò gegen r ist. 

Sind C und D endgültig gefunden, so mufs ihre geradlinige 
Verbindung durch M gehen. Erst wenn auch diese Kontrolle stimmt, 
konstruiere man die Parallelen zu AB und CD, zunächst je zwei 
vorläufige an den Rändern des Papiers, zum Auftragen der gleichen 
Abstände bestimmt, endlich die zum Koordinatennetz gehörigen 
durch Verbindung der aufgetragenen Punkte. Zum Schlufs prüfe 
man die Diagonale sämtlicher Maschen auf ihre Gleichheit und 
Übereinstimmung mit dem vorgeschriebenen Mafse. 


Gegenüber diesem Verfahren bietet einige Erleichterungen, jedoch nicht 
ohne kleine Nachteile in hinsicht der Genauigkeit und der Kontrollen, die 
Konstruktion eines Rechteckes aus den Diagonalen des Reifsbrettes, indem 
man vom Schnittpunkt der Diagonalen aus auf letzteren vier gleiche Strecken 
abträgt und je zwei Gegenseiten des gewonnenen Vierecks auf ihre Gleich- 
heit prüft. 


Das Auftragen derjenigen Punkte, deren Koordinaten trigono- 
metrisch oder polygonometrisch bestimmt worden sind, kann mit Zirkel 
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und Lineal sehr einfach so erfolgen, dafs man an zwei Seiten des 
Quadrats, in welches der Punkt fallen wird, die Ordinate abträgt, 
die Endpunkte verbindet und auf der Verbindungslinie die Abseisse 
aufträgt. Ein prismatischer Mafsstab und eine Pikiernadel anstatt 
des Zirkels werden zu genauerer Arbeit führen. 

Verfasser hat sich seinerzeit zu gleichem Zwecke dcrdalihtre 
Transversalmafsstäbe auf Gelatine- und Hornplatten hergestellt. Die 
Parallellinien derselben werden in die Richtung der aufzutragenden 
Koordinate gebracht, dann längs eines Lineals verschoben, bis das 
verlangte Mafs an der betreffenden Transversalen abgelesen wird, 
wobei eine Maschenseite des (punktierten) Koordinatennetzes als 
Index dient. Sollen z. B. (Fig. 184) die Koordinaten 

y = 161,5 æ = 483,0 
aufgetragen werden, so mufs die mit 100 bezeichnete Quadratseite 
die Transversale 60 bis 70 mitten zwischen den Parallelen 7 und 8 
schneiden. An der Kante AB, welche normal zu den Parallelen ab- 
geschnitten ist und durch den Nullpunkt des Transversalmafsstabes 
geht, wird mit geschärftem Bleistift rechts von © eine-kurze Linie ge- 
zogen. Der Apparat mufs nun um 90° gedreht und in gleicher Weise 
zum Auftrage von x benutzt werden, wobei die mit 400 bezeichnete 
Seite den Index bildet. Bei C zieht man wieder eine kurze Linie normal 
zur vorigen, so dafs der Punkt durch ein Linienkreuz bezeichnet ist und 
mit einer Pikiernadel oder harten Bleistiftspitze bleibend eingedrückt 
werden kann. Zur Kontrolle kann man den Abstand des Punktes 
von den beiden mit 200 und 500 bezifferten Quadratseiten messen. 

Der Transversalmafsstab ist auf der Unterseite der Platte mit 
dem Federmesser eingerissen, die Zahlen auf der Oberseite auf- 
geschrieben. Besser als Horn oder Gelatine ist eine vom Mechaniker 
rechteckig zugeschliffene Glasplatte mit einseitigem Gelatineüberzug 
zu verwenden, den jeder Photograph der Platte zu geben versteht. 


$. 179. 


Fortsetzung. Orthograph und Longimeter. Jeder ein- 
getragene und geprüfte Punkt wird durch den Nullenzirkel mit 
einem Kreischen umgeben, die triangulirten Punkte noch mit einem 
zweiten. Sodann verbindet man je zwei aufeinander folgende Polygon- 
punkte durch eine (nötigenfalls auf grund einer Berechnung ihrer 
Durchschnittspunkte mit dem Koordinatennetz hinreichend verlän- 
gerte) Gerade, die Abscissenachse für die Ordinaten, welche mit dem 
Winkelspiegel bestimmt worden sind. Zum raschen und sicheren Auf- 
tragen derselben hat man für zweckmäfsig befunden, eigene Instru- 
mente anzufertigen, deren Eigentümlichkeit nicht etwa in der Neu- 
heit des Gedankens, auf dem sie beruhen, sondern darin liegt, dafs 

Vogler, Praktische Geometrie. 35 
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durch sie das alte Verfahren der Koordinatenkonstruktion mittels 
eingeteilten Lineals und rechten Winkels zu der gröfstmöglichen Ge- 
nauigkeit führt. Der Name Orthograph, Rechtzeichner, den Heufsi 
einem von W. Peltz in Schwerin angegebenen Instrumente dieser 
Art gab, erscheint daher ganz passend. Dasfelbe ist in Heufsis 
Lehrbuch der Geodäsie, Leipzig 1861, und von Peltz selbst in der 
Zeitschrift f. Verm. 1874, Seite 45 beschrieben und bei F. Krille in 
Schwerin und unter dem Namen Kartierungsinstrument bei C. Bam- 
berg in Berlin zu haben. Hier möge der Orthograph von Frerk 
in Hannover eine Stelle finden, von dem ein Exemplar durch die 
Aachener geodätische Sammlung dem Verfasser zugänglich war. 
Frerks Ortograph von versilbertem Messing besteht (Fig. 185) 
aus dem Lineal A und dem Schieber B; beide haben gleiche recht- 


eckige Basis und rechteckigen Querschnitt. Die Ränder des Lineals 
sind nach Metermafs in 1:2000 beschrieben (die Figur giebt die 
Skalen in halber natürlicher Gröfse). Es könnten ebensowohl zweierlei 
Mafsstäbe angebracht sein. Hier ist vermittelst der zwei gleichen 
Mafsstäbe die Bequemlichkeit erreicht, dafs, mögen die Abseissen auf 
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dem Plane von unten nach oben oder umgekehrt wachsen, das Lineal 
stets links, der Schieber immer rechts liegen kann, und in beiden 
Fällen die Schrift aufrecht steht. An den Langseiten des Schiebers 
befinden sich zwei nachtragende Nonien, womit die Linealskalen bis 
1/2; Limbusteil = 0,2 m abgelesen werden können, da die kleinsten 
Skalenteile 5m darstellen. Die abgefaseten Schmalseiten sind von 
der Mitte aus nach beiden Seiten hin in einzelne Meter geteilt, bis 
zur Zahl 50, weil die Ordinaten diese Länge nicht überschreiten sollen. 
Über dieser Teilung läfst sich eine Leseluppe (rechteckig zuge- 
schnittene Plankonvexlinse) einstellen. Ihr Träger zeigt sich in der 
Figur teils aufgerichtet, teils niedergelegt, und um das Scharnier C 
drehbar. Aufserdem kann er verlängert und durch das Schräubchen 
D festgestellt werden. Die beiden trichterförmigen Ausschnitte E 
und F dienen zum Einstellen der Mittellinie des Schiebers auf die 
Abseissenachse. Deshalb ist diese Mittellinie an ihren Rändern durch 
je zwei feine Striche bezeichnet. Natürlich kommt es weniger darauf 
an, dafs die markierte Linie in der Mitte des Schiebers, als dafs sie den 
Langseiten parallel liegt und die Nullmarken der Querskalen enthält. 
Der Knopf @ dient als Handgriff; gleichem Zwecke dienen die beiden 
Löcher H und J des Lineals. Dem Apparate ist eine Pikiernadel bei- 
gegeben, deren Griff einen fein gespitzten Bleistift aufnehmen kann. 

Zum Gebrauche legt man die Mittellinie des Schiebers auf die 
Abseissenachse, das Lineal neben den Schieber, zieht diesen zurück, 
bis die vordere Schmalseite den Anfangspunkt der Abseissenachse 
trifft, und verschiebt dann auch das Lineal, bis der Nullpunkt seiner 
Skala mit dem Noniennullpunkte zusammenfällt, in welcher Lage 
das Lineal verharren mufs. Nun werden die Abscissen der Reihe 
nach abgeschoben und an der Querskala die Ordinaten links und 
rechts von der Abscissenachse aufgetragen. Man sticht die Ordinaten- 
endpunkte unter der. Luppe vorsichtig ein und bezeichnet sie mit 
einem Bleistiftkreischen aus freier Hand. — Zur Prüfung des Appa- 
rates bedarf es keiner Anleitung. 

Der Orthograph von Peltz enthält keine Skalen an den Schmal- 
seiten, sondern in der Mitte des Schiebers B einen Querschieber, 
welcher beiderseits mit Nonien versehen ist und an zwei Skalen 
hinschleift. Mit einem federnden Knopf in der Mitte des Quer- 
schiebers drückt man eine feine Pikiernadel nieder, deren Spitze, 
wenn die Quernonien Null zeigen, genau in der Abscissenachse 
liegen soll. Zu Beginn der Arbeit mufs die Nadel auf den Anfangs- 
punkt der Abscissen eingestellt und die Linealskala verschoben 
werden, bis die Ablesung Null erscheint. Da aber die Nadel un- 
sichtbar ist, so stellt man eine von ihr um m entfernte Marke auf 
den Anfangspunkt und verschiebt das Lineal bis zur. Ablesung m. 
Der Peltz’sche Orthogräph trägt zweierlei Skalen. 


35 * 
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Auch zum Auftragen der trigonometrisch bestimmten Punkte 
kann der Orthograph dienen: der Frerk’sche zweckmäfsig durch 
doppeltes Anlegen, der Peltz’sche, wenn seine Breite ausreicht, 
durch einmaliges, da hier Abscissen und Ordinaten an Nonien ein- 
gestellt werden. Endlich ist Frerks Orthograph auch zum Abgreifen 
(Ablesen) von Abscissen und Ordinaten geeignet”). 

Wie schon erwähnt, ist der Orthograph als eine Verfeinerung des 
einfachen Apparats zu betrachten, welcher aus Lineal und Winkel 
mit Skalen besteht. Jedoch hat dieser Apparat auch Verbesserungen 
anderer Art erfahren. Bemerkenswert ist Nagels Longimeter, ein 
geteiltes Lineal, an dem ein Dreieck mit seiner Hypotenuse ver- 

Fig. 186. schiebbar ist, Fig. 186. Schleift das 
Dreieck um die Länge l an dem Lineal 
hin, so bewegen sich die gleich langen 
Katheten a und b, jede in der Richtung 
der anderen, um 1,1V2. Da man 
aber die Bewegung der Katheten an der 
Skala ablesen will, so mufs die Einheit 
derselben das V 2fache der Mafsstabein- 
heit des Planes betragen. Steht die 
Hypotenusenmarke auf Null, so stöfst 
eine Ecke des Dreiecks, die rechtwin- 
o kelig abgeschnitten ist, gegen den Vor- 


Ki 

= 

= o ; A 

= Pi sprung ¢ des Lineals. Um zwei auf- 

H 8 einander normale Strecken « und f 
Mx“ abzutragen, legt man b in die Richtung 


von &, verschiebt a bis zum Anfangs- 
`N punkte O von & und den Mafsstab auf 
Null; dann wird bei festliegendem Lineal 
die Ablesung « —='OM genommen und 
an der Kante a eine Linie bei M ge- 
zogen, auf welcher die Strecke B= MN 
in ähnlicher Weise abgetragen wird. 
Hierbei braucht das Lineal nicht anders als in seiner Längsrichtung 
verschoben zu werden. — Die Marke auf der Kathete b und die 
Doppelskala auf a, welche Kante dafür abgeschrägt sein mufs, dienen 
gemeinsam mit der zweiten (natürlichen) Skala des Lineals zum Ge- 
brauche des Apparates nach Art des Orthographen. Beide Dreiecks- 
marken kann man ebensowohl zu Anfangspunkten von Nonien machen. 


x 


*) Ein Orthograph von De l’homme de Courbiere, auf der Peltz’schen 
Konstruktion fufsend, dient nebenbei, die Ausdehnung des Kartenpapiers zu 
ermitteln. Vergl. Zeitschrift f. Verm. 1884, S. 553, „Liniennetzkartierungs- 
instrument“, ; 
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$. 180. 


Ausziehen der Pläne. Nachdem alle Detailpunkte in den 
Plan eingetragen sind, werden dieselben geradlinig mit dem Lineal 
verbunden, auch da, wo in der Natur Kurven vorliegen. Denn noch 
aus dem vollendeten Plane mufs die Menge der wirklich bestimmten 
Punkte, auf welche er sich stützt, ersichtlich, und nach $. 108 müssen 
von Kurven soviele Punkte (durch Koordinaten und durch Pfeil- 
höhen) aufgenommen sein, dafs ihre geradlinigen Verbindungen 
nirgends um mehr äls den mittleren Messungsfehler von der wirk- 
lichen Linie im Felde abweichen. Die Punkteinstiche bleiben von 
Linien unbedeckt, diese, ob gebrochen oder gerade, zeigen daher an 
jedem aufgenommenen Punkte eine kleine Lücke. 

In Besitztumsplänen werden alle Linien gleichmäfsig fein be- 
handelt, doch kommt man dem Auge mit blassen Farbentönen zu 
hilfe. Feld, Wiesen und Waldflächen umzieht man ‘mit breiten 
Bändern (ockerfarbig, saftgrün, dunkelgrün durch Zusatz von Karmin; 
oder auch wohl mit einer Mischung von Karmin und Gummigutt 
für Feld, einer Mischung von Karmin und Tusche für Wald), Wege 
legt man mit gebrannter Terra di Siena, Häuser mit echtem Karmin 
an. Wirtschaftsgebäude pflegt man von Wohnhäusern zu unter- 
scheiden, indem man sie mit Sepia oder blasser Tusche anlegt. 
Wasser erhält einen blauen Ton mit einem Stich ins Grüne (preufsisch 
Blau mit wenig Gummigutt). Es ist statthaft und trägt zur Schön- 
heit und Klarheit eines Planes bei, Wege, Häuser und Gewässer im 
Innern ihrer Fläche mit schmalen Schattenbändern von demselben 
Tone zu versehen. 

Für die „Charaktere“ von Grenzsteinen, Dreieckssteinen, Mauern, 
Zäunen, Wegweisern, Obstbäumen, Chausseebäumen, Gebüsch an 
Bächen, einzelnen Baumgruppen zur deutlicheren Bezeichnung von 
Waldflächen ete. findet man in Vorlegeblättern zum Planzeichnen *) 
reiche Auswahl, welche indessen dem Zeichner durch Vorschriften 
erspart zu werden pflegt. So hängt es auch von Vorschriften ab, 
ob aufser den Polygonpunkten noch die Polygonseiten dauernd (in 
Karmin) ausgezogen werden sollen, was bei der Flächenberechnung 
nützlich sein kann, sonst aber überflüssig erscheint, wenn nur die 
Handrisse aufbewahrt bleiben. 

Jedenfalls aber, ob Vorschriften dies ausdrücklich verlangen 
oder nicht, mufs das Koordinatennetz erhalten bleiben, weshalb man 

*) M. Doll, Vorlegeblätter zum Planzeichnen, bearb. f. d. Unterricht 
an techn. Lehranstalten. 2. Aufl. Stuttgart 1873. 


W. Schlebach, Uebungsblätter zum Plan- und Terrainzeichnen, Winter- 
thur 1875. ) 
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es in Karmin auszuziehen pflegt, zuweilen mit Unterbrechung der 
Linien derart, dafs nur die Knotenpunkte der Maschen sichtbar 
werden. Mufste die Lage der Koordinatenachsen willkürlich ge- 
-wählt werden, so ist die Nordsüdrichtung wenigstens ungefähr an- 
zugeben. 

Die Kartenschrift endlich pflegt ein tüchtiger Geometer nicht 
als Nebensache zu behandeln, auch ist ein mühevoll ausgearbeiteter 
und zuverlässiger Plan wohl dieser Zierde wert. Von einer Zier- 
schrift ist indessen dabei nicht die Rede, vielmehr pflegt eine gute 
Kartenschrift durch Einfachheit, Sauberkeit und richtige Verteilung 
zu wirken. Die Vorlegeblätter zum Planzeichnen enthalten auch 
dafür Muster. Die Aufschrift nennt Gegenstand, Zeit, Malsstab und 
Verfertiger der Aufnahme. Erwähnt wurde schon, dafs der Mafs- 
stab noch in anderer Weise, nämlich durch Zeichnung auf dem 
Blatte angegeben sein mufs, wozu indes unter Umständen das Vor- 
handensein eines Koordinatennetzes ausreicht. 

Von amtlichen Vorschriften über die Ausarbeitung der Situations- 
pläne seien hier nur die preufsischen erwähnt. Nachdem sämtliche 
an den Vermessungen in Preufsen beteiligte Behörden sich über 

Fig. 187. gemeinsame Bestimmungen für die Darstellung 
j des Terrains geeinigt hatten, wurden diesel- 
ben veröffentlicht unter dem Titel: „Bestim- 
mungen über die Anwendung gleichmä/siger 
Signaturen für topographische und geometrische 
Karten, Pläne und Risse. Laut Beschlufs des 
Centraldirektoriums der Vermessungen im 
Preufsischen Staate vom 20. Dezember 1879.“ 
Mit acht Tafeln in Buntdruck. Berlin, R. v. 
Deckers Verlag, Marquardt & Schenck, 
Preis 2 Mark. 

Ein Auszug aus diesen Bestimmungen mit lithographierten 
Anlagen findet sich in $. 38 der mehrfach citierten Vermessungs- 
anweisung VIII der preufsischen Katasterbehörde, aus demselben 
Verlage. 


$. 181. 


Kopieren der Pläne. Ein Kopierverfahren, welches das Ori- 
ginal ganz unverändert wiederzugeben vermöchte, giebt es streng 
genommen noch nicht, dagegen einige, deren Anwendung durch 
ungeschickte Hände samt der Kopie auch das Urbild zu verderben 
vermag. Höchst gefährlich ist in dieser Hinsicht das Durchstechen 
von Plänen, obwohl es dasjenige Verfahren bleibt, welches in geübter 
Hand mit verhältnismäfsig geringer Mühe das genaueste Abbild 
eines Planes liefert. Man heftet die glatt ausgebreiteten Bogen an 
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den Rändern zusammen, besser noch mit Leisten als mit Heftstiften, 
und sticht Punkt für Punkt des Originales mit Behutsamkeit nach, 
wobei die Pikiernadel so genau als möglich normal zum Papier ge- 
halten und Vorsorge getroffen wird, dafs die Spitze immer gleich 
tief eindringt, wofür eine mechanische Hemmung am sichersten 
bürgt. Den gewöhnlichen Reifszeug-Pikiernadeln sind feinste eng- 
lische Nähnadeln mit Siegellackkopf und einer Wade von Siegellack 
(Fig. 187) vorzuziehen. Beim Durchstechen geht man von Viereck 
zu Viereck des Quadratnetzes vor, welches selbstverständlich mit 
kopiert wird, und die durchgestochenen Punkte verbindet man 
schliefslich ganz wie auf dem Original durch feine Linien. Trotz 
gröfster Vorsicht wird man nach Abnahme einer Anzahl von Kopigen 
die Stiche im Original merkbar erweitert, dasfelbe also wesentlich 
ungenauer und darum wertloser finden. 

Man verzichtet darum lieber auf die gröfste erreichbare Ge- 
nauigkeit der Kopie, entwirft auf derselben das Quadratnetz von 
neuem, trägt ebenso selbständig die trigonometrischen und Polygon- 
punkte ein und übernimmt von dem Original nur das Detail, und 
zwar entweder mittels Pauspapier oder mit dem Biarchschnabel. 

Um es fest auf das Original auflegen zu können, benutzt man 
ein grofses Stück Pauspapier, kopiert aber jedesmal nur einen kleinen 
Teil des Planes, etwa ein Quadrat des Koordinatennetzes in der 
Weise, dafs man mit fein gespitztem Bleistift alle Punkte des 
Planes auf das Pauspapier aufdrückt, sofort mit einem Kreischen 
umgiebt und der Übersicht wegen aus freier Hand durch Linien 
verbindet. Dann legt man die Pause auf die Kopie, orientiert sie 
mit hilfe der Punkte, welche sich auf beiden schon vorfinden, heftet 
sie fest und beginnt mit dem Durchstechen der Pausenpunkte, wofür 
dieselben Regeln gelten wie für das Durchstechen von Originalen. 
Die Verzerrungen, denen auch das beste Lederpauspapier durch 
Ausbreiten, Streichen, Festheften und durch den Druck der Hand 
unterliegt, gestatten die Übertragung nur bruchstückweise und ver- 
mindern nicht unbeträchtlich den Wert dieses Kopierverfahrens. 


$. 182. 


Fortsetzung. Storchschnabel oder Pantograph heifst ein 
Instrument, welches zum Übertragen von Zeichnungen sowohl im 
Urmafsstab, als auch in beliebiger Vergröfserung oder Verkleinerung 
dient. Der Erfinder desfelben, Jesuitenpater Christoph Scheiner, 
t 1650, beschrieb das Werkzeug 1631 in einem Werke „Pantographia, 
seu ars delineandi res quaslibet“, 

Von den mancherlei Formen, welche man dem Storchschnabel 
gegeben hat, sind am häufigsten im Gebrauche diejenige, welche 
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von dem Erfinder herrührt und die des sogenannten Mailänder Panto- 
graphen. Zieht man in einem Parallelogramm AB CD (Fig. 188), 
in dessen Eckpunkten man sich Gelenke zu denken hat, eine Parallele 
EF zu AB und DC, welche mit dem zweiten Parallelenpaar in E 
und F ebenfalls durch Gelenke verbunden ist, so geht bei beliebig 
veränderten Winkeln des Parallelogramms die Diagonale A C stets 
durch denselben Punkt O, wie aus der Ähnlichkeit der Dreiecke 
AOE und COF und der Unveränderlichkeit des Seitenverhältnisses 
AE:FC folgt. Hieraus ergeben sich als ebenso unveränderlich 
die Seitenverhältnisse A0:0C, A0:AC,AC:OC. Deshalb und 
weil die drei Punkte A, 0, C in einer Geraden liegen, beschreiben 
zwei derselben, wenn der dritte festgehalten wird, ähnliche und ähn- 
lich (perspektivisch) liegende Figuren, deren Ähnlichkeitspunkt der 
festgehaltene ist; denn von ihm aus lassen sich beide beschriebene 
Figuren in Dreiecke zerlegen, welche zwei Seitenverhältnisse und 
den von den proportionierten Seiten eingeschlossenen Winkel gleich 
und von demselben Sinne der Drehung haben. Nach Fig. 188 


Fig. 188. Fig. 189. 


ist der Mailänder Pantograph konstruiert, bei welchem AB = AD. 
Zieht man von O aus eine Parallele OP zu AD und behält nur die 
stark gezeichneten Linien (Fig. 189) bei, so entsteht daraus die 
Figur des Storchschnabels älterer Form. 

Der Rahmen, welcher den Storchschnabel bildet, kann nicht 
unmittelbar auf der Zeichnung gleiten, obwohl dies zur Richtigkeit 
seiner Leistungen beitragen würde. Aber der feste Drehpunkt be- 
darf einer Drehachse und diese eines dauerhaft festliegenden Fulses, 
In den beiden anderen Punkten der Diagonale wird ein Fahrstift 
zum Umfahren der Originalfigur und ein Zeichenstift zum Aufreifsen 
der Kopie befestigt. Die übrigen Gelenkpunkte werden durch 
gleich hohe Fülse, am besten Rollenfülse, unterstützt, so dafs der 
Rahmen sich parallel zur Papierfläche, aber einige Centimeter darüber, 
bewegt. Da alle Füfse unterstützt sein müssen, so verlangt der 
Storchschnabel eine aufserordentlich breite Tischfläche. Man um- 
geht indessen dieses Erfordernis, wenn man die seitlich hinaus- 
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ragenden Gelenke, statt sie von unten zu stützen, mittels Drähten 
von oben her trägt, wie dies auf Tafel IX, die wir später beschreiben 
wollen, dargestellt ist. 

Nimmt man in Fig. 189 O zum Drehpunkte, so bewegen sich 
Fahrstift und Zeichenstift am Ende gleich langer Strahlen und die 
gezeichnete Figur wird der umfahrenen kongruent (bei entgegen- 
gesetzter Lage). Wird A zum Drehpunkte gemacht, in © der Fahr- 
stift, in O der Zeichenstift angebracht, so erzeugt der Pantograph 
eine Figur im halben Mafsstabe des Originals und umgekehrt im 
doppelten, wenn Zeichen- und Fahrstift vertauscht werden. Um 
ähnliche Figuren in beliebigem Verhältnisse zu konstruieren, mufs 
beim Mailänder Pantographen die Leiste EF parallel verschiebbar 
sein, und auf ihr der Stift, welcher den Diagonalpunkt O markiert, 
sei er nun Drehachse, Fahr- oder Zeichenstift. — Am älteren Panto- 
graphen ist der Mittelstift längs O P, der Endstift längs CP verstell- 
bar, A bleibt an seiner Stelle. Darum sind die Schienen OP und 
CP entweder gleichmäfsig eingeteilt oder mit Marken zum Ein- 
stellen auf die entsprechenden Verhältnisse versehen. 

Nach dem vorangegangenen ist die Gebrauchsweise des Storch- 
schnabels leicht ersichtlich. Man stellt ihn nach dem gewünschten 
Maflsverhältnisse ein und bringt Original und Kopie, auf welcher 
letzteren das Koordinatennetz und die Hauptpunkte bereits verzeichnet 
sein werden, in die passende Lage gegen den Ähnlichkeitspunkt beider 
Figuren in der Drehachse des Storchschnabels.. Von der Richtig- 
keit der Lage beider Blätter überzeugt man sich, indem man den 
Fahrstift auf die vier Ecken des Koordinatennetzes und auf einige 
wichtige Punkte im Innern einstellt. Der Zeichenstift mufs jedes- 
mal den entsprechenden Punkt der Kopie treffen. Nachdem die 
Blätter festgeheftet sind, beginnt das Umfahren des Details mit dem 
Fahrstift, zweckmälsig längs eines Lineals. Der Zeichenstift mufs 
sich jederzeit vom Fahrstift aus emporheben lassen, damit er nicht 
jede, auch bedeutungslose Bewegung des letzteren verzeichnet. 

Die schärfste Wiedergabe des Originals kann erfolgen, wenn 
der Zeichenstift keine Spitze von Zeichenblei (Gemenge von Thon, 
und Graphit), sondern eine Nadelspitze trägt, und nicht zum Ver- 
zeichnen von Linien verwandt wird, sondern blofs von Punkten. 
Es gehört dazu eine Vorrichtung, den Zeichenstift mit einiger 
Wucht niederzulassen und gleich wieder emporzuheben. Die mecha- 
nischen Details einer solchen Vorrichtung hier vorzuführen, hat um 
so weniger Wert, als die Werkstätten daran fortwährend zu ver- 
bessern bemüht sind. Der Gebrauch ist gebotenen Falles leicht 
erlernt. 

Damit sich der Leser jedoch eine Vorstellung von einem sorg- 
fältig gearbeiteten Storchschnabel bilden könne, falls er ein derartiges 
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Instrument noch nicht gesehen hat, giebt Tafel IX das (stark ver- 
kürzte) Bild eines frei schwebenden Pantographen aus der Werk- 
stätte von Ott und Coradi in Kempten, welcher auf der Londoner 
Ausstellung wissenschaftlicher Instrumente von 1876 sich befand. 
Die daran mittlerweile angebrachten Verbesserungen sind der Deut- 
lichkeit der Zeichnung wegen absichtlich unberücksichtigt geblieben, 
obwohl sie dem Verfasser von seiten der Firma freundlichst zur 
Verfügung gestellt wurden. 

Zur Linken der Tafel zeigt sich das PA t Stativ mit zwei 
Fufsschrauben und einer Dosenlibelle. Wenn diese einspielt, soll die 
Drehachse des Storchschnabels lotrecht stehen, d. h. diejenige, welche 
den Ähnlichkeitspunkt der von Fahr- und Zeichenstift beschriebenen 
Figuren enthält. An dem Stativ sind nur drei Punkte jener Drehachse 
mechanisch festgelegt, die Mittelpunkte von drei Kugelgelenken. 
Von zweien derselben gehen die Drähte aus, welche den Storch- 
schnabel schwebend erhalten, in ein drittes Kugelgelenk endigt das 
auf dem Stativfuls aufruhende Scharnier des Pantographen. Die 
darüber geschobene Schliefse verhindert die Kugel am Ausspringen 
aus ihrer Pfanne. 

Das untere Ende der Zugdrähte greift mittels Häkchen in die 
Ösen horizontal liegender Schraubenspindeln, durch deren Ver- 
stellung die Drähte gehörig angespannt werden können, bis die 
beiden getragenen Arme des Storchschnabels in einer wagrechten 
Ebene liegen und die Achse ihres Scharniers folglich lotrecht steht. 
Bedingung für die korrekte Bewegung des Instruments ist ferner, 
dafs die Vertikalebenen durch die Mittellinie der Drähte das Cen- 
trum des unteren Kugelgelenks enthalten. 

Die vier Scharniere des Pantographen haben, wie man sieht, 
die Form von Spitzenachsen zwischen Stellschräubchen, wodurch 
sowohl ihre Beweglichkeit als auch ihre feste Lage zu einander ge- 
währleistet (alles Schlottern vermieden) wird. Die Achsen von 
Fahr- und Zeichenstift sollen mit den beiden zunächst gelegenen 
Scharnierachsen in einer Ebene liegen. 

Die Art, wie der verschiebbare Arm angebracht, mittels Nonien 
einstellbar und durch Mikrometerschrauben fein beweglich ist, geht 
aus Tafel IX zur Genüge hervor. Die zweiten Klemmen unter den 
Nonienschiebern werden zur sicheren Feststellung der Scharniere 
nach erfolgter Mikrometereinstellung angezogen. 

Ganz ähnlich wie die Enden der verschiebbaren Schiene läfst 
sich auf dieser selbst die Vorrichtung verschieben und feststellen, 
welche den Zeichenstift trägt, so dafs die Mittellinien von Fahrstift 
und Zeichenstift mit der Drehachse am Stativ in eine Ebene fallen, 
wenn die Ablesungen der drei Skalen sich der geforderten Ver- 
jüngung entsprechend verhalten (S. 552). Diese Bedingung wird 
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der Mechaniker, nachdem er die drei Skalen aufgetragen hat, dadurch 
in Strenge erfüllbar machen, dafs er die drei Nonienzeiger gegen 
Scharnier und Stift ein wenig verschieblich einrichtet und mit Niet- 
schräubchen erst festklemmt, wenn bei vorgeschriebener Stellung 
der Stifte auch die richtige Skalenablesung am Zeiger erscheint. 
Ob die drei zuvor genannten Achsen in einer Vertikalebene stehen, 
kann mit ziemlicher Schärfe durch darüber hin gespannte Fäden 
geprüft werden. Noch vorteilhafter wäre eine nadeldicke vertikale 
Durchbohrung des Stativs vom Mittelpunkte des unteren Kugel- 
gelenks aus abwärts. Der Stich einer hindurch geschobenen Nadel 
auf dem Tische müfste mit je zwei zusammengehörigen Stichen von 
Fahr- und Zeichenstift in einer Geraden liegen, die durch einen 
über die Tischebene gespannten Faden oder ein gutes Lineal leichter 
darzustellen wäre, 

Fahrstift und Zeichenstift endigen oben in Schraubengewinde, 
deren geränderte Mutter auf einer Feder aufruht. Darüber lassen 
sich nach Bedürfnis noch Gewichte auflegen. In der Nähe des 
Fahrstiftes ist die lange Schiene des Pantographen indessen durch 
eine Stütze mit poliertem stählernen Fufs getragen, damit nicht 
das Gewicht des Instruments auf dem Stifte lastet. 

Nahe. dabei ist ein Winkelhebel angebracht, mit dem während 
der Arbeit die Stellung der Stifte geregelt wird. Man erkennt in 
Tafel IX daran einen Handgriff, wagrecht vor der Achse liegend, 
einen oberen und unteren Anschlag zum Aufhalten der Drehbewegung, 
ein oberes und unteres Garnröllchen. Das erste ist (über zwei Leit- 
rollen hin) durch einen gespannten Faden mit der Feder des Zeichen- 
stifts, das letztere durch einen augenblicklich losen mit derjenigen 
des Fahrstifts verbunden. Die abgebildete Stellung des Hebels, 
der Stifte und der Fäden ist wie beim Beginn der Arbeit. Soweit 
es der gespannte Faden zuläfst, ist die Feder des Zeichenstifts nach- 
gelassen und mit ihr hat sich der Stift selbst gehoben. Auch die 
Feder des Fahrstifts ist abgelassen, aber dieser ruht noch auf dem 
Papier, den Ausgangspunkt des Umfahrens der Figur bezeichnend. 
Will man jetzt auch ihn ein wenig über die Papierfläche heben, so 
bewirkt dies eine leichte Umdrehung der Schraubenmutter an seinem 
oberen Ende. Eine Umstellung des Winkelhebels hat die Anspannung 
der Feder des Zeichenstifts und dessen Niederfallen zur Folge, unter 
Umständen auch die Anspannung der Feder des Fahrstiftes und 
dessen Niedersinken. Doch wird der Faden, welcher von der 
unteren Garnrolle ausgeht, in der Regel nur angespannt, wenn 
Fahr- und Zeichenstift ihre Plätze vertauscht haben, wenn es sich 
also um eine vergrölserte Kopie des Originals handelt. Dafs man 
auf den umgekehrten Fall als den gewöhnlicheren rechnet, beweist 
schon die Stelle, wo die Handhabe zur Führung des Instruments 
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angebracht ist. Neuerdings werden frei schwebende Pantographen 
angefertigt, welche neben verkleinerten und vergröfserten Kopieen 
auch solche im Originalmafsstabe liefern. 

Die Bewegung der schwebenden Schienen in einer Horizontal- 
ebene ermittelt man durch aufgesetzte Röhrenlibellen und justiert 
danach die Dosenlibelle des Stativs. 


$. 183. 


Fortsetzung. Pausen durch Photographie und durch Ab- 
färben. Dem photographischen Kopierverfahren verdankt die Karto- 
graphie viel und noch mehr vielleicht in Zukunft. An dieser Stelle 
ist indessen nur das sogenannte Läichtpausverfahren zu erwähnen, 
welches mittels einfachen Apparates ohne Anwendung einer Linse 
Kopieen in dem Mafsstabe des Originals erzeugt, aber immer nur 
eine aufeinmal. Davon unterscheiden sich wesentlich jene Reduktions- 
und Vervielfältigungsmethoden, welche unter den Namen Photo- 
lithographie, Lichtdruck, Albertotypie, Heliogravüre, Aubeldruck etc. 
gröfsere Auflagen von Kartenwerken in erstaunlich kurzer Zeit er- 
möglichen. Solche sind bei Kataster- und Besitztumsplänen von 
grofsem Mafsstabe selten Bedürfnis, und zum Erzeugen weniger 
Exemplare ist keine der genannten Methoden wohlfeil genug. Wie 
Sachverständige versichern, ist aber auch noch kein Lichtpaus- 
verfahren bis jetzt fähig, andere als Kopieen von untergeordnetem 
Werte zu erzeugen, da sie alle zum Schlusse ausgewaschen, also in 
ihren Dimensionen verändert werden müssen, weil sonst das in Über- 
schufs vorhandene lichtempfindliche Chromsalz die Zeichnung bald 
verschwommen und unklar erscheinen läfst. Immerhin können die 
gegenwärtig bekannten Methoden zum Kopieren der so wertvollen 
ausgearbeiteten Handrisse nützliche Verwendung finden, und dies ist 
der Grund, warum hier einige von den Angaben mitgeteilt werden 
sollen, welche Schlebach in der Zeitschr. f. Verm. 1878, S. 271 u. f. 
sehr zweckmälsig zusammengestellt hat. Freilich überflügelt auf 
diesem Felde eine neue Erfindung schnell die andere, und es ist 
heute nicht zu entscheiden, ob die a. a. O. gesammelten Kopier- 
methoden nach einigen Jahren noch in Ubung sein werden. 

Das Lichtpausen erfolgt in dem hölzernen Kopierrahmen, welcher 
eine dicke Spiegelglasplatte aufnimmt und der auf der Rückseite 
durch einen hölzernen Deckel geschlossen wird. Auf die Spiegel- 
glasplatte wird die Zeichnung, darauf das lichtempfindliche Kopier- 
papier gelegt. Zwischen Papier und Deckel kommt noch eine 
Tuch- oder Kartoneinlage, ebenso ist der Deckel mit Tuch über- 
zogen. Kräftige Querleisten drücken den letzteren gegen die 
Spiegelglasplatte, wodurch Zeichnung und Kopierpapier glatt und 
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fest aneinander geprefst werden. Man setzt den Rahmen nun dem 
Tageslicht aus. Liegt die gezeichnete Seite des Originals nach 
unten, so erhält man als Kopie ein Spiegelbild der Zeichnung, 
welches erst durch wiederholtes Lichtpausen ein natürliches liefert. 
Liegt die Zeichnung nach oben, so bekommt die Kopie sogleich die 
richtige Lage, aber ihre Linien werden nicht ganz so scharf als im 
ersten Falle. Die besten Kopieen erhält man von einem kräftig 
gezeichneten Original auf dünnem Pauspapier. 

Von den verschiedenen Methoden, das Kopierpapier vor und 
nach dem Kopieren zu behandeln, sollen nur zwei angeführt werden, 
die Borain’sche, bei welcher Eisensalze den lichtempfindlichen Stoff 
bilden, und das Willi’sche Anilinverfahren. 

Bei dem ersteren kommt ein Präparat zur Anwendung, welches 
aus 50g eitronsaurem Eisenoxyd und 56g rotem Blutlaugensalz auf 
1 Liter Wasser besteht und intensiv blaue, dauerhafte Bilder liefert. 
Beide Bestandteile werden je in !/, Liter Wasser aufgelöst, das 
erstere warm oder heils, dann zusammengeschüttet. Dadurch ent- 
steht ein blauer Niederschlag, den man durch Filtrieren der Flüssig- 
keit entfernen mufs. Der so gewonnenen, bräunlich gefärbten, aber 
klaren Flüssigkeit kann man noch etwa 5g Gelatine zusetzen. Der 
Preis eines Liters, mit welchem ungefähr 30 qm Papier präpariert 
werden können, berechnet sich auf etwa eine Mark. Die Flüssig- 
keit wird im Dunkeln aufbewahrt und zum Gebrauche bei künst- 
licher Beleuchtung mit einem Schwamm gleichmäfsig auf das Papier 
gestrichen, dieses darauf durch Aufhängen im Dunkeln getrocknet. 
Die präparierten Papiere halten sich, in einer Mappe oder einer 
Kapsel aufbewahrt, monatelang, jedoch giebt frisch getränktes bessere 
Bilder als aufbewahrtes. Das Belichten des Papiers im Kopier- 
rahmen muls solange währen, bis dasfelbe eine taubengraue Färbung 
angenommen hat. Damit ist die Kopie fertig, weitere chemische 
Mittel zum Fixieren der Zeichnung sind überflüssig; es genügt, die 
Kopie in einem Becken mit reinem Wasser, welches man mehrere 
Male erneuert, abzuspülen und nachher zu trocknen. 

Das Verfahren liefert eine weilse Zeichnung auf tiefblauem 
Grunde. Um eine dunkle Zeichnung auf hellem Grunde zu haben, 
mufs die Kopie nochmals kopiert werden. 

Um das Willi’sche Anilinverfahren anzuwenden, bereitet man 
folgende Flüssigkeit (nach Schrödter und Buberl): in 100 Teilen 
Wasser werden 7 Teile doppeltchromsaures Kali und 70 Teile 
Phosphorsäure von 1,124 specif. Gewicht aufgelöst. Je nachdem 
der Farbenton der Kopieen ein anderer werden soll, schwankt die 
Menge des doppeltchromsauren Kalis auf 100 Teile Wasser zwischen 
5 bis 10 Teilen, diejenige der Phosphorsäure zwischen 50 bis 100 
Teilen. Das hiermit präparierte Papier färbt sich im Kopierrahmen 
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nicht. Man setzt daher zugleich mit ihm ein Stückchen Borain’- 
sches Papier dem Lichte aus. Erscheint die Einwirkung als ge- 
nügend, so wird die Kopie im Dunkeln aus dem Rahmen genommen, 
in einen verschlossenen Raum, am besten in eine aufrechtstehende 
Kiste, gebracht und Anilindämpfen ausgesetzt. Dazu nimmt man 
das Anilin, welches, in Benzin gelöst, unter dem Namen „Anilinöl“ 
im Handel vorkommt. Einige Tropfen, auf ein Stückchen Lösch- 
papier getröpfelt, welches an der unteren Fläche des Kistendeckels 
befestigt wird, sollen genügen, um nach einer halben Stunde das 
Bild und gleichzeitig die Fixierung desfelben zu erzeugen. Die 
Zeichnung erscheint blaugrau, stahlblau oder violett auf weilsem 
Grunde. Die Kopie wird in Wasser, dem 1 Proc. Schwefelsäure 
zugesetzt ist, und schliefslich in ganz reinem Wasser gewaschen und 
getrocknet. Diesem Verfahren steht nur die sehr geringe Licht- 
beständigkeit der Anilinfarben entgegen. 

Anilinfarben sind es auch, welche man zur Herstellung von 
Kopieen durch Abfärben verwendet. Das verbreitetste Werkzeug 
dazu ist der Hektograph, eine flache Blechwanne, in welcher die 
fingerdicke Schicht einer nach dem Erkalten mäfsig feuchten, elasti- 
schen Mischung von Leim und Glycerin warm eingegossen wird *). 
Auf die ebene, etwas angefeuchtete Oberfläche der Schicht drückt 
man die Originalschrift oder Zeichnung, die auf Papier mit starken 
Anilinfarben erfolgte, eine halbe Minute lang auf, wodurch Schrift 
und Zeichnung dem Hektographen übertragen werden. Die Kopieen 
erlangt man durch ebenso langes Aufdrücken von reinem Papier, 
die zwanzig bis dreifsig ersten in der Regel von gleicher Stärke und 
Reinheit, die späteren matter. Nach dem Gebrauche mufs die Schrift 
vom Hektographen durch Abwaschen seiner Oberfläche mit warmem 
Wasser entfernt werden. Infolge der Elastizität der Leimschicht 
erleiden die hektographisch kopierten Figuren und Schriftzüge man- 
cherlei kleine Verzerrungen. 


$. 184. 


Flächenberechnung. Formeln. Bei Flächenberechnungen 
oder Quadraturen kommen in der praktischen Geometrie folgende 
Formeln zur Anwendung. Heifsen abe die drei gemessenen Seiten 
eines Dreiecks und s die halbe Summe derselben, so ist der absolute 
Betrag F des Flächeninhalts zu berechnen aus: 


*) 120g Leim oder Gelatine werden in 525g Wasser gelöst, dann bis zu 
900 g Glycerin zugesetzt, indem man das Ganze mäfsig erwärmt. Nach dem 
Eingiefsen der warmen, noch flüssigen Masse in die Blechform mufs die 
Oberfläche blasen- und schaumfrei sein. — Die Tinte ist eine koncentrierte 
Anilinlösung in verdünntem Alkohol. 
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Ist a eine Seite, k die zugehörige Höhe eines Dreieckes, so bildet 


man F aus: 
F= ah e a a NG (2) 


Verbindet man im Viereck (Fig. 190) zwei Eckpunkte durch eine 
Diagonale a und fällt darauf Lote hı und hy von den beiden anderen 
Ecken, so ist der Flächeninhalt V des Vierecks: 


VERSUS FM) ER, Ania (8) 
Wäre das Viereck ein Paralleltrapez und h der Abstand der paral- 
lelen Seiten, a und b die Längen derselben, so kann sein Inhalt 7 
auch berechnet werden aus 


RENTE 3) a raa ? y 


Um den Inhalt P eines Polygons zu finden, ziehe man durch 
sämtliche Polygonecken Parallele zu irgend einer Richtung, zweck- 
mäfsig zur Verbindungslinie zweier Eckpunkte. Alle parallelen 


Fig. 190. Fig. 191. 


Strecken innerhalb des Polygons werden mit der Summe ihrer Ab- 
stinde von beiden Nachbarparallelen multipliziert, die Produkte 
summiert und halbiert (Fig. 191). 


2 P= (a + a2) (h + ha) +b (ha + hs) + ¢ (hs +r) +å (hi +h). (5) 
wie aus dem Zerlegen eines jeden Trapezes der Figur in zwei 
Dreiecke folgt. Wenn h = h = ++: = h, so hat man: 
P= h(a + +b+c+d) .....(6) 
Einer krummlinigen Figur denkt man sich ein Polygon so ein- 
geschrieben, dafs der Flächeninhalt beider innerhalb der zulässigen 
Fehlergrenzen übereinstimmt. Um die letzte Formel anwenden zu 
können, teile man den Abstand zwischen zwei parallelen Tangenten, 
zwischen welche die ganze krummlinige Figur fällt, in n gleiche 
Teile k, ziehe Parallele zu den Tangenten durch die Teilungspunkte, 
messe die Strecken a, b.... und multipliziere ihre Summe mit A. 
Wenn man nur den Teil der krummlinigen Figur zwischen den 
m + 1 äquidistanten Parallelen 012... m quadrieren will und 
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YoYı +: Ym die parallelen Strecken sind, so geht die Formel (5) 
über in 
P = a(o + Ym) h + tt: + Ymi) hk. . (7) 

Statt aber, wie es diese Formel thut, geradlinige Verbindungen 
zwischen den Polygonpunkten vorauszusetzen, macht die strengere 
Simpson’sche Formel, welche hier abgeleitet werden soll, die Voraus- 
setzung, dafs kleine Bogen der krummlinigen Grenze durch Parabel- 
bogen ersetzt werden, wodurch ein engerer Anschlufs an den wirk- 
lichen Verlauf der Grenze ermöglicht wird. 

Sind uns von einer Kurve, deren Gesetz wir nicht kennen, 
n + 1 Punkte durch ihre Koordinaten gegeben, z. B. die Punkte 
(«=0,y) (© = h, y) (£ = 2h, Ya) ($ = Nh, Yn), so können 
wir dieselbe durch eine parabolische Interpolationskurve ersetzen, 
welche jene Punkte enthält und deren Gleichung lautet: 

y =m tms + ar? + + ma". 

Bestimmen wir die n + 1 Koeffizienten dieser Gleichung und inte- 
grieren dieselbe zwischen den Grenzen x = 0 und x = nh, so be- 
kommen wir die Fläche J, welche von der Kurve, den Koordinaten- 
achsen und der nten Ordinate eingeschlossen wird. Für n = 1 
erhalten wir auf diesem Wege den Inhalt eines Trapezes, dessen 
parallele Seiten zwei Nachbarordinaten sind, und die Anwendung 
auf alle Flächenräume zwischen je zwei Nachbarordinaten von der 
ersten bis zur mten führt auf Formel (7). Wir nehmen jetzt n — 2 
an. Dann sind die Koeffizienten a, @; dx zu bestimmen aus den drei 
linearen Gleichungen: 


Yo = Mo 
Y=%+ waht ak 
Y = M + 2aih + 4 ah? 


Man findet: 
o = Yo 
— 3y + 4yı — % 
ber In 
Yo — 2y + % 
MT Zh? 


2h 
T= fyàs — 20h + 2a + s kih 
0 
und durch Einsetzen der berechneten Koeffizienten: 
= 1 (4y — Yo — Y) h. 
Die 2m + 1 Ordinaten %,Yı ... Yəm bestimmen auf diese Art zu je 
dreien m aneinander grenzende Flächen Jı Jz... Jm, deren Inhalt 


berechnet wird aus: 
Vogler, Praktische Geometrie. 36 
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3h : h= — yp + Ayı — % 
dda i h = 1 t Ey i 
Jyh = — y, + 4% — % 
3m: h = — Yam-a + Ayam-ı — Yam 
2m 


und deren Summe > geschrieben werden kann: 
0 


2m i=m—1 i=m—1 
Se: = — !/h(y + Ym) + th >) Yai+ı — 2, h >) Yzi . (8) 
0 i=0 i=1 
Dieses ist die Simpson’sche Formel. Die Rechenregel, welche sie 
angiebt, kleidet sich leichter in Worte, wenn man sie in der Form 


anschreibt: 
2m i=m—1 i=m 


X = "shlyo + Yam) + th X Piti — sh >) Ya 
0 i=0 i=0 
aber nach Formel (8) wird man rechnen. Dieselbe ist auf eine 
Fläche anwendbar, welche von zwei Kurven und der Oten und 
2 mten Ordinate begrenzt wird, wenn die y die algebraischen Diffe- 
renzen der Kurvenordi- 
naten, oder mit anderen 
(+) Worten, die parallelen 
Strecken zwischen den 
beiden Kurven bedeu- 
ten. Der Beweis ist 
leicht. 

Zur Anwendung der 
Formeln (1) bis (8) 
müssen zum Teil solche 
Stücke der Figuren be- 
kannt oder mefsbar sein, 
welche aus den Koordinaten ihrer Eckpunkte nicht unmittelbar her- 
vorgehen. Dieser Umstand macht die Formeln mehr geeignet zur 
Anwendung auf Figuren, welche in Plänen dargestellt, als auf solche, 
für deren Berechnung nur die Koordinaten mafsgebend sind. Für 
den letzteren Fall sind folgende Formeln vorzuziehen. 

Wird zur Flächenberechnung ein nEck, wie in Fig. 192 das 
Fünfeck, im Sinne des Pfeiles, also entsprechend dem Laufe der 
Uhrzeiger, umschritten, so ist der doppelte Inhalt des Polygons: 


2P = (y + y) @ii m tum F y) e a) +" 
+ (Yn—1 + Yn) (En—1 — En) + (Yn + Y1) (m — %) . (9) 
Vertauscht man die gleich bezeichneten x und y miteinander, wie zur 
Rechnungskontrolle empfohlen wird, so erhält man — 2 P, weil jene 


Fig. 192. 


(+2) 
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Vertauschung gleichbedeutend ist mit dem Umtausch der Abseissen- 
und Ordinatenachse. Bei der Ausmultiplikation von (9) verschwin- 
den alle Produkte gleichbezeichneter Faktoren und man erhält: 
2 P = tiy + tays + tya He + any (10) 
| Hy up - um —ı — um 
In beiden Formeln (9) und (10) können beliebige Grölsen x, und yo 
(z. B. die arithmetischen Mittel der x und der y) von sämtlichen x 
und y abgezogen werden ohne Änderung des Resultats. Hierdurch 
wird aufser der Möglichkeit, mit kleineren Zahlen zu rechnen, auch 
die einer Rechnungskontrolle gegeben. 
Aus (10) läfst sich durch Zusammenfassen je zweier Glieder 
mit demselben Faktor y bilden: 
2 P = (En — T3) yı F (21 — 23) Ya F (22 — 24) Ya ++ (En—1— 21) Yn 
oder auch geschrieben: 
3 P = BN e Nr E (10*) 
Wie vorhin bemerkt, wird daraus durch Umtausch der y mit den 
gleichbezeichneten &: 
— 2 PZ R A N. a a E e O 
Die Regeln (10*) und (10**) sind leicht in Worte zu fassen. Man 
bilde für jeden Polygonpunkt das Produkt der zugehörigen Ordinate 
(Abseisse) in die Differenz der Abscissen (Ordinaten) der beiden 
Nachbarpunkte und erhält bei recht- (rück-) läufiger Aufeinander- 
folge der Koordinaten aus der Summe dieser n Produkte den doppel- 
ten Polygoninhalt. 
Es ist wohl selbstverständlich , dafs man statt der 2n Produkte in (10) 
vorziehen wird, nur die n Produkte der Formeln (10*) und (10**) zu berechnen. 


Für das Viereck und das Dreieck als besonderen Fall des Vierecks wolle der 
Leser selbst 2 P als Summe von zwei Produkten darstellen. 


8. 185. 


Hilfswerkzeuge bei der Quadratur nach Formeln. Die 
Formeln (1), (9) und (10) werden ausschliefslich in Fällen angewandt, 
wo die Zahlen, welche einzusetzen sind, aus der direkten Messung, 
nicht erst aus dem Plane stammen. Es wird daher bei ihnen nur 
auf Hilfsmittel der Rechnung bedacht zu nehmen sein. Formel (1) 
ist logarithmisch. Für Summen von Produkten, wie in Formel (9) 
und (10), weniger für einzelne Produkte aus zwei Faktoren, empfiehlt 
sich die Thomas’sche Rechenmaschine noch vor der Logarithmen- 
tafel. Billiger als eine Rechenmaschine und ebenfalls aufserordent- 
lich brauchbar sind A. L. Crelles Rechentafeln, „welche alles Multi- 
plizieren und Dividieren mit Zahlen unter Tausend ganz ersparen, 
bei gröfseren Zahlen aber die Rechnung erleichtern und sicherer 

36* 
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machen“. Fünfte Stereotypausgabe, Berlin 1880. Diese Hilfsmittel 
können selbstverständlich auch dann mit Vorteil gebraucht werden, 
wenn, wie es bei Anwendung der Formeln (3) bis (8) häufig der Fall 
sein wird, die Faktoren sämtlich oder zum teil aus abgegriffenen 
Mafsen bestehen. Sind solche Mafse nur dreistellig, so kann man 
unbedenklich den Rechenschieber benutzen. 

Zum Abgreifen der Mafse aus Plänen bedient man sich man- 
cherlei Werkzeuge, von denen hier nur einige, teilweise schon ge- 
nannte, aufgeführt werden sollen. Die Basis und Höhe eines Dreieckes 
kann mit Winkel, Zirkel und Transversalmafsstab, oder besser 
mit Winkel und prismatischem Anlegemafsstab ziemlich rasch ge- 
messen werden. Beide genannte Apparate werden aber von dem 
Longimeter (8. 179) übertroffen. Dieses liefert z. B. die Elemente 
zu Formel (3), ohne dafs irgend eine Hilfslinie gezogen wird. Man 
lege eine Kathete des Dreieckes an die kürzere Diagonale a an und 
messe in Fig. 190 die Länge a und die Summe der Normalen h, und 
ħ ganz so, als ob nur zwei zu einander normale Strecken nach $. 179 
zu messen wären. Um nicht erst einen der Faktoren oder das 
Produkt halbieren zu müssen, wählt man am Longimeter die Katheten- 
längen im Verhältnisse 1:2. 

Um parallele Strecken innerhalb eines Polygons oder einer 
krumm begrenzten Fläche abzumessen, kann man eine rechteckige 
Glastafel (Fig. 193) verwenden, auf deren unterer Fläche ein Netz 


Fig. 193. 


von normal sich und die Kanten der Tafel schneidenden Parallelen 
graviert ist, in der einen Richtung von je einem, in der anderen 
von mehreren Millimetern gegenseitigem Abstand. Jede der Par- 
allelen des zweiten Systems wird dadurch ein Millimetermafsstab 
mit dem Anfangspunkte an einem Rande der Glastafel. Wenn man 
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die Tafel sich selber parallel so verschiebt, dafs ein Anfangspunkt 
nach dem andern in die Polygongrenze fällt, so kann man der Reihe 
nach sämtliche vom Polygon begrenzten parallelen Strecken, wie in 
der Figur A, B, an der Millimeterteilung ablesen. Z ist ein Lineal, 
an welchem die Glastafel verschoben wird. Um parallele Strecken 
mit ungleichen Abständen, wie in Fig. 191, zu messen, mufs die 
Glastafel auch eine Parallelverschiebung nach der Seite erhalten 
können, zu welchem Zwecke L an die Langseite der Tafel versetzt, 
oder an Stelle des einfachen Lineals ein solches in Winkelform be- 
nutzt wird. 

Wenn man die Zwischenräume zwischen den mit AyA4ı As... 
bezeichneten Graden durch Parallele zu diesen bis auf Millimeter 
einteilt, so entsteht ein Netz mit quadratischen Maschen von 1 mm 
Seitenlänge (Schätzquadrate), welches noch besser als das vorige 
benutzt werden kann, um Figuren mit vielfach gebrochenen Grenzen 
zu quadrieren. Man zerlegt solche Figuren in Streifen von 10 mm 
Breite, gleicht durch eine Hauptlinie des Quadratnetzes die aus- 
und einspringenden Flächenteile an der Grenze einer Schmalseite 
jedes Streifens aus (und zwar an der am stärksten, ausgezackten) 
und liest die mittlere Ordinate des Streifens an dem Schnitte mit 
der Grenze der gegenüberliegenden Schmalseite ab, jedem Milli- 
meter den Wert 10 beilegend. Dadurch erhält man in Quadrat- 
millimetern die Flächen aller durch zwei Parallele des Quadratnetzes 
eingeschlossenen Streifen. Die beiden äulsersten aber zerlegt man 
der Quere nach in kurze Streifen, deren Inhalt auf ähnliche Weise 
gefunden wird. Die preufsische Vermessungsanweisung VIII ent- 
hält auf S. 229 dafür ein lehrreiches, augenscheinlich der Praxis 
entnommenes Beispiel: 

Auch zum Abschieben der Summe der Höhen hı + A, der 
Dreiecke, in welche ein Viereck durch eine Diagonale zerlegt wird, 
eignet sich die Glastafel, obwohl nicht ganz so gut wie das Longi- 
meter. 

Die Ablesung und Addition der parallelen Strecken bei An- 
wendung der Formel (6) wenigstens teilweise zu ersparen, ist folgen- 
der Apparat geeignet. Auf einem Rahmen sind in gleichen und 
bekannten Abständen h parallele Rofshaarfäden gespannt (Plani- 
meterharfe), welche beim Gebrauche die Figur in Streifen zerlegen, 
Die Strecken, welche man messen soll, werden längs der Fäden in 
den Zirkel genommen, die erste derselben mittels des Zirkels an die 
zweite in deren Verlängerung angelegt und die Zirkelöffnung der 
Summe gleich gemacht, und so fortgefahren, bis die Zirkelschenkel 
etwa unter 90° aufeinander stehen, dann auf dem Mafsstab abgelesen. 
Um diese Ablesungen auf eine einzige zu beschränken, wird an dem 
Zirkel eine einfache Hemmvorrichtung angebracht. Bis zu dieser 
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geöffnet giebt er ein bekanntes festes Mafs an. Beim Summieren 
von Strecken zählt man, wie oft dieses Mafs erreicht wird, und liest 
nur den letzten Überschufs ab. Ein Zählrädchen, welches bei jeder 
vollen Offnung des Zirkels um einen Zahn weiterrückt, erleichtert 
den Gebrauch. Da es indessen mifslich ist, die Zirkelmafse dicht 
bei den Fäden zu nehmen, so wählt man die Mitte zwischen zwei 
Fäden zur Bezeichnung der Strecke, welche gemessen werden soll, 
und verschiebt, damit Formel (6) anwendbar bleibe, den Rahmen 
so, dafs die Figur genau zwischen die Mittellinien zweier Streifen 
fällt. Eine ähnliche Rücksicht bestimmt die Lage der Glastafel in 
Fig. 193. 


$. 186. 


Flächenzerlegung und Flächenverwandlung. Die Anwen- 
dung der 10 Formeln des $. 184 setzt in der Regel eine Zerlegung 
- Fig. 194. der Flächen voraus. So beruht 
(5) auf der Zerlegung des Po- 
lygons der Fig. 191 in Tra- 
` peze und Dreiecke. Ebenso gut 
könnte man das Polygon durch 
Diagonalen in zwei Vierecke 
und ein Dreieck zerlegen, wo- 
durch man im vorliegenden Falle 
ein Produkt zu bilden ersparen 
würde, und bei Anwendung des 
Longimeters Hilfslinien auszu- 
ziehen ebenso überflüssig wäre, 
als bei der Verwendung der 
Glastafel ($. 185). 
Obwohl man nun in dem 
Zerlegen in Vierecke durch 
Diagonalen ein Mittel hat, die Arbeit der Rechnung möglichst ein- 
zuschränken, so wird diese dennoch viel umfangreicher, als es ge- 
rechtfertigt erscheint gegenüber der Genauigkeit, welche zu erwarten 
steht. Wenn namentlich die Zerlegung viele Landstückchen von 
geringem Flächeninhalt bilden müfste, so könnte das Mifsverhältnis 
zwischen Arbeit und Genauigkeit des Ergebnisses bedeutend werden. 
In solchen Fällen ist daher die Verwandlung der Figur in eine ein- 
fachere, zur Berechnung geeignetere, vorzunehmen. Das Verfahren 
zur Verwandlung eines Polygons von n Seiten in ein solches von 
n — l Seiten, z. B. des Fünfecks AB ODE in das Viereck A'B CD 
(Fig. 194), welches aus der Elementargeometrie bekannt ist, kann 
rasch und genau mit Lineal und Dreieck ausgeführt werden, so 
wie Fig. 194 es andeutet, Linie A'B auszuziehen ist überflüssig. 
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$. 187. 


Wagners Planimeter. Seiner sinnreichen Konstruktion halber 
soll hier ein Instrument erwähnt werden, welches die Gröfsen der 
Formel (3) des §. 184 nicht nur abzugreifen erlaubt, sondern zugleich 
jedesmal eine Zahl liefert, welche dem Flächeninhalt V der gegebenen 
Vierecke proportional ist. Der Gebrauch des Instrumentes erfordert 
daher allerdings die Zerlegung oder Verwandlung eines gegebenen 
Polygons in Vierecke (oder Dreiecke). 

Man denke sich das gegebene, in Fig. 195 schraffierte Viereck 
mit zwei seiner Ecken auf die Achsen eines rechtwinkligen -Koordi- 

k natennetzes gelegt, so dafs 

aay 9 eine Diagonale « der Ab- 

‚ sceissenachse parallel läuft. 
h, und h seien die Höhen 
der Dreiecke, deren ge- 
meinsame Basis jene Dia- 


EL | gonale a bildet. Im Ab- 
i o N >- standè b = h + R sei 


l 


UUK 1%) | von der y- Achse aus eine 
U; æ 4 : der x-Achse parallele 


Strecke c angetragen und 
der Endpunkt P derselben 
mit dem Koordinatenanfangspunkte O verbunden. Dann schneidet 
die Verbindungslinie OP von einer Parallelen zür y- Achse im Ab- 
stande æ die Strecke z ab, welche dem Flächeninhalte V = 1/, ab 
des Viereckes proportional ist. Denn aus der Figur läfst sich sehr 
leicht die Proportion ablesen: 


woraus folgt: 


ab AK 
8g = — o= — 
c c 
und 


Das ganze Werkzeug kann sehr einfach in einem Millimeter- 
quadratnetze auf dünner Gelatineplatte bestehen. Die Koordinaten- 
achsen müssen stärker ausgezogen und ihr Schnittpunkt fein durch- 
stochen sein. Durch das Loch ist ein dünnes Haar zu ziehen, 
aulserdem die Ordinatenparallele im Abstande c besonders deutlich 
hervorzuheben. Durch Verschieben der Gelatineplatte auf dem 
Papier wird das gegebene Viereck leicht in die verlangte Lage zum 
Koordinatennetz gebracht, darauf das Haar nach P ausgespannt und 
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2 in Millimetern abgelesen. Wäre c = 20mm, so hätte man V in 
Quadratmillimetern: 
= 102. 


Um Vin dem reduzierten Mafsstabe eines Planes abzulesen, braucht 
man nur c entsprechend zu wählen. Eine grofse Genauigkeit darf 
man indes nicht von dem Instrumente erwarten, denn einmal fallen 
bei der angegebenen Ausführung die Parallelen zu den Koordinaten- . 
achsen in den Abständen a und b selten mit Linien des Netzes 
zusammen, Punkte darauf sind daher meistens durch Interpolation 
nach dem Augenmafse aufzusuchen; aufserdem aber wird z und ein 
Ablesungsfehler in 2 mit einer grofsen Zahl (Y/,c) multipliziert. 
Vermindert man c, so vergrölsert sich der Ablesungsfehler infolge 
des schieferen Schnittes von OP mit z. 

Der Gedanke, auf welchem das beschriebene Werkzeug beruht, 
rührt von G. Wagner, weiland Obergeometer in Trier, her und 
wurde 1821 veröffentlicht. 


$. 188. 


Genauigkeit der Flächenberechnung (nach Formeln). Wenn 
eine Fläche f zu berechnen ist nach der Formel 
EN 2 ie Ha a: e n 


worin a einen Koeffizienten, x und y unabhängig gemessene Gröfsen 
bedeuten, so wird unter Vernachlässigung eines Gliedes zweiter 
Ordnung der Zuwachs 4f von f infolge von Messungsfehlern 1x 
und Sy in x und y gefunden zu: 
I al EA er ara ER) 
Durch Quadrieren und Bilden der Durchschnittszahlen der Fehler- 
quadrate mit Rücksicht auf die Häufigkeit ihres Auftretens erhalten 
wir, wenn mittlere Fehler mit u bezeichnet werden: 
u = a (suy + ypu) >... (2) 
Diese Funktion von æ und y, neben welcher als Bedingung die 
andere (1) besteht, wird bei gegebenem f, Ws, Wy ein Minimum, wenn 
a (xu? + y?uz) — k (axy — f) ein Min, 
worin ķ% eine Korrelate vorstellt ($. 91). Durch partielles Diffe- 
renzieren nach g und y erhält man die verschwindenden Ausdrücke: 
2a?zuy — aky = 0 
2a?yuz — akg = 0, 
welche zunächst durch Bildung des Produktes aky.akx ergeben: 
k = 2a uyuz, 
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sodann durch Einsetzen von k auf die Proportion führen: 


En Be Nr a ae S) 
welche letztere in Verbindung mit (1) x und y zu berechnen erlaubt: 
en f Ur, EN Í- Uy j 
= ; = y {4 

a Uy a Uy 


Die Proportion (3) sagt aus, dafs der kleinste Flächenberechnungs- 
fehler nach (1) bei gegebenem f, u, und u, entsteht, wenn sich die 
gemessenen Faktoren verhalten wie ihre mittleren Fehler, welchen 
Wert auch der Koeffizient a haben möge. Daraus entnimmt man 
folgende Regeln: | 

1) Sind die mittleren Messungsfehler gleich, wie es beim Ab- 
greifen von x und y aus Plänen in der Regel der Fall ist, so suche 
man beide Faktoren möglichst gleich grofs zu machen. Darum z. B. 
legt man bei der Berechnung nach (3) §. 184 die Winkelkathete an 
die kürzere Diagonale, wodurch der Faktor (hı + hs) gleich oder 
kleiner wird als die längere Diagonale. 

2) Wenn umgekehrt Faktoren x und y von wesentlich ver- 
schiedener Länge gegeben sind, so messe man den kürzeren derselben 
mit besonderer Sorgfalt. Das Minimum der Funktion (2) ist zwar 
in diesem Falle nicht erreichbar, weil es für uy = u, = O eintritt; 
aber man wird wenigstens beiden mittleren Messungsfehlern auf u; 
den gleichen Einflufs wahren, wenn man sucht, die Proportion (3) 
zu erfüllen. Dieser Regel entsprechend entnimmt man von langen 
schmalen Äckern in Parallelogrammform höchstens die Länge dem 
Plane, die Breite (Höhe) aber dem Originalmafs, welches auf dem 
Felde gefunden ward. Derselben Regel entsprechend legt man bei 
Benutzung des Longimeters nach $. 185, dessen Katheten sich wie 
1:2 verhalten, die kürzere Kathete an die kürzere Diagonale des 
Viereckes an. Der Grund ist leicht zu finden. 

Unter den günstigsten Bedingungen, wenn nämlich nach (3) gilt: 
ER. * 
= = y Wa reist ati T (3 ) 

findet sich aus (2) der Fehler der Flächenberechnung wie folgt: 
u = 20 y?w = 220, 


Ben. ee SE 
PRV ai aei ;) 


d. h. wenn die mittleren Längenmessungsfehler zu den Längen in 
konstantem Verhältnis stehen, so stehen auch die mittleren Flächen- 


berechnungsfehler zu den Flächen in konstantem, aber im V2 fach 
vergröfserten, Verhältnis. 
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Ist dagegen im ungünstigeren Falle: 


Ee = pw; y = 1m, 


so wird aus (2) gefunden: 
en. 
q= R Te ar O EE 

das Fehlerverhältnis uş: f ist demnach gröfser als das ungünstigste 

der beiden Verhältnisse uz: % und u,:%. 

Besteht die Bedingung (3) endlich in der Form: 

ya: ud 

so wird aus (1) und (2) gefunden: 


u, = avzu, V2 = u, V2avf as. i 


$. 189. 


Fortsetzung. Wenn eine Fläche fs zu berechnen ist nach der 


Formel: 
Rehthte + a 
= May + latya + + Ann 
worin die « wieder Koeffizienten, die x und y Malse sind, so wird 
durch den gleichen Vorgang wie im vorigen Paragraphen gefunden: 
uP = uf + u + + Mn) ai 
= a (2f Uyi F Ya) + ag (23 ly? + Yi Ua) + 
Diese Funktion der y und y wird mit Rücksicht auf (1) ein Mini- 
mum, wenn: 
[2 xuy] + [ay?us2] — 2klaxy] + 2kfs ein Min., 
worin die k Korrelaten und die eckigen Klammern Summen von je n 
innerlich gleich bezeichneten Gliedern andeuten. Als Bedingung 
des Minimums erhält man zunächst n Proportionen von der Form 


R e a e a a aL 
welche in Verbindung mit n Gleichungen: 
| u = fi 
die einzelnen & und y zu berechnen erlauben. Man erhält: 
Be Ka, yi = Abu, 
Ai Uyi. Ai Uzi 


Aus (3) folgt, dafs die Regeln 1) und 2) des vorigen Paragraphen 
auf jedes einzelne Stück einer Flächensumme (1) Anwendung finden. 
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Wenn im günstigsten Falle: 


War en By u Uaz — Uy —— ne 3* 
2 Yı T2 Y% - HEGAN u 
ist, so geht (2) über in: 


up? = 2[a?2?y?]u) = 2[f#]u, 


eV RER a a AA 
ur 1 12 PEDE 
ml (5) 


Im Falle die n Flächenstücke fi fz ... fn von gleicher Gröfse f sind, 
verwandelt sich (5) in 


u Va A i a o 
safa nfo n 

Gegenüber Formel (5) des vorigen Paragraphen sagt diese aus, dafs 
durch Zerlegen einer Fläche in Stücke von gleicher Gröfse die 
Inhaltsberechnung wesentlich genauer wird, vorausgesetzt, dafs 
sämtliche Längenmessungsfehler zu den Längen in konstantem Ver- 
hältnis stehen. Aber nur in Ausnahmefällen wird diese Propor- 
tionalität gemäfs (3*) eintreten oder herbeizuführen sein. Häufiger 
wird man eine andere Bedingung wenigstens annähernd erfüllen 
können. Bestehen nämlich neben der für das einzelne Flächenstück 
fi gültigen Proportion (3) die Bedingungen 


Us = Un = + = Yon = Ug 
Bi m 5 TT 
und darum die konstanten Verhältnisse: 
Uyi : Usi = V 
yet 
so geht (1) über in 
f = v [ax] 
und (2) in 
uf == 2 v2 Ug? [0.2232]. 
Für den gewöhnlicheren Fall, dafs «4 = % = --: = a, folgt aus 
den beiden letzten Formeln: 
us = Us V2 avf A a Raana 


welche Formel identisch ist mit (6) des vorigen Par ERE Unter 
den vorangestellten Bedingungen ist daher die Inhaltsberechnung 
gleich genau, ob die ganze Fläche auf einmal oder in einzelnen 
Stücken berechnet wird. Beim Longimeter sind die Längenmessungs- 
fehler nach beiden Richtungen konstant, und einander gleich, folglich 
v = l, wenn das Schiebedreieck gleichschenklig ist. In diesem 
Falle müssen auch, wie schon erwähnt, x; und y; einander gleich 
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werden. Es genügt aber, dafs eine Figur in Vierecke zerlegt wird, 
welche dies zulassen; ihr Inhalt wird dann ebenso genau gefunden 
wie der eines gleich grofsen Viereckes von der verlangten Gestalt. 
Da dann nach Formel (3) des $. 184° der Koeffizient a = 1/2, so 
hat man: 


nu, , (8) 
EN ee... (8%) 


T WT 
Haben die Katheten des Schiebedreieckes das Längenverhältnis 
1:2, so wird, wie alsbald nachgewiesen werden soll, 


3 
y Ey g Ae 
ra v2 
Abend 2, 


zu nehmen ist. Da demnach v bekannt und wie zuvor a = !/, ist *), 


so wird: 
| j 3 


Pe 6 erh. ea ek i dOS 
ToS 2 f2 (9*) 


haih non 


Wir wollen jetzt für beide Formen des Schiebedreieckes u zu 
schätzen suchen. Nehmen wir den mittleren Abstand des Endpunktes 
einer Strecke, welche gemessen werden soll, von der Kathete des 
Schiebedreieckes zu 0,05 mm an und den mittleren Ablesungsfehler an 
der Linealskala ebenso grofs, so wird der erstere bei jeder Messung 
zweimal begangen, der letztere ebenfalls zweimal, aber im Verhältnis 
derjenigen Kathete, in deren Richtung die gemessene Strecke liegt, 
zur Hypotenuse verkleinert. Summieren wir sämtliche vier Fehler- 
quadrate und ziehen die Wurzel, so erhalten wir für das gleich- 
schenklige Schiebedreieck: 


Uy = Ya = 0,5 mm. V3, 


für das Schiebedreieck mit dem Kathetenverhältnis 2:1 aber: 


i U = 05mm. /1E 


*) Des einfacheren Vergleichs wegen nehmen wir an, auch am ungleich- 
schenkligen Schiebedreieck würden die Längen x und y ihrem wahren Be- 
trage nach abgelesen, das Produkt dafür mit Y, multipliziert. Die Genauig- 
keit dieses Verfahrens und des wirklichen nach $. 185 ist dieselbe. 
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12 
=, 05 mim. 5 
3 


Uy : Ux =\2 
Damit geht (8) über in: 


us = V3 f .0,05 qmm = 1,73 VF .0,05qmm . . (8**) 
und (9) in: 

us = V8,64 f2 .0,05 = 1,71 Vf .0,05qmm. . . (9%) 
welche beiden Werte sich wie Y 3: 8,64 verhalten. Die Über- 
legenheit des ungleichschenkligen Schiebedreieckes macht sich dem- 
nach nur in einerlei Hinsicht geltend. Zerlegt man z. B. ein langes 
Grundstück in Vierecke von der günstigsten Form, so werden es 
deren weniger, als bei Verwendung des gleichschenkligen Dreieckes, 
dagegen wird die Fläche nur im Verhältnis V3: V8,64, also nicht 
erheblich genauer gefunden. 

Folgende Tabelle giebt nach Formel (9**) u, in Quadratmilli- 

metern für Flächenstücke / von Quadratcentimeter zu Quadratcenti- 
meter, sowie das Verhältnis der Flächenfehler zu den Flächen. 


us in qmm 


(9**) 


u u u a Ba ee re 
Fe LE ae E T 


ii 
LS 
173 
a: 
1,3 
ur 
p3 
1 

1 

1 


www.rcin.org.pl 


574 Abschn. II. Kap. XIV. Kartieren und Flächenberechnung. 


Die Tabelle stellt den mittleren Fehler der Flächenberechnung 
dar ohne Rücksicht auf die Fehler der Zeichnung. Rechnet man 
darauf, dafs diese nicht sehr weit unter den Tabellenfehlern der 
zweiten Spalte bleiben werden und dafs endlich noch die Fehler der 
Aufnahme auf dem Felde hinzutreten, ferner, dafs man die Flächen- 
berechnung nur ganz ausnahmsweise auf grund von Figuren aus- 
führen kann, welche in aller Strenge der günstigsten Form ent- 
sprechen, so darf man die vorstehenden Zahlen als vollständige 
mittlere Flächenberechnungsfehler erst betrachten, nachdem man sie 
mit einem Vergröfserungsfaktor multipliziert hat, der z. B. bei For- 
mel (8°*) nicht unter 2:1,73 — 1,15 betragen wird. Man ersieht 
daraus, dafs die Genauigkeit der Flächenberechnung blofs auf grund 
von abgegriffenen Mafsen eine beschränkte und für kleine Parzellen 
(isolierte Grundstücke eines Besitzers) kaum ausreichend ist, weshalb 
man solche aus den Originalmafsen zu berechnen pflegt, worauf 
schon bei der Aufnahme stark  parzellierter Flurbezirke Rücksicht 
zu nehmen ist. Dies gilt auch von solchen Teilen gröfserer Par- 
zellen, welche eine für die Flächenberechnung ungünstige Form 
haben. — Andererseits liefert das Vorstehende den Beweis, dafs die 
Multiplikation abgegriffener Mafse durch den Rechenschieber er- 
folgen darf, solange die einzelnen Flächenstücke, in welche man eine 
Figur zerlegt, 50 qem nicht weit übersteigen. 

Wie die Zerlegung eines Polygons erfolgt, ob in Vierecke, so 
dafs Formel (3), oder in Trapeze, so dafs (5) des $. 184 zur Anwen- 
dung kommt, ist für die Genauigkeit gleichgültig, wenn das Ver- 
hältnis der Faktoren der einzelnen Glieder dem günstigsten Falle 
entspricht. Doch sei bemerkt, dafs dies bei der Zerlegung in be- 
liebige Vierecke leichter zu erreichen ist als bei der in Trapeze. 
Insonderheit zeigt Fig. 191 eine sehr ungünstige Zerlegung in Tra- 
peze, welche indes verbessert werden kann, wenn man die Parallelen 
etwa normal zu ihrer gegenwärtigen Lage zieht. 


$. 190. 


Fortsetzung. Die Genauigkeit der Inhaltsberechnung aus 
Originalzahlen. Wir betrachten den Fall unter der Voraussetzung, 
dals die letzteren mittels Lattenmessung gewonnen wurden. Die 
mittleren Fehler der Längenmessung sind der Wurzel aus den ge- 
messenen Strecken proportional (8. 109): 


a TEE ET Ne A) 


Soll zugleich die Bedingung, welche den Flächenfehler zu einem 
Minimum macht, nämlich: 
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N Ea, 

ah 2) 
erfüllt werden, so ist dies nur möglich, wenn x = y. Der Flächen- 
inhalt wird danach: 

S = Quy = ag), 
der mittlere Flächenfehler aber gefunden aus (2) $. 188: 
u? = a? (a?y + ya)ur 
us = u V2@ x = m V4 af i ar RL 


uf "/4Aa 


Für die Fläche fs, welche sich aus n Stücken f; zusammensetzt, 
finden wir, wie im $. 189 vorgehend: 


Ja zn [aix] . . . . . . . . (4) 
uP = 2uf[a? a] = 2uP[V a2] 


Wenn der Koeffizient a allen Flächenstücken f; gemeinsam ist, wird 
daraus: LEN 
m E E A a a AE A y 
Um diese Formel besser mit (3) vergleichen zu können, machen wir 
die Annahme, dafs alle n Flächenstücke f; einander gleich seien, so 
dafs in diesem besonderen (und günstigsten) Falle gefunden wird: 


us = u V4an? fè . RE E EEA RS) 


F TA ala i 
P Be V e, AA EN 

BB Van ns, (6*) 
Die Formel (6*), welche für n —= 1 in (3*) übergeht, zeigt, dafs man 
durch stückweise Berechnung einer Fläche etwas an Genauigkeit 
gewinnt, indem das Verhältnis des mittleren Fehlers zur Fläche mit 
der 4ten Wurzel aus der Anzahl der Stücke, also jedenfalls sehr 
langsam abnimmt. Diesem geringen Gewinn gegenüber wird man 
die Berechnungsarbeit gewifs nicht vermehren, sondern im Gegen- 
teil möglichst grofse Flächen auf einmal zu berechnen suchen, um 
so mehr, als der günstige Fall gleicher Flächenstücke fi, d. h. [f] 
ein Minimum, auf dem Felde im allgemeinen nicht zu erreichen ist. 
Obwohl auch die zweite Bedingung, auf welche vorstehende For- 
meln sich gründen, nämlich x = y, besten Falles nur annähernd 
erfüllt werden kann, mag doch eine Tabelle zur Darstellung von (3) 
und (3*) ein ungeführes Bild der Genauigkeit der Flächeninhalte 
geben, welche sich unter günstigen Verhältnissen und auf grund 
sehr guter Feldarbeit aus den Originalmessungen erreichen läfst. 


Wir nehmen dabei u, — 0,01 0,1 an, entsprechend $. 106, und 
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a = !/2, gemäls den meistens zur Anwendung kommenden Formeln 
(2), (3), (4), (10) u. ff. des §. 184. Hier wird x und y in Metern, 
us in Quadratmetern verstanden, f in Aren zu 100 qm = 0,01 Hektar. 


Die Zahlen u; sind mit 
s a E L 
è 4p 
zu multiplizieren, wenn g und 'y ungleich sind und eines der Mafse 
das pfache des anderen beträgt. Indessen wird c stets eine kleine 
Zahl sein und erst gleich 1,5, wenn p = 18. Eine stärkere Ver- 
gröfserung erleiden namentlich die kleineren Fehlerbeträge der 
Tabelle durch das übliche Abrunden der Feldmafse auf Decimeter ; 
die gröfseren aber ihre stärkste durch die Mitwirkung regelmäfsiger 
Fehler, welche sich jedoch der Mehrzahl nach vermeiden lassen. 
Die vierte Spalte der vorigen Tabelle zeigt den Betrag des Flächen- 
fehlers 4 infolge von einem Längenfehler Ò von 0,03 Proc., in einerlei 
Sinn begangen, bei übrigens gleichen Annahmen wie die, auf denen 
die Tabelle sonst beruht. Man findet aus (1) des $. 188 im Vergleich 
mit (1*) leicht: 
I= 2aryd = 2Ö/, 

hier also: . 

A — 0,0006 f 
Atfee Ir: 1887. 


Der Vergleich von 4 und u; fordert eindringlich zu sorgfältiger 
Bestimmung der Lattenlängen auf. Vergl. $$. 106 und 109. 
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Zur Genauigkeit der Flächenbestimmung aus den berechneten 
Koordinaten von Polygonen mufs bemerkt werden, dafs Polygon- 
inhalte auf grund von Seiten- und Winkelmessungen nicht ganz 
so genau wie diejenigen direkt mit Latten gemessener Grundstücke 
ausfallen, dafs aber das gröfsere Areal, welches Polygone der erste- 
ren Art in der Regel umspannen, eine hinreichende procentische 
Genauigkeit verbürgt. 

Der Inhalt P eines Polygons wird nach (10) des $. 184 ge- 
wonnen aus 

2P=uy + tys tout + m (7) 
= HN hun um 


Die Differentiation nach den einzelnen Koordinaten führt auf 


2 AP = (m—n) Ay + (u — 2) Aya + + (m-ı— t) Syn 

— (Yn — Y) Ixı — (y — Y) Ata —  — (Yn—1— Y1) AEn 
Wir quadrieren und führen die Durchschnittswerte der Quadrate 
der 4 ein, wobei up den mittleren Fehler der Flächenbestimmung, 
ni die mittlere Unsicherheit der iten Ordinate, é; diejenige der iten 
Abscisse darstellt. Dann wird: 

AEE — aT + iima - . ©) 
Neben dieser Gleichung für u, besteht (7) als Bedingung; wir 
schreiben dafür in passender Form: 

0 = [(2i—1 — tit) yi] — [Vi — Yit) ti] — 4P . (9) 
Fragen wir, wann die rechte Seite von (8) unter Ģeltung von (9) 
ihren kleinsten Wert annimmt, so folgen, nachdem wir (9) mit %k 
multipliziert und von (8) subtrahiert haben, auf bekanntem Wege 
n Gleichungspaare von der Form: 
— 1-1? (&-2— 0) + Niti? (ti — tita) + kli — Yit) = 0 10) 
— i—i (yia — yi) + Er? u — ita) — klti — t) = 0 


Wir erhalten hiernach den Wert von k in 2n Gestalten: 


p= p le u 

s—17 96+1 

| ri) 
p m — nam) T der u Wia) 


%G—1 — işı 
Für den Fall, dafs angenommen werden kann: 
Ni—1ı = i+ = N und Ei = Éj = E, 
kann aus (11) gewonnen werden; 


.— — [1 . 


Vogler, Praktische Geometrio, 37 
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Fig. 196 zeigt ein dem Kreise eingeschriebenes gleichseitiges 
Polygon mit den Punkten (© — 2) oder A bis (i + 2) oder B und ihren 
Koordinatendifferenzen. Man denke sich B’ und A’ durch Zirkel- 
schläge mit der Sehne A(i) = (i)B von (i) aus konstruiert, dann 
findet man aus den Bezeichnungen der Winkel bei A ohne Mühe 
die eingetragenen Winkelmafse, also auch: 


BAO=04B—=au 
und hieraus wieder die Ähnlichkeit der rechtwinkeligen Dreiecke 


BAO und 04’B', sowie endlich der beiden schraffierten Dreiecke, 
Es folgt daher die Proportion: 


POSAO BO E ARE...» . (18) 


Denken wir uns jetzt die Abscissen im Verhältnis &, die Ordi- 

naten im Verhältnis y vergröfsert, so dafs der Kreis in eine Ellipse 
Fig. 196. mit dem Achsenverhältnis 

&:n übergeht, dann ver- 
wandeln sich die Verhält- 
nisse aus (13) in 
B' Og 
A'O 
BO, 
10: 
und Gleichheit dieser Ver- 
hältnisse tritt erst wieder 
ein, nachdem die einzelnen 
Glieder mit ihren Zeigern 
dividiert worden; daher 
nach einer Umstellung: 


(14) 


Der linken Seite von (12) entspricht die linke Seite von (13) 
für den Fall y = é; die linke Seite von (14) für den allgemeineren 
Fall n Æ & In denselben Fällen sind die Verhältnisse der- rech- 
ten Seiten in (13) und (14) gleich demjenigen der rechten Seite 
von (12). 

Für den Fall also, dafs sämtliche mittleren Koordinatenfehler 
gleich sind, wird der mittlere Flächenfehler u, gemäfs (8) dann am 
kleinsten, wenn das Polygon gleichseitig und einem Kreise einge- 
schrieben ist. Für den Fall gleicher Genauigkeit der Abscissen 
unter sich einerseits, sowie der Ordinaten unter sich andererseits, 
wird der Inhalt des Polygons dann am genauesten ermittelt, wenn 
letzteres einer Ellipse eingeschrieben ist, deren Achsen der Abscissen- 


und 
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und Ördinatenachse parallel liegen und sich verhalten, wie der mitt- 
lere Abseissen- zum mittleren Ordinatenfehler; vorausgesetzt, dafs 
das Polygon durch gleichmäfsige Vergröfserung aller Abseissen 
oder aller Ordinaten in ein regelmäfsiges Vieleck übergehen könnte. 

Die Gleichungen (7) und (8) sind unabhängig von der Lage 
des Anfangspunktes der Koordinaten. Zur Berechnung von u, 
wollen wir denselben ins Centrum des Kreises oder der Ellipse ver- 
legen, welche soeben definiert wurden. Dann gilt als Kreisgleichung, 
unter r den Radius für den Fall E = y = u verstanden: 


und (8) geht über in 
4? = (nr? — 21.241] — 2 [Yi Yi] . (15) 
Derjenige Radius, welcher zum Punkte (x,%,) gehört, bilde mit 
der positiven Richtung der Abscissenachse den Winkel und mit 
dem Radius zum Punkte (xı yı) den Winkel f =2x:n; dann nimmt 
(15) die Form an: 


an = 2nr? — 2r?[eos(p + «-nPß) cos (p + «+nPß)] 
a — 2r?[sin(p + —» f) sin (p + «+nß)] 


Durch Zusammenfassen der Glieder mit gleichem Index ¿ wird 
daraus: 


2 
Hr = 2nr? — 2r?[cos2 b] 
= 2nr? (1 — cos 2p) = 4 nr? sin? b. 


Man hat daher, unabhängig von Q: 


, o 2T- 
n? r? sin? — 
n 


W = — —— wP = 


28 
n ih 


up = + u Vn. rsin Z “ar =+ ae AE (16) 
n Vn 


wenn U als der Umfang des !/,n-Eckes ausgelegt wird. Beide 
Ausdrücke für den mittleren Flächenfehler, und besonders der 
letztere, sind leicht in Worte zu fassen. 

Definieren wir für den Fall, dafs £ Æ n, die Zahl r durch 


a=re art LANE ALI) 


und verstehen unter a und b die Halbachsen der Ellipse, der das 
Polygon eingeschrieben ist, so führt ein ganz ähnliches Verfahren 
wie zuvor auf die Ausdrücke 


uag BT a 
kp? = nr? EIN? sin? ee na? n? sin? eh nb?&? EMI. 


37% 
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Wenn wir, in dem Sinne wie zuvor U, so jetzt U, und U, als den 
Umfang des !/gn-Eckes bezeichnen, je nachdem das n- Eck einem 
Kreise vom Radius a oder vom Radius b eingeschrieben ist, so 
hat man: 


EE O TEDE T HE, UAE Bere (L8) 


was wiederum leicht in Worte zu kleiden ist. 

Kleinere mittlere Flächenfehler, als für diese Polygone von der 
günstigsten Form, können demnach nicht erwartet werden. Die 
Praxis wird sich bei gegebenem Verhältnis der Koordinatenfehler 
an die günstigste Polygonform möglichst anzuschmiegen haben, und 
wenn die Figur gegeben ist, möglichst vorteilhaft über jenes Ver- 
hältnis verfügen. So hat man häufig neben einer langen Abscissen- 
achse beiderseits Flächenstreifen von nahezu konstanter Breite b auf- 
zunehmen. Ist 2a die Länge der Abscissenachse, so muls sehr nahe 
gelten 

are —b:m, 
d. h. die Ordinaten sind wesentlich schärfer zu messen als die Ab- 
seissen. Auch bei Anwendung derselben Längenmefswerkzeuge für 
Abseissen und Ordinaten pflegt diese Forderung erfüllt zu sein in 
Hinsicht der Unsicherheit, welche dem Aufsuchen der Ordinaten- 
fufspunkte mittels des Winkelspiegels anhaftet. 


$. 191. 


Mechanische Quadratur. Von mechanischem Quadrieren 
spricht man bei solchen Werkzeugen, von welchen nach einfacher 


Fig. 197. 


Handhabung der Flächeninhalt einer gegebenen, beliebig begrenzten 
Figur durch blofses Ablesen entnommen wird, ohne jede weitere 
Rechnung, ausgenommen etwa die Multiplikation mit einem kon- 
stanten Reduktionsfaktor. Man nennt solche Werkzeuge Plani- 
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meter und mehrere der im $. 185 u. f. beschriebenen Apparate ver- 
dienen diesen Namen. _Gäbe es aber keine Planimeter, welche 
genauer und rascher arbeiten als die genannten, so würde die 
mechanische Quadratur bei der Flächenermittelung eines Planes 
eine sehr untergeordnete Rolle spielen. Alle bisher erwähnten In- 
strumente dieser Art werden jedoch in beiden Beziehungen weit 
überragt durch jene Gattung von Planimetern, welche den Inhalt 
einer Figur nach blofsem Umfahren ihres Umfanges ergeben. In 
Gebrauch gekommen sind von dieser Gattung zwei Arten, das 
Linear- und das Polarplanimeter; ersteres wurde in brauchbarer 
Form zuerst vom Mechaniker Ernst in Paris 1836 konstruiert, 
später vom Ingenieur Wetli in Zürich und von dem Astronomen 
Hansen in Gotha wesentlich verbessert, letzteres von Professor 
J. Amsler in Schaffhausen zuerst erfunden und 1856 bekannt ge- 
macht. Seitdem hat Amslers Planimeter eine aufserordentliche 
Verbreitung gewonnen und ist jetzt fast ausschliefslich im Gebrauche, 
da es von allen Konstruktionen die einfachste, und infolge davon 
die billigste und verwendbarste ist. Das Linearplanimeter mag 
daher hier aufser Betracht bleiben, doch sei erwähnt, dafs der Ge- 
danke, auf welchem es beruht, im ersten Dritteil dieses Jahrhunderts 
von mehreren Personen unabhängig gefalst wurde, zuerst wohl 1814 
von dem bayerischen Trigonometer J. M. Hermann (Mitteilung 
von Bauernfeind in Dinglers polyt. Journal, Bd. 137, S. 81). 


$. 192. 


Das Polarplanimeter. Grundform, Gebrauchs- und Wir- 
kungsweise. (Fig. 197.) Überfährt eine Stange r, der Rollenarm, wie 
wir sie nennen wollen, deren eines Ende durch eine zu ihr normale 
Rolle R, das andere im Abstande r = AB durch eine Stütze gleich 
hoch getragen wird, das Rechteck ABCD sich selbst und der Seite 
AB parallel, von der sie ausging, so ist die Abwickelung & der 
Rolle gleich AD, und Fläche A B OD = ra. 

Überfährt man, wieder von AB ausgehend, in gleicher Weise 
ein anderes Parallelogramm AB C'D' von gleicher Grundlinie und 
Höhe mit dem Rechteck, so wird die Rolle auf ihrem Wege AD’ 
teils rollen, teils gleiten und die Abwickelung der Rolle in jedem 
Punkte ihrer Bahn soviel betragen, als der Abstand des Rollenarmes 
von seiner Anfangslage.e Man denke sich nämlich die Rolle in die 
Lage R' auf dem Wege AER’ gebracht (EF || AD), so wird sie 
längs AE gar nicht abgewickelt, längs ER’ aber soviel als diese zu 
A E normale Strecke beträgt. Und ebenso wie längs AER’ können 
wir uns die Rolle längs der Katheten beliebig vieler, beliebig kleiner 
rechtwinkeliger Dreiecke, welche sämtlich dem Dreiecke AER' ähn- 
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lich sind, nach R' bewegt denken, wobei eine Abwickelung der 
Rolle immer nur erfolgt, solange sie sich parallel AD bewegt, die 
Gesamtabwickelung daher gleich ER’ werden mufs. Diese Vor- 
stellung führt schliefslich auf die Bewegung der Rolle längs AR’ 
zurück, für welche demnach ebenfalls die aufgestellte Behauptung gilt. 

In D' angekommen, zeigt folglich die Rolle die Abwickelung 
% —= AD und der Flächeninhalt von AB C'D' ist dem Produkte ræ 
gleich. 

Ganz ebenso grofs ist die Abwickelung und der Inhalt der über- 
fahrenen Fläche, wenn Rolle und Stütze von AB aus sich gleich 
schnell längs zweier Kreisbogen von gleichen Radien über den 
parallelen Sehnen AD’ und BC’ bewegen, wie eine geringe Modi- 
fikation der eben dargelegten 
Betrachtungsweise der Rol- 
lenbewegung zeigt, verbun- 
den mit der Vorstellung der 
Kreisbogen als Polygone von 
unendlich vielen parallelen 
Seiten. 

Wir denken uns jetzt 
(Fig. 198) den Rollenarm r 
an der: Stelle seiner Stütze S 
durch ein Scharnier mit einer 
zweiten Stange, dem Polarm 
p, verbunden, und das äufsere 
Ende des Polarmes in einem 
bestimmten Punkte über der 
Fläche der Zeichnung, dem 
Pole P festgehalten. Durchläuft die Rolle, die wir als Scheibe ohne 
Dicke auffassen, den Weg RR, s0 wird dabei im allgemeinen der 
Rollenarm nicht parallel verschoben, sondern er erleidet zugleich 
eine allmähliche Drehung um das Scharnier. Wir können uns aber 
den Rollenarm von der Anfangslage SR in die Endlage $,R,, auch 
so gebracht denken, dafs derselbe anfangs durch ausschliefsliche 
Parallelverschiebung in die Lage S, R, und von dieser durch aus- 
schliefsliche Drehung in die Lage S, R, übergeht‘,"oder umgekehrt, 
zuerst durch Drehung nach SR,, sodann durch Parallelverschiebung 
in die Endlage. Auf dem Wege RR,R,, überfährt der Rollenarm 
die Flächen 


RRS,S = Ta = r 


nach dem vorigen, wenn « die Abwickelung der Rolle während der 
Parallelverschiebung ist; sodann: 


R, Rau S, nn Ip er. Ya r?Q, 
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wenn die Drehung ọ des Rollenarmes im analytischen Winkel- 
malse ausgedrückt, der Bogen R, R, , demnach gleich ro ist. Gleich- 
zeitig beschreibt der Polarm die Fläche 


SSP = Iy = !p’v. 
Auf dem Wege RR,R,, überfährt der Rollenarm die Flächen 


RRS =Ih="hng = iy 
R, Ra S, S = Ia = 1 Op, 


wenn «, die Rollenabwickelung bei der Parallelverschiebung be- 
deutet. Der Polarm überfährt 

SE P = Ih Yap Y= Iy. 
Die von Polarm und Rollenarm gemeinsam überfahrenen Flächen F 
und F, werden sich daher ebenso unterscheiden wie I, und He, 
nämlich um das von vier Kreisbogen begrenzte Viereck 


RR, RuBP Are r (a, Ey 0). 
Zieht man SS, und fällt von S aus die Normalen & und «, auf die 
verlängerten Geraden R, 5S, und R „9, so folgt aus den entstehenden 
rechtwinkeligen Dreiecken: 
æ, = SS, cos (ọ— !/2 Y) = 2p sin 1/2 p cos (ọ — 1/2 Y) 

a Pran S5, c08 (vH p) u 2 p sin !/; Y cos (9 — 1/2 Y +9) 
æ, — a, = 4p sin 1, v sin , sin 0 — 1a Y +! P). 
Demnach wird «œ, — «, um so näher der Null liegen, je kleiner % 
und @ sind, ebenso werden die Flächen F, und F, um so weniger 

voneinander verschieden sein, je näher R,, an R liegt. 

Wenn die Kurve RR ‚nirgends aus dem Bogenviereck RR, Ru Ra 
heraustritt, so wird die Fläche F, welche die Kurve mit den extremen 
Lagen des Pol- und Rollenarmes einschliefst, zwischen F, und F, 
liegen: 


2 Ye AAE 237 JA 
Sobald nun der Unterschied zwischen F, und F, verschwindend 


klein wird, fallen diese Flächen mit F zusammen. 

Wir wollen Arme und Rolle als rechtläufig oder rückläufig be- 
zeichnen, je nachdem die Drehung des Rollenarmes im Sinne links 
— rechts, vom Scharnier S aus betrachtet, bei Parallelverschiebung 
das Fortschreiten des Rollenarmes in diesem Sinne erfolgt, oder im 
entgegengesetzten. Bei Drehung sowohl als bei Parallelverschiebung 
vermehrt sich die Rollenabwickelung während rechtläufiger Bewegung 
im Verhältnis der von dem Rollenarme überfahrenen Flächen beiderlei 
Art, sie vermindert sich bei rückläufiger Bewegung in demselben 
Verhältnis. Daher führen wir Abwickelung und Flächen bei recht- 
läufiger Bewegung als positiv, bei rückläufiger als negativ ein. 
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Angenommen, die Rolle (Fig. 199) umfahre die Fläche /, welche 
von einer beliebigen Kurve vollständig begrenzt sei, im Sinne des 
Uhrzeigerlaufes, so wird dabei der Pol- und Rollenarm in zwei 
extreme Lagen kommen, PSR und PSR’. Wir wollen ferner an- 
nehmen, dafs die Rollenabwickelung zwischen beiden Extremen 
jedesmal nur in einem Sinne erfolge, also zwischen R und R’ nur 
"positiv, zwischen R’ und R nur negativ sei. Statt auf der Grenz- 
kurve führen wir die Rolle nun derart von der Lage R aus um f 
herum, dafs der Rollenarm abwechselnd sich selbst parallel verscho- 
ben und dann wieder soweit gedreht wird, bis die Rolle zu der 

Fig. 199. Grenzkurve zurückgekehrt 
ist, wobei auch R und 
R' Berührungspunkte der 
Rollenbahn mit der Grenz- 
kurve werden sollen und 
die erstere sonst aufser- 
halb der Fläche f bleiben 
möge. Dann wird vom Pol- 
und Rollenarm im ersten 
Teile der Bahn die posi- 
tive Fläche PSRAR'S'P 
überfahren, im zweiten 
Teile die negative Fläche 
PSRBR'SP. Die alge- 
braische Summe beider 
Flächen oder die Differenz 
ihrer absoluten Werte ist augenscheinlich die Fläche f = RAR'BR 
und gröfser als f. 

Wenn wir sodann nach denselben Regeln und mit Beibehaltung 
derselben Berührungspunkte mit der Grenzkurve eine Rollenbahn 
im Innern der Fläche f konstruieren, so wird die algebraische Summe 
der von Pol- und Rollenarm. überfahrenen Flächen f, = ROR DR 
und kleiner als f. 


KoJL>T 


Wenn die eckigen Klammern Summenzeichen bedeuten, so ist nach 
g ; 


dem früheren: 
A= H + Hol + Hy] 
= r[«] + r [p] + 1p [Y] 
Ja = [IT.] kr [IIg] ah [TT] 
= rl] + rip] + 1p [i]. 
Die beiden letzten Glieder verschwinden, weil, wie man leicht einsieht: 
WIS ARTE FETTE = 0 
WIA SRS + SPS = 0, 
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d. h. weil Rolen- und Polarm sich um ’ebensoviel von links nach 
rechts wie von rechts nach links drehen müssen, um in ihre Anfangs- 
lage zurückzukehren. Daher die Ungleichung: 


r [e] > f> r [e] 


Der Unterschied zwischen f, und f, kann geschrieben werden 


Í rd mr [®, Yy «| 1, 
worin sämtliche Differenzen & — @, positiv sind. Wir sahen oben 
dafs jede einzelne dieser Differenzen beliebig klein gemacht werden 
kann, wenn wir nur @ und % entsprechend verkleinern. Diese Ver- 
kleinerung wollen wir jetzt dadurch vornehmen, dafs wir die Anzahl 
der Bogenvierecke, welche die Grenzkurve der Fläche f einfassen, 
unendlich wachsen lassen. Es fragt sich, ob die Summe [«, — &,], 
welche jetzt unendlich viele Glieder hat, sich der Null oder irgend 
einer anderen Grenze nähert. Diese Differenzen sind aber sämtlich 
von der Form 
ae, — 0%, = 4p sin /u sin !/3 psin(e — !/2 Y + 1/2 9) 

und hängen voneinander nur insofern ab, als sich ọ bei jedem neuen 
Bogenvierecke um den Drehungswinkel ọ des Rollenarmes im vor- 
hergehenden vermehrt hat. Wie grols aber ọ auch werden möge, 
so bleibt der Faktor sin (ọ — 1/2 Y + 1/29) doch stets eine endliche 


Gröfse, alle Glieder œ, — @, bestehen daher lediglich aus endlichen 
und unendlich kleinen Faktoren, weshalb zugleich mit den letzteren 
auch die Summe [«, — «,] verschwindet. . 


Geometrisch bedeutet dieses Verschwinden das Zusammenfallen 
der inneren und äufseren Rollenbahn mit dem Umfange von f und 
die Gleichheit von f, und f, sowie von 

[e] = [e] = a, 
woraus folgt: 
f= ra, 
d. h. die umfahrene Fläche ist gleich dem Produkt aus der Länge des 
Rollenarmes in die Abwickelung der Rolle nach ihrer Rückkehr zum 
Ausgangspunkte. 

Durch die Annahme, dafs zwischen zwei extremen Lagen des 
Rollenarmes die Abwickelung der Rolle stets nur in einem Sinne 
erfolgt sei, ist der vorstehende Satz in seiner Gültigkeit nicht be- 
schränkt. Wir brauchen uns nur zu denken, dafs wir, wenn in dem 
Umfange von f mehrere Umkehrstellen des Rollenlaufes vorkommen, 
an der zweiten Umkehrstelle sofort zum Ausgangspunkte zurück- 
kehren und zwar auf einem Wege, der keine zweite Umkehr der 
Rolle erfordert. Auf demselben Wege führen wir die Rolle wieder 
zur zweiten Umkehrstelle des Umfanges, von dieser zur vierten, 
kehren zum Ausgangspunkte zurück u. s. w., worauf die einzelnen 


yrarıı vveeN 
szamsk 


a 


ET a 
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Produkte ar addiert werd®n. Aus der Summe der a entfallen aber 
diejenigen der doppelt überfahrenen Strecken, weshalb man diese 
gar nicht, sondern nur den Umfang von f überfahren wird. Auch 
ist es dabei offenbar nicht nötig, von einer ger extremen Lagen der 
Arme aus zu beginnen. 

In anderer Hinsicht erleidet der ausgesprochene Satz allerdings 
eine Modifikation. Wir fanden oben, indem wir die Arme in ihre 
Anfangslage zurückkehren liefsen: 


[p] = 0 und wien. 
Die Gültigkeit dieser beiden Gleichungen hängt aber davon ab, wie 
die Rückkehr zur Anfangslage erfolgt. Haben Pol- und Rollenarm 
zuvor einen vollen Kreis beschrieben, was dann eintritt, wenn der 
Pol innerhalb der umfahrenen Figur liegt, so ist [p] = [y] = 2 x 
zu setzen, und 


f= rio] + Yr [p] + 12p°[4] 
f=ar +x(r + p’): 


Bisher war die Stellung der Rolle an ihrem Arme gleichgültig und 
es wurde angenommen, dafs sie selbst den Umfang der Figur durch- 
, laufe. In dieser Aufgabe möge 
Fig. 200, sie jetzt durch einen Fahrstift 
vertreten werden, welcher ihren 
Platz am Ende des Rollenarmes 
einzunehmen hat, während die 
Rolle R an eine beliebige Stelle 
des Armes oder in dessen Ver- 
längerung versetzt werden soll. 
Als Länge r des Rollenarmes 
gilt jetzt der Abstand der Spitze 
des Fahrstiftes F von der Schar- 
nierachse S, auf der Bildfläche 
gemessen; die Achse der Rolle 
. liege der Richtung dieser Strecke 
parallel und der Abstand der 
Rolle von der Achse des Scharniers werde durch +q ausgedrückt; 
das zweite Vorzeichen gilt für die Lage in der Verlängerung des 
Rollenarmes. Nun wickelt sich, wenn der Fahrstift rechtläufig irgend 
eine Fläche ganz umfährt, an der Rolle ab: 


A = [«] + glp], 
also A = a und f = ar für [p] = 0, wie früher bei der Lage des 
Pols aufserhalb der umfahrenen Figur. Bei Pol innerhab wird aber 
[p] = 2x und 


geht über in 


AE A: 
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Wollten wir jetzt Ar bilden, so erhielten wir eine Fläche, welche 
sich von f um eine Gröfse G unterscheidet, und zwar findet sich aus 


art2agar + G =f=ar+x(r + p) 
G = n (r? + pP F 2gr) = ne 


G als eine konstante Gröfse, deren geometrische Deutung die Fläche 
eines Kreises ist (Fig. 200), welchen der Fahrstift F um den Pol P 
beschreibt, während die Ebene der Rollenscheibe R beständig durch 
den Pol geht. SFr. Durchläuft der Fahrstift den Umfang des 
Kreises @, so ist die Rollenabwickelung Null, sie ist positiv, wenn 
ein Kreis von gröfserem, und negativ, wenn ein solcher von kleine- 
rem Radius als ce im Sinne des Uhrzeigerlaufes umfahren wird. 

Da die Konstante G nur mit geringer Genauigkeit ermittelt 
werden kann, so nimmt man bei einigermalsen wichtigen Flächen- 
messungen den Pol stets aufser- 
halb der Figur, wobei dann, 
unabhängig von der Stelle der 
Rolle an ihrem Arme, der oben 
ausgesprochene Satz in Geltung 
bleibt. 


Fig. 201. 


S 


Ge. 
NDS 
IN 


25 Es ist aufserdem von Vor- 
EA ) teil, den Pol gegen die gegebene 
2g Figur so zu legen, dafs diese 


ihrer Längenrichtung nach durch 
den Kreis @ in zwei Streifen 
zerlegt wird. Denn schliefst 
man die Figur zwischen vier 
Kreisbogen ein (Fig. 201), von denen zwei in dem Pole ihr gemein- 
sames Centrum haben, zwei durch blofse Drehung des Rollenarmes 
beschrieben sind, so tilgen sich nur die Rollenabwickelungen auf 
den beiden letzteren, während diejenigen auf den koncentrischen 
Kreisbogen in einerlei Sinn erfolgen, also sich addieren. Ähnliches 
läfst sich aussprechen, wenn man die gegebene Fläche mit einer 
Figur möglichst eng umzieht, welche sich aus lauter sehr kleinen 
Kreisbogen der angegebenen Art zusammensetzt. Gesetzt, der 
Polarm. kehre in seiner Bewegung nur einmal um, so wird um so 
weniger von der Rolle unnütz abgewickelt, je kleiner der Kreis- 
bogen ist, welcher zwischen die beiden äulsersten koncentrischen 
Kreise fällt und seinen Mittelpunkt in dem Scharnier am Ende des 
Polarmes hat, und am wenigsten, wenn zugleich der Rollenarm die 
koncentrischen Kreise nahezu tangiert*). Je kürzer aber der Lauf 


*) Also läge die Rolle am günstigsten beim Fahrstift selber, unter der 
Bedingung r = q < p. 
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der Rolle, absolut genommen, ausfällt, desto weniger können sich 
die Fehler anhäufen, welche durch das Übersteigen von Erhöhungen 
oder das Überspringen von Vertiefungen in der Unterlage der Rolle 
entstehen. 

Die beiden Streifen, in welche die Figur durch den Kreis @ 
zerlegt wird, brauchen nicht gleich grofs zu sein. Man wird viel- 
mehr zugleich dahin streben, Kreis und Polarm möglichst normal 
zu einander zu erhalten, weil dabei der Gang des Planimeters am 
leichtesten und die Führung desfelben am sichersten wird. 

N 


$. 193. 


Beschreibung von Amslers Polarplanimeter. Auf Tafel X 
erkennt man leicht den Polarm A, dessen Pol durch eine Nadelspitze 
angegeben wird, welche man in das Papier eindrückt und durch das 
Gewicht B in ihrer Lage versichert. Am Scharnierende ist der 
Polarm hakenförmig gebogen, um in extremen Lagen nicht mit 
anderen Teilen des Instruments in Berührung zu kommen, aufserdem 
mit einer Spitzenachse versehen, mit welcher er in entsprechende 
Vertiefungen des Rollenarmes eingreift. Dieser besteht aus zwei 
Teilen C und D. Die Stange C hält in einer (federnden) Büchse 
den Fahrstift fest und ist, bevor die Klemmschraube bei E geschlossen 
wird, in der federnden Hülse D mit freier Hand, und nach Anziehen 
der Klemme noch mittels der Mikrometerschraube F verschieblich. 
Hierdurch ist es möglich, der Länge r des Rollenarmes verschiedene 
Werte zu erteilen, damit bei verschiedenen Verjüngungsverhältnissen 
immer der Rollenangabe ein abgerundetes Flächenmafs zukommt. 
Die wichtigsten Verjüngungsverhältnisse und die zugehörigen Rollen- 
angaben sind auf der Stange C angeschrieben und treten dann in 
Geltung, wenn die beigefügten vertikalen Marken, wie es die erste 
derselben thut, mit einem Zeiger auf der Hülse D zusammentreffen. 

Unterhalb D dreht sich um eine horizontale Spitzenachse die 
Laufrolle, bestehend aus einer schmalen Scheibe mit abgerundetem 
Rande und einer eingeteilten Trommel. Die 100 Teile derselben 
können mittels eines Nonius noch bis auf Zehntel abgelesen werden. 
Auf die Angabe des Nonius beziehen sich die Inschriften des Stabes 
C, also auf Tausendteile des Umfanges der Rolle. Ein einfaches 
und sehr leicht gehendes Zählwerk registriert die ganzen Rollen- 
umläufe, indem eine endlose Schraube auf der Achse der Rolle in 
ein horizontales Zahnrädchen mit 10 Zähnen eingreift und dadurch 
die Zählscheibe dreht. Der Zeiger, gegenüber der letzteren, deutet 
in der Zeichnung auf Null. 

Amsler bringt an seinen Instrumenten keine eigentliche 
Korrekturvorrichtung an, welche dem Nichtmechaniker zugänglich 
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wäre. Nur die Beweglichkeit der Laufrolle kann reguliert werden, 
indem man das Schräubchen bei @ etwas verstellt. Dieses Schräub- 
chen greift mit einer kleinen Scheibe in den Kopf eines Schiebers, 
dessen inneres Ende das eine Zapfenlager der Rollenachse enthält, 
und der von unten durch ein anderes Schräubchen festgedrückt und 
vor dem Schlottern bewahrt wird. Das zweite Zapfenlager wird 
nur von unten festgedrückt. Durch eine ganz ähnliche Vorrichtung 
wird die Beweglichkeit des Scharniergelenks geregelt. Die zuge- 
hörigen Schrauhen sind unten und an der Seite noch eben sichtbar. 

Der Gebrauch des Polarplanimeters ist sehr einfach, sobald der 
Flächenwert für die Nonienangabe .feststeht, z. B. 1qm. Man 
bringt den Fahrstift auf einen gut kenntlichen Punkt des Umfanges 
der gegebenen Figur und liest die Rolle ab, umfährt darauf die 
Figur im Sinne des Uhrzeigerlaufes, liest nochmals ab und subtrahiert 
die erste Ablesung von der zweiten. Der Rest giebt in Quadrat- 
metern den Flächeninhalt der Figur. Bei geradlinig begrenzten 
Flächen nimmt man gröfserer Genauigkeit halber ein Lineal zu 
hilfe, längs dessen man den Fahrstift gleiten läfst. Um sich aufser- 
dem vor groben Ablesungsfehlern zu schützen, wird man jede Fläche 
zweimal umfahren. 

Es liegen indes zwei Gründe vor, welche die vorläufige Fest- 
stellung des Flächenwertes für die Nonienangabe erschweren, einmal 
die Schwierigkeit, die Marken der Stange C, Tafel X, mit der äufser- 
sten Schärfe auf den Zeiger einzustellen, sodann und vornehmlich 
die Abweichung des Mafsstabes der Zeichnung von demjenigen, 
nach welchem die Marken des Planimeters aufgetragen wurden. 
Bei Plänen, welche schon aufgerollt waren oder aus anderen Grün- 
den sich verzogen haben, kommt hierzu die Verschiedenheit des 
Mafsstabes nach verschiedenen Richtungen hin. Es sollte demnach 
Jeder Plan, auf welchem das Planimeter zur Flächenbestimmung zur 
Anwendung kommt, von vornherein und noch ehe ein Verziehen 
desfelben möglich ist, mit einer Probefigur versehen sein, was auch 
thatsächlich stattfindet bei solchen Plänen, welche auf grund eines 
Quadratnetzes entworfen werden. Eigens entworfenen Probefiguren 
giebt man die Form von Rechtecken, Kreisen oder gleichseitigen 
Dreiecken, verfehlt jedoch nicht, deren Flächen nach der Konstruktion 
aus den thatsächlich stattfindenden Mafsen zu berechnen und ein- 
zuschreiben. 

Beim Umfahren der Probefigur soll deren Inhalt F durch das 
Produkt ar (S. 585, §. 192) wiedergegeben werden, wobei 

Bi; 
-für die Flächeneinheit vorgeschrieben ist, unter f den Flächenwert 
für die Nonienangabe verstanden. Um r zu finden, giebt man dem 
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Fahrstifte näherungsweise den Abstand r, vom Drehpunkte der 
beiden Arme, umfährt die Fläche und erhält eine Ablesung a. 
Da nun 


F=ear=ar, 


so benutzt man von den Proportionen 
vrın ara 
(r—r): r, =(a—a):a, 


die letztere, um die Korrektion r — r, zu berechnen und an r, an- 
zubringen, was durch Herausziehen der Stange C um diesen Betrag 
geschieht, falls er positiv ist. Wiederholtes Umfahren zeigt uns, ob 
wir r richtig getroffen haben, oder ob anstatt der vorgeschriebenen 
Ablesung a eine andere «a, gefunden wird, die abermals zu korri- 
gieren wäre. Fällt jedoch a, mit a innerhalb 1/300 bis 1/259 zusammen, 
so wird man sich damit begnügen und sich nur versichern, ob das 
arithmetische Mittel von a, aus mehreren Umfahrungen der Fläche 
F dieselbe Übereinstimmung mit a zeigt. 

Die „Preufsische Anweisung für das Verfahren bei den Ver- 
messungsarbeiten zur Regelung der Grundsteuer ete.“, Berlin 1870, 
empfiehlt an Stelle der Probefigur, welche auf das Papier gezeichnet 
wird, ein mechanisches Hilfsmittel, um den Fahrstift in einem Probe- 
kreise von genau bekanntem Radius herumzuführen, nämlich ein 
kleines Eineal von gehärtetem Messing, das mit Löchern in dem 
Abstande der gewünschten Radien versehen ist. Durch eines von 
zwei zusammengehörigen Löchern wird die Spitze einer Nähnadel 
gesteckt und mittels Eindrücken derselben auf dem Reifsbrett das 
Kreiscentrum festgestellt; in das andere Loch steckt man die Spitze 
des Fahrstiftes, welche sich nunmehr blofs noch auf der Peripherie 
eines Kreises bewegen kann. Voraussetzung für den Gebrauch 
dieses „Probelineals“ (Proberadius) ist die Übereinstimmung seines 
Mafsstabes mit dem des Planes. 

Durch das Umfahren der Probefigur und die empirische Ver- 
besserung der Länge des Rollenarmes trägt man zugleich teilweise 
einem Instrumentalfehler Rechnung, welcher möglicherweise vor- 
handen ist, Die Projektionen der Rollenachse auf die Bildfläche 
können nämlich mit der Ebene, welche die Scharnierachse S und die 
Spitze des Fahrstiftes F miteinander verbindet (Fig. 202, a. f. S.), 
einen Winkel ß bilden. Bei Parallelverschiebung des Rollenarmes 
hat man an Stelle der Abwickelung 


` æ = 2psin /, Y cos (9 — 1, Y) 
nunmehr die Abwickelung 


ae = 2 p sin !/3 Y cos (0 — 1/3 Y+ b). 
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Lassen wir S’ an S unendlich nahe heranrücken, wodurch Y in dọ 
übergeht und die Sehne zur Tangente wird, so lauten die vorstehen- 
den Ausdrücke: 

œ = p dy cos ọ 


“= p dẹ cos (ọ + P), 


[@'] = p [dy cos ọ] cos p — p [dy sin ọ] sin B. 
Das erste Glied unterscheidet sich von [æ] durch den Faktor cos ß. 
Nehmen wir das zweite Glied als verschwindend an und setzen 
[~] = a; [x'] = «a, so haben wir, wenn r und r’ die Längen des 
Rollenarmes vorstellen, die Fläche f einmal durch a, das andere Mal 
durch a’ auszudrücken: 


und 


woraus: 


wahr 
woraus: 
rn: del:cooß 
T E e eee B, 


d. h. der Rollenarm mufs infolge der Schiefstellung der Rolle ent- 
sprechend vergröfsert werden. 

Das zweite Glied als verschwindend zu betrachten, sind wir 

streng genommen nur berechtigt, wenn sin ọ ein konstanter Faktor 

Fig. 202. ist, da dann mit [dy] = 0 

auch [dy sin 0] verschwindet. 


Po Wenn aber auch sin ọ nur nahe- 
a zu konstant wird, was in der 
Ni Mer Nähe von 90° der Fall, so muls 


sich das Glied, welches mit dem 
kleinen Faktor sin ß multipliziert 
ist, bis auf einen unbedeuten- 
den Betrag tilgen. Wir werden 
hier nochmals auf die nahezu 
rechtwinkelige Lage der beiden 
Arme als diejenige hingeführt, 
welche der Genauigkeit am 


J günstigsten ist. 
Bei vielen Instrumenten 
sind Vorrichtungen zur Korrek- 


tur dieses Fehlers angebracht. 
Die Ausführung derselben ist indessen eine so delikate Arbeit, dafs 
man sie dem Mechaniker zu überlassen pflegt*). . Wohl aber hat 
man sich selbst zu überzeugen, ob noch ein nennenswerter Fehler- 
betrag zurückgeblieben ist. Es geschieht, indem man einen Probe- 


*) Siehe dagegen Reitz, Zeitschr, f. Verm, 1878, 5. Heft. 
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kreis bei Mittelwerten des ọ von 90, 60 und 120, sowie 30 und 150° 
mehrmals umfährt. Werden die Abwickelungen für die beiden 
letzteren Doppelversuche wesentlich und zunehmend kleiner oder 
gröfser, so ist auf das Vorhandensein des Fehlers zu schliefsen. 

Ein anderer Instrumentalfehler ist leichter zu entdecken, aber 
seine Wirkung, wenigstens bei einmaliger Messung, schwieriger zu 
eliminieren: die Excentrizität der Rolle auf ihrer Achse. Auf einem 
Kreise, der den Pol zum Centrum hat, sollten gleichen Bewegungen 
des Fahrstiftes gleiche Abwickelungen der Rolle entsprechen. Zeigt 
sich dagegen eine periodisch wiederkehrende Ungleichheit, so ist 
Excentrizität vorhanden. Auch mehrmaliges Umfahren einer Fläche, 
deren zugehörige Ablesung in dem Rollenumfang ohne Rest aufgeht, 
kann uns vom Dasein der Excentrizität unterrichten. Man kann 
sich gegen ihre Einflüsse in dreierlei Weise schützen: 1) durch eine 
Korrektionstafel, 2) durch symmetrische Lage der Anfangs- und 
Endablesung gegen und zwischen Maximum und Minimum des Teil- 
wertes der Rollenskala; da diese Hilfsmittel zu künstlich sind, so 
wird man vorziehen 3) die Wiederholung des Umfahrens der Figur, 
bis die Schlufsablesung wieder nahezu auf die Stelle der Anfangs- 
ablesung trifft; oder auch nur die einmalige Wiederholung, aber mit 
Ablesungen, welche um den halben Rollenumfang von den ersten 
verschieden sind. 

Die Genauigkeit guter Polarplanimeter, namentlich derjenigen, 
welche von Amsler selbst bezogen werden, steht bei kleinen Figuren 
etwa gleich der Genauigkeit der Zeichnung, also auch derjenigen 
Flächenberechnung, welche sich auf abgegriffene Mafse stützt. Bei 
gröfseren Figuren nimmt naturgemäfs das Verhältnis des mittleren 
Fehlers zur umfahrenen Fläche noch weiter ab, bis auf 1:300 etwa, 
ein Verhältnis, welches, verglichen mit denjenigen der Tabelle auf 
S. 573 und mit Rücksicht auf das Hinzutreten ungünstigerer Um- 
stände als dort angenommen, vollständig ausreicht. Man gesteht 
daher den Planimetermessungen gegenwärtig im allgemeinen den- 
selben Rang zu, wie den Flächenbestimmungen auf grund abge- 
griffener Mafse. Doch kann dies nur unter Voraussetzung möglichst 
vollständiger Fehlerelimination geschehen. 


$. 194. 


Beispiel einer Prüfung auf Rollenschiefe und Genauigkeit 
der Flächenmessung. Folgende Zahlen wurden bei je dreimaligem 
mechanischen Umfahren eines Kreises von etwa 24,5 gem Flächen- 
inhalt, welcher in Pappdeckel ausgeschnitten war, an der Rolle ab- 
gelesen. Die Gradzahlen beziehen sich auf die Stellung der Arme 
zu einander, wenn der Fahrstift im Mittelpunkte des Kreises stand, 

Vogler, Praktische Geometrie, 38 
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die Ordnungsnummern auf die Polstellung, welche vier- bis sieben- 
mal verändert wurde; und zwar wurden solche Polstellungen mit 
gleicher Nummer bezeichnet, bei welchen der Rollenarm in dieselbe 
Lage kam, wenn der Fahrstift in den Kreismittelpunkt gelangte. 
Bei gleich numerierten Polstellungen hat demnach die Rolle jedes- 
mal dieselbe Gegend des Reifsbrettes berührt, wenn auch nicht den- 
selben Weg durchlaufen. Das fein gehobelte Brett hatte keinen 
Papierüberzug. 


120° 90° 60° 450 30° 


1) 8830 1) 0938 1) 1580 1) 9116 1) 7944 
9133 1240 1883 9421 8251 
9438 1541 2188 9726 8558 
9742 1843 2490 0031 8566 

2) 7834 2) 9967 2) 2577 2) 1158 2) 7051 
8134 0267 2878 1460 7355 
8436 0565 3180 1763 7658 
8736 0866 3480 2067 7961 

3) 7840 3) 0988 3) 3536 3) 4137 3) 6981 
8140 1287 3835 4438 P 
8440 1586 4136 4743 7586 
8740 1886 4437 5045 7887 

4) 5817 4) 2975 4) 4554 4) 5161 4) 6028 
6115 3275 4853 5464 6332 
6415 3573 5154 5764 6633 
6714 3871 5455 ‚6065 6933 


Unter 30° wurden noch drei andere Polstellungen versucht, 
ferner am Schlusse der ganzen Arbeit unter 90° die zweite Pol- 
stellung wiederholt, um zu erkennen, ob etwa der Pappdeckelkreis 
sich erweitert habe. Man wird unten finden, dafs dies nur um einen 
geringen Betrag stattgefunden haben kann, welcher die Schlüsse 
nicht beeinträchtigt, die aus den Beobachtungen zu ziehen sind. Die 
Nachtragsbeobachtungen sind: 


300 309 300 909 
5) 0200 6) 1212 7) 2649 2*) 3362 
0514 1525 2963 3662 
0826 1838 3278 3963 
1139 2150 3590 4263 


Eine genaue Untersuchung der Rollenexcentrizität ging nicht 
vorher, indessen wurden die Beobachtungen unter gleichen Winkeln 
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so angestellt, dafs jedesmal nahezu dieselben Rollenstellen abzulesen 
waren. Dadurch würden die Resultate miteinander vergleichbar 
bleiben, auch wenn Excentrizität hervorträte. Bildet man nun die 
Differenzen je zweier Nachbarablesungen, z. B. unter 120° Nr. 1 bis 
Nr. 4, so erscheint allerdings die mittlere Differenz in drei Fällen 
gröfser als die beiden äufseren und läfst die Annahme eines Ein- 
flusses der Excentrizität zu. Indessen wiederholt sich eine solche 
Erscheinung bei keiner anderen Beobachtungsreihe, und die Stelle 
zwischen 0,1 und 0,4 des Rollenumfanges, welche unter 120° drei- 
mal gröfser erscheint als die darauf folgende, erscheint unter 45 
in drei Fällen kleiner als diese. Wir dürfen daher die Excentrizitäts- 
fehler als von untergeordnetem Einflusse betrachten und die Diffe- 
renzen zwischen den abgewickelten Rollenbogen den Ablesungs- 
fehlern und der Unregelmäfsigkeit der Abwickelung zuschreiben. 
Nun haben aber andere Versuche mit demselben Material, deren 
ausführliche Mitteilung hier nicht angeht, gezeigt, dafs die letzt- 
genannte Ursache nur einen sehr geringen Einflufs übt, weleher 
beim mechanischen Umfahren kleiner Flächen wie hier weit über- 
troffen wird von den Fehlern der Ablesung und der Wiedereinstellung 
auf den Ausgangspunkt. Ist das aber der Fall, so hat man es bei 
den einzelnen Rollenablesungen mit Fehlern der gleichen Zusammen- 
setzung, also mit Beobachtungen von gleichem Gewichte, zu thun 
und die Ausgleichung der Beobachtungen wird einfach. 

Als Beispiel dafür nehmen wir die Schlufsbeobachtung unter 
90° bei der Polstellung Nr. 2. Zu den vier Rollenablesungen ge- 
hören vier Verbesserungen åå; åså; die wahrscheinlichste Ab- 
wickelung der Rolle beim Umfahren der Fläche sei 300 + x Tau- 
sendstel. Nun finden wir durch Subtraktion der ersten Beobachtung 
von den drei übrigen folgende drei Fehlergleichungen: 


300 +4, — ñ = 300 + x 

601 + A, — A, = 600 + 2x 

901 + A; — 2, = 900 + 3x 
wozu wir als vierte noch fügen können 

Ay — Ay = 0. 

Um die linken Seiten dieser vier Fehlergleichungen voneinander 
unabhängig zu machen, führen wir eines der A (wozu hier A, vor- 
gesehen ist) als Unbekannte der Ausgleichung ein und erhalten, indem 
wir die Beobachtungswerte und 4, auf die rechten Seiten bringen: 


h)= Ay 
IR 0+4,+ z 


aA=—1+% + 3e 
38* 
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woraus die Normalgleichungen folgen: 


0=—2 +44 + 6x 
0=—5 + 62, + 14x 
deren Auflösung ergiebt: 
z = + 04 2 = — 0,1 [44] = 0,2. 


Auf dieselbe Weise werden alle übrigen Beobachtungen behandelt. 
Die Fehler derjenigen, welche unter gleichen Winkeln angestellt 
worden sind, können als gleichartig betrachtet werden. Man denke 
sich also z. B. für den Winkel 90° alle 20 gleichgewichtigen Fehler- 
gleichungen ein einziges System bildend, worin fünf Unbekannte æ 
und fünf Unbekannte A, vorkommen, so wird die Gesamtsumme 
aller zwanzig AA, durch die Anzahl der überschüssigen Beobach- 
tungen, nämlich 10 dividiert, den mittleren Fehler einer Beobachtung 
liefern. In der folgenden Tabelle ist jedem x sein [AA] beigegeben, 
die u? am Schlusse aber aus sämtlichen Beobachtungen unter gleichem 
Winkel gezogen. 


en A [22] = [22] 3 [22] 


+41 +16 |021+35 |1,51+50 |0,0|+ 73 | 0,3 
+0,38 “ —05 2 +11 |07|+30 |10|+ 33 | 0,3 
0,0 | 0,0 — 0,7 | 0,3 |+0,4 | 121+29 |27|4+ 20 | 1,0 
—09 [0,7 —14|12|-+04 |12j+12 |1,8 l+ 1,6 |4,2 
2*)-+ 0,4 | 0,2 + 12,9 | 0,7 

12,7 | 0,3 

+ 13,8 | 1,8 


KENNE: 


1ı1ıo pP oo DD - 


Mittel 
= a 


Durchläuft man die fettgedruckten Zahlen nach Zeilen, so erkennt 
man deutlich das Vorhandensein einer Schiefstellung der Rolle, da & 
seinen Minimalwert bei 90° erreicht. Die Gesetzmäfsigkeit des Wachs- 
tums von & spricht sich zwar deutlich genug aus, würde aber sicher 
noch schärfer erkennbar sein, wenn nicht verschiedene Stellen des 
Reifsbrettes so aufserordentlich verschiedene Werte von æ ergäben, 
wie ein Vergleich der fettgedruckten Zahlen nach Spalten beweist. 
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Die Rolle hätte (was nicht möglich war) immer genau über dieselbe 
Gegend des Reifsbrettes laufen müssen, um die erwähnte Gesetz- 
mäfsigkeit ganz rein zu zeigen. 

Der Grund für das verschiedene Verhalten der Rolle auf ver- 
schiedenen Stellen ihrer Unterlage kann nur in der Oberflächen- 
struktur der letzteren gesucht werden. Aber ein Merkmal für die 
Vergröfserung oder Verminderung von x, welches z. B. in dem 
Parallelismus oder der Querstellung der Rolle zur Faserrichtung 
des Holzes vermutet werden kann, war nicht aufzufinden. Bei den 
einander gegenüberliegenden Polstellungen 1 und 5 (siehe unter 30°) 
wickelte sich die Rolle in der Richtung der Holzfasern, bei 4, 6 und 
7 quer zu denselben ab, ohne dafs eine Regel bemerkbar wurde. 
Bei 6 lief die Rolle über eine scheinbar rauhe, bei 7 über eine sich 
glatt anfühlende Stelle daneben, ohne dafs x wesentlich verschieden 
ausfiel. Erfahrungsgemäfs zeigen sich auch beim Rollenlauf über 
Papier wesentliche Verschiedenheiten in der Einwirkung der Unter- 
lage, welche beim Gebrauche des Planimeters zu grofser Vorsicht 
auffordern. Es scheint, dafs diese Ungleichheiten durch Springen 
der Rolle über einzelne Stellen der Unterlage entstehen, und es ist 
bemerkenswert, dafs die [AA] im allgemeinen von Polstellung 1 bis 4, 
also nach dem kleinsten Betrage von æ hin, wachsen, was in ihren 
Quersummen noch deutlicher hervortritt. Diese lauten: 


Dar T A TS EE E a 


Anderseits fällt in die Augen, dafs u? von links nach rechts bis 
über seinen doppelten Betrag anschwillt, was damit übereinstimmt, dafs 
bei 120° der Fahrstift sich sehr nahe dem Kreise bewegte, bei dessen 
Überfahren die Rolle still steht, während unter 30° die Rolle einen 
grofsen Teil ihres Weges unnütz durchlief, wozu noch die abnehmende 
Stabilität des Instrumentes kommt. Eine langsame Zunahme des 
Fehlers der Ablesung nach mehrmaligem Umfahren der Figur ist da- 
mit ebenfalls angedeutet, die oben gemachte Annahme gleich genauer 
Ablesungen also nur eine Annäherung, aber eine hier genügende. 

Der mittlere Fehler u einer Ablesung wächst von 0,5 bis etwa 
0,8 des Wertes der Nonienangabe, der mittlere Fehler der Differenz 
zweier Ablesungen nach einmaliger Flächenumfahrung, nämlich u V2, 
erreicht 0,75 bis 1,10 der Nonienangabe, und bei unserer Figur 1/40 bis 
1/370 der umfahrenen Fläche, bei gröfseren Flächen aber voraussicht- 
lich einen noch geringeren Procentsatz; dies alles aber nur unter 
der Voraussetzung, dafs die Rolle sich auf ihrer Unterlage ganz 
gleichartig abwickelt. 

Auf grund der berechneten Tabelle lassen sich beim Gebrauche 
des Polarplanimeters folgende Vorsichtsmäfsregeln empfehlen. Wir 
denken uns dabei den Plan aufgrund eines Quadratnetzes konstruiert. 
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Zu gemeinsamer Behandlung verteile man die Grundstücke in 
Gruppen, welche je einem Quadrate des Netzes ein- und dicht um- 
gelagert sind. Für jede Gruppe wähle man auf einer Linie normal 
zu der Längsrichtung der Grundstücke zwei Pole von entgegen- 
gesetzter Lage und in solcher Entfernung, dafs beim Umfahren des 
Güterkomplexes, welcher von beiden Polen aus aufzunehmen ist, die 
äufserste Öffnung der Planimeterschenkel fast erreicht wird. Die 
kleinste Öffnung soll nicht viel unter 90° betragen. Die Rolle mufs 
auf dem glatt ausgebreiteten Papier des Planes oder auf einer 
eigens ausgesuchten und untergelegten Papiersorte laufen. Von 
beiden Polen aus umfahre man das Quadrat der Gruppe als Probe- 
figur mehrmals, und jede Parzelle der Gruppe je einmal. Aus den 
Umfahrungen nehme man das arithmetische Mittel und aus der 
Probefigur berechne man den Wert der Nonienangabe, welcher aber 
nur für eine Gruppe gilt. 

Beim Einhalten der gegebenen Regeln werden die Grundstücke 
von den Kreisen, deren Mittelpunkte die Pole sind, der Länge nach 
durchschnitten ($. 192), ferner eine Planimeteröffnung angewandt, 
bei welcher der mittlere Ablesungsfehler sehr klein ausfällt; damit 
zugleich wird der regelmäfsig veränderliche Fehler wegen Rollen- 
schiefe auf einen geringen Betrag beschränkt, welcher sich, vermöge 
der entgegengesetzten Lage der beiden Pole, auf die einzelnen Par- 
zellen einer Gruppe im Durchschnitt nahezu gleich grofs heraus- 
stellen mufs. Die Rolle durchläuft in einer und derselben Polstellung 
bei der Probefigur ungefähr dieselbe Stelle ihrer Unterlage, wie 
beim Umfange der Gruppe, und die Rollenwege beim Umfahren der 
einzelnen Parzellen fallen in dasfelbe Gebiet*). — Die gegebenen 
Regeln sind in besonderen Fällen zweckentsprechend zu modifizieren. 


$. 195. 


Flächenberechnung im Zusammenhange: Wenn mit der 
Flächenberechnung der wichtige Zweck verbunden wird, den Grund- 


) Die Abwickelung der Rolle möglichst unabhängig von dem Stoffe zu 
machen, auf dem die umfahrene Fläche aufgetragen ist, erstreben jene Plani- 
meterformen, welche auf Anregung des Bauamtmanns F. Hohmann in Bam- 
berg namentlich von G. Coradi in Zürich zum Zweck genauerer Flächen- 
messung angefertigt worden sind, deren Grundgedanken aber Prof. Amsler 
in Schaffhausen für sich in Auspruch nimmt. Verg]. Zeitschr. f. Instrumenten- 
kunde IV, 1884, 8.11 und Amsler, Über ein neues Planimeter, Schaffhausen 
1856. Eine Reihe von Aufsätzen von Coradi, Reitz, Kloht, Lorber u. a. 
in den Jahrgängen 1883 und 1884 unserer technischen Zeitschriften, insbesondere 
der Zeitschr. f. Verm., berichtet über Planimeter der bezeichneten Gattung, 
von denen bis jetzt vielleicht das Coradi’sche Rollplanimeter am meisten 
Aussicht auf wirkliche Verwendung in der Praxis hat, 
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besitz derjenigen rechtsgültig festzustellen, welche in der aufgenom- 
menen Flur begütert sind, so ist das Mafs von Sorgfalt bei der 
Flächenbestimmung so weit zu treiben, als sich bei der angewandten 
Methode der Aufnahme überhaupt noch ein Gewinn an Genauigkeit 
erwarten läfst. In allen Ländern mit geordnetem Katasterwesen 
bestehen darüber besondere Vorschriften. Wir halten uns hier im 
wesentlichen an die in Preufsen gültigen. (Anweisung für das 
Verfahren bei den Vermessungsarbeiten zur Regelung der Grund- 
steuer etc. Berlin 1870.) 

Sobald die Gemarkungskarten aufgetragen sind, mufs die Flächen- 
berechnung vorgenommen werden, weil nur neue Karten ganz un- 
verzerrt zu sein pflegen. Man trennt die Arbeit in die" Einzelberech- 
nung und Gruppenberechnung. Bei der ersteren wird jedes Grundstück 
(Parzelle) zweimal auf verschiedenen Wegen und von verschiedenen 
Personen berechnet, bei der letzteren vereinigt man mehrere Par- 
zellen zu Gruppen, deren gemeinsamer Flächeninhalt zu ermitteln ist. 

Die erste der beiden Einzelberechnungen erfolgt, soweit es 
möglich ist und Vorteil bringt, auf grund der Originalzahlen des 
Handrisses, die zweite kann vorzugsweise auf die entworfene Flur- 
karte gegründet werden. Jedoch müssen kleine Grundstücke beide 
Male ausschliefslich aus den Originalzahlen berechnet werden, nament- 
lich solche unter zehn Ar; ebenso sind von schmalen langgestreckten 
Flächen jedenfalls die Breiten dem Originalmafs zu entnehmen. Bei 
der zweiten Einzelberechnung darf das Planimeter Verwendung 
finden. 

Die beiden Einzelberechnungen werden ganz unabhängig von- 
einander je in ein Berechnungsheft eingetragen, welches die Par- 
zellen nach ihrer laufenden Nummer aufnimmt. In einer ersten 
Rubrik sind die einzelnen Figuren, in welche man die Grundstücke 
zum Zwecke der Berechnung nach Mafsen zerlegt, durch Buchstaben 
bezeichnet und zugleich mit einem Vorzeichen versehen, da man 
nicht selten zur Abkürzung der Rechnung die gegebenen Flächen 
zu einfachen Figuren ergänzt, von welchen die beigefügten Teile 
wieder in Abzug gebracht werden müssen. In einer zweiten und 
dritten Spalte fügt man jedem Flächenteil die zwei Faktoren bei, 
aus welchen er berechnet wird. Dieselben sind, auch wenn genauer 
abgelesene Originalmalse vorliegen, auf Decimeter abzurunden; nur 
bei schmalen Feldern empfiehlt es sich, die Ackerbreiten bis auf 
Centimeter beizubehalten, ebenso bei sehr wertvollem, stark par- 
zelliertem Gelände in Städten. Eine vierte Spalte enthält die Pro- 
dukte bis auf Hundertel Quadratmeter und eine fünfte deren Summe, 
den Flächeninhalt der Parzelle, auf ganze Quadratmeter abgerundet. 
Dasfelbe oder ein ähnliches Schema kann für das Planimeter be- 
nutzt werden, wobei der Eintrag sich wesentlich vermindert. Den 
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gemessenen Faktoren fügt man nötigenfalls noch den Koeffizienten 
1/3 bei, dem Planimeterergebnis den Koeffizienten !/n, wenn dasfelbe 
aus n Umfahrungen einer Fläche gewonnen ward. 

Die Übereinstimmung der beiden Einzelberechnungen soll (nach 
ungefährer Wiedergabe der preufsischen Vorschriften von 1870) 
innerhalb nachstehender Beträge stattfinden: 


2 Proc. bei Flächen unter 10 Ar 
22, S 6 von .25 bis 100 Ar. 


Von hier an sinkt der Procentsatz bis auf 0,3 Proc. bei Flächen von 
800 Ar und mehr. Vorausgesetzt wird dabei ein gröfserer Karten- 
malsstab als 1:4000. 

Um an einem Beispiele zu zeigen, wie man zu Vorschriften 
solcher Art gelangen kann, nehmen wir an, die Flächenberechnung 
erfolge vorzugsweise auf grund des Planes und mit hilfe des Longi- 
meters von der zweiten Form, so dafs für die mittleren Fehler jeder 
Einzelberechnung die Formel (9**) des §. 189 mafsgebend sei. 
Der mittlere Fehler us der Differenz beider Einzelberechnungen wird 
demnach durch Multiplikation des mittleren Fehlers der einzelnen 
mit V2 gefunden ($. 81) und ergiebt sich, wenn der auf S. 574 er- 
wähnte Vergröfserungsfaktor ebenfalls v2 beträgt, zu: 

- us = 0,05 qmm .3,4 V F. 
Der 3,3 fache Betrag dieses mittleren Fehlers ist der Fehler t des 
tausendsten Falles (§. 80; 9), so dafs wir nach einer Abrundung 
erhalten: 2 
z = 0,55 Vf qmm. 
Diesen Fehler werden also die Differenzen der Einzelberechnungen, 
welche unter obigen Voraussetzungen angestellt wurden, unter 
1000 Fällen nur einmal überschreiten. Das Verhältnis t : f beträgt 
z. B. für den Mafsstab 1:2000: 
3,5 Proc. bei einer Fläche von 10 Ar 


2,2 ” ” ” ” ” 25 n 
15 5» nn EEE ER 00er 
14 n n n ” ” 100 N 
0,3 5 n ” n ” ” 1000 ” 
0,30 ” ” n ” ” 1 3 50 ” 


Wie man sieht, sind die preufsischen Vorschriften noch strenger, 
entsprechend dem Umstande, dafs eine der Einzelberechnungen 
vorzugsweise aus den Originalmafsen und für Flächen unter 10 Ar 
beide ausschliefslich aus diesen gebildet werden sollen. 

Die Resultate beider Einzelberechnungen werden parzellenweise 
in ein Heft eingetragen und daraus das Mittel gezogen. . Es sollte 
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dies eigentlich mit Rücksicht auf das Gewicht des Berechnungs- 
verfahrens geschehen, indessen nimmt die Praxis einfacher gleiche 
Gewichte an und sucht lieber zwei gleich genaue Verfahren der 
Flächenermittelung in Anwendung zu bringen. 

Um die Einzelberechnung nochmals zu kontrollieren, namentlich 
aber um zu prüfen, ob nicht etwa einzelne Grundstücke ganz oder 
teilweise aufzuführen vergessen wurden, bildet man Gruppen von 
nicht über 50 Parzellen, deren Gesamtfläche aufserdem auf der 
Karte 20 Quadratdecimeter nicht übersteigen soll. Man sucht durch 
die Gruppierung der Grundstücke möglichst einfache Figuren für 
die Flächenberechnung zu gewinnen, welche, selbstverständlich auf 
grund des Planes, mit Schiebedreiecken oder mit dem Planimeter aus- 
geführt wird. Die Abweichung des Resultates von dem der Einzel- 
berechnung soll nicht mehr als 0,3 Proc. des Flächeninhaltes der 
Gruppe betragen. Zur Ausgleichung der Einzelberechnung wird 
dies Ergebnis nicht verwertet. 

Eine Ausgleichung erfolgt erst auf grund einer neuen Flächen- 
berechnung, wozu alle Parzellen eines Planes zu einer einzigen 
Gruppe vereinigt werden. Bei dieser Berechnung stützt man sich 
unmittelbar auf die Koordinaten der Polygone und ergänzt die hier- 
aus gewonnene Fläche um die Stücke, welche darüber hinausragen, 
während man umgekehrt diejenigen abzieht, welche innerhalb des 
Polygons liegen, aber nicht zu Parzellen gehören. Diese letzte Er- 
mittelung mufs mit gröfster Sorgfalt geschehen und soll von den 
Einzelberechnungen sowie den einzelnen Gruppenberechnungen nicht 
um mehr als 0,3 Proc. abweichen. Das Resultat wird als der eigent- 
liche Gesamtflächeninhalt des Planes betrachtet und soll frei sein von 
Fehlern der Zeichnung sowohl als auch der Veränderung des Karten- 
papiers. Deshalb sollen auch die zu- und abgerechneten Flächen- 
teile aus Originalmafsen abgeleitet werden und man hat schon beim 
Entwerfen der Polygone darauf zu achten, dafs an den Grenzen des 
Planes Polygonseiten nahe genug vorübergehen, um auf diese die 
aus- und einspringenden Flächen durch Koordinatenmessung be- 
ziehen zu können. Wenn diese Forderung indessen nicht durch 
Polygonseiten, sondern nur durch Bindelinien erfüllt wird, so müssen 
für die Verbindungspunkte derselben mit dem Polygonnetze eben- 
falls die rechtwinkligen Koordinaten berechnet werden. Nur aus- 
nahmsweise gestatten manche Vorschriften die Berechnung kleiner 
überstehender Flächen aus den Planmafsen, solange der Inhalt der- 
selben gegenüber dem Gesamtinhalte der dargestellten Gewanne oder 
Gemarkung unerheblich ist. Da diese Zu- oder Abgänge übrigens 
der Mehrzahl nach in zwei verschiedenen Kartenblättern auftreten, 
falls mehrere aneinander grenzende Gewannen oder Gemarkungen 
gleichzeitig aufgenommen sind und in verschiedenen Blättern zur 


www.rcin.org.pl 


602 Abschn. II. Kap. XIV. Kartieren und Flächenberechnung. 


Darstellung kommen, so ist noch zu untersuchen, ob gleichbedeutende 
Flächen auf zwei Plänen innerhalb derjenigen Fehlergrenzen über- 
einstimmen, welche für die Einzelberechnung zulässig sind. 

Die Flächenausgleichung erfolgt, indem die Differenz zwischen 
der Gesamtberechnung und der Summe der einzeln berechneten 
Parzellen auf die letzteren im Verhältnis ihres Flächeninhaltes ver- 
teilt wird. Die Summe der Verbesserungen mufs genau mit der 
gefundenen Differenz übereinstimmen. In diese Ausgleichung darf 
aber nicht etwa irgend ein Teil eines anderen Kartenblattes ein- 
bezogen werden, da man durch sie namentlich die Verzerrung des 
Kartenpapiers kompensieren will, ein anderes Kartenblatt aber wahr- 
scheinlich in ganz anderen Verhältnissen verzerrt ist, also auch ganz 
andere Reduktionsgröfsen erfordert, möglicherweise von dem ent- 
gegengesetzten Vorzeichen. ‘Nur wenn die Einzelberechnung aus- 
schliefslich aus den Originalmafsen hervorgegangen ist, die Karten- 
blätter bei der Flächenberechnung also nur zur Übersicht und groben 
Kontrolle dienen, ist das Übergreifen der Ausgleichungsgruppen in 
andere Pläne unschädlich. 

In dem schon erwähnten Hefte, worin die Parzellen nach der 
Einzelberechnung eingetragen wurden, auch das arithmetische Mittel 
der Einzelwerte gebildet ward, kommen jetzt die ausgerechneten 
Verbesserungen zum Eintrag, endlich die reduzierten Flächeninhalte, 
welche nunmehr als definitiv bestimmt angesehen werden und in 
die Grund- und Stockbücher übergehen. 

Die preufsische Vermessungsanweisung VIII vom 25. Oktober 1881 setzt 


in ihrem $, 119 als zulässige Grenze a für die Differenz der Ergebnisse 
zweier Flächenberechnungen fest: 


a = 0,01 V6of + 0,02 f2, 


worin a und f in Aren ausgedrückt sind. Diese Formel ist augenscheinlich 
durch Interpolation einer gröfseren Reihe von wirklichen Flächenberechnungs- 
differenzen gewonnen. Hiernach zeigt sich das Quadrat des Grenzfehlers aus 
zwei Gliedern zusammengesetzt, entsprechend dem Umstande, dafs die Fälle, 
wo der mittlere Fehler proportional Vf und wo er proportional f ist, selten 
allein, sondern meist nebeneinander auftreten werden. Zu dem zweiten Gliede 
tragen u. a. die kleinen unvermeidlichen Unterschiede des Malsstabes an 
verschiedenen Stellen einer Flurkarte das ihrige bei. 
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Flächenteilung. 


Unter diesen Gesamttitel fallen alle Grenzveränderungen, welche 
bei einfachen Kauf- und Erbschaftsauseinandersetzungen, häufiger 
aber beim Zusammenlegen und Trennen der Güter ganzer Gemein- 
den, der sogenannten Konsolidation und Separation, vorkommen, 
sowie diejenigen, welche bei blofsen Grenzregulierungen zur Verein- 
fachung des Grundrisses einer Flur auftreten. 

Auf die wirtschaftlichen Rücksichten, welche bei Flächenteilun- 
gen zu nehmen sind, wird hier nicht tiefer eingegangen. Dieselben 
erstrecken sich nicht blofs auf Form und Flächenmafs, sondern auch 
auf den Grundwert (die Bonität) der zu teilenden Flächen, welcher 
von der Lage und der Ertragsfähigkeit der Grundstücke abhängt. 
Die Rechte des einzelnen auf ein bestimmtes Grundstück werden 
bei Konsolidationen ausgedrückt durch das Produkt aus seiner Fläche 
in die Bonität und können durch ein gleichwertiges Grundstück be- 
friedigt werden, wobei allerdings dahin gestrebt wird, dem Berech- 
tigten ein Feld von derselben Bonität zurückzugeben, wie das, welches 
er besals und zur Masse lieferte, deren Neuteilung vorgenommen 
wird. Die geometrische Aufgabe der Felderteilung wird durch Be- 
rücksichtigung der Bonitäten nicht wesentlich verändert, nur etwas 
verwickelter. Darum ist die Teilung von Grundstücken mit wech- 
selnder Bonität nur in den einfachsten Fällen zum Gegenstand eines 
Lehrbuchs geeignet. 


$. 196. 


Teilungsaufgaben. Trennungslinien parallel einer Seite 
der gegebenen Figur. Die meisten Teilungsaufgaben sind von 
der Art, dafs eine Fläche, welche aus einem oder mehreren Grund- 
stücken besteht, in Teile von gegebenem Verhältnis zerlegt werden 
soll, so dafs die Trennungslinien gegebenen Geraden parallel laufen 
oder durch gegebene Punkte gehen oder von gegebenen Strecken 
proportionale Stücke abschneiden. Es wird hier vorausgesetzt, dafs 
ein geeigneter Plan von der Fläche, welche geteilt werden soll, noch 
nicht vorliege. Ist eine genaue Aufnahme schon vorhanden, so ver- 
einfachen sich die Teilungsarbeiten noch mehr. Wir behandeln 
zunächst Fälle mit Teilungslinien parallel einer Seite der Figur. 
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1) Das Dreieck A CB (Fig. 203) ist durch eine Parallele DE 
zu AB im Verhältnis &:(ß — «) zu teilen. 
Wenn CED:ADEB=«:(ß — «), dann verhalten sich be- 
kanntlich die ähnlichen Dreiecke: 
CED:CBA=a:ß=(D?:04= (CE: CB; 
folglich: 20 
CD: CA = CE : CB = Va : VB. 
Daher die Regel: Man messe die Seiten CA und OB des gegebenen 
Dreieckes, teile sie im Verhältnis V@:(Vß — Ve) und verbinde 
die Teilungspunkte. 
Dadurch wird die Höhe CF des Dreiecks ABC in demselben 
Verhältnis geteilt. Hätte man nur diese gemessen, so köhnte die 
Fig. 203. Konstruktion der Teilungslinie 
auch durch Normale auf AB 


£ erfolgen von der Länge: 
VB — Yu 
ıD E Ye Eu... (1) 
K g worauf die Konstruktion der 
F Parallelen DE zu AB auszu- 


führen wäre. 
2) Das Trapez A B CD (Fig. 204), in welchem BC || AD, sei 
nach dem Verhältnis &:ß durch eine Parallele zu AB zu teilen. 
Fig. 204. Die Parallele CD’ zu AB 
halbiere CD im Schnittpunkte G 
und die Parallele FE zu AB teile 
die Strecken BC’ und AD’ im 
Verhältnis «:ß. Dann ist auch 
das Parallelogramm ABC'D' in 
diesem Verhältnis geteilt, da Pa- 
rallelogramme von gleichen Höhen 
sich wie ihre Basen BF und FÜ’ 
verhalten. Der Konstruktion gemäfs ist das Trapez ABCD dem 
Parallelogramm AB C'D’ flächengleich, also ebenfalls im Verhältnis 
&:ß geteilt. 
Setzen wir &:(& + ß) = v, so gilt: 
BF=v.BÜ’ =v.(BC — C'C) 
AE =v.AD' = v.(AD + DD’) 
und weil der Konstruktion gemäfs (CO = D' D, so ergiebt die halbe 
Summe beider Gleichungen: 
AE=BF=!v(AD+ BC). 
Durch Abtrag der Strecken BF und AE läfst sich die Teilungs- 
linie EF am schärfsten festlegen. Wollte man auch die Höhe h der 
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abgetrennten Fläche ABFE berechnen, so müfste entweder der 
Winkel CBA oder das Perpendikel CK auf AB gemessen sein. 
Man findet dann entweder: 
h= BF sm CBA 
oder aus einer leicht aufzustellenden Proportion : 
Ya ay AD + BC 
h Es OH 30” 1a 0» e AEs i Bra 

Beispiel. Gemessen AD = 64,7; BC = 97,1; CK = 95,6; 
gegeben «:(« -+ ß)=v— !/;. Man findet: AE = B F= !/; . 161,8 
— 26,97; M= 26,55. 

Obwohl zur Absteckung der Flächeninhalt von AB CD gar nicht 
bekannt zu sein brauchte, besteht doch die wertvollste Kontrolle in 
Fig. 205. der Bestimmung der In- 

halte der Teile nach der 
Absteckung. 


SER 3) Das beliebige 
D MI. Viereck ADEB sei 
i ' ei durch eine Parallele zu 
AB im Verhältnis &:ß 
zu teilen (Fig. 205). 
Seien D’ und E’ 
die orthogonalen Pro- 
jektionen von D und E auf AB, C’ die Projektion von O, so folgt 
aus den Proportionen: 
CO: DD = 40:42 
CO EEE = 082: EB 
nach Addition von AC’ und O'B: 
a N EN u 
AD E'B È ( ) 


ee 777777778 
: h : E : , 
Eo O; $ 
V NI ey AT E B 


Hieraus findet sich CC’ unter Rücksicht auf die Vorzeichen von AD’ 
und F' B, sodann der Inhalt des Dreiecks A CB = 1/4 AB. CC’ oder: 
AD E'B 
A EB ee Ae RER ia Bi 
ACB == YAp DI + EE (3) 
Setzen wir das Verhältnis der Inhalte: 
ACB: ADEB =y: («u + B) 


so ist die Aufgabe zurückgeführt auf die Teilung des Dreieckes 
A CB durch eine Parallele zu A B und nach dem Verhältnis (y — 0): 0. 
Der Abstand der Parallelen von AB ist daher nach (1) der ersten 
Aufgabe: 


rz u a Ki (4) 
y 
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oder nach (2) gleich 
Vy — Vy —u TE E i 
Vy pp t TE) e 
Man projiziere demnach mittels des Winkelspiegels die Punkte D 
und E auf AB, messe ihre Koordinaten und berechne aus diesen 
Fig. 205. und AB das Viereck 
ADEB, darauf nach 
(3) das Dreieck ACB, 
i E, sodann y, endlich nach 
ee: 3 (4) den Abstand der 
Fa gesuchten Parallelen 
von AB. 

Statt dessen kann 
man auch die Durch- 
schnittspunkte der Pa- 
rallelen mit AD und B E aufsuchen, indem man aufser den Koordinaten 
auch diese Strecken genau mifst (nicht aus den Koordinaten berechnet) 
und die Seitenlängen AC und BC durch die Proportionen findet: 

40:00 Apep 

BO: CC BE: EH, 
Setzt man an Stelle von CC’ in (4) zuerst A C, dann BC ein, so 
findet man die Strecken, welche auf den Dreiecksseiten von A und 
B aus abzutragen sind. Von A aus nämlich: 


- AB: ( - (4*) 


: : 5 i K 
A DD’. O7 E B 


Vr — Vrot _. AB.EE' Si 
Vy AD.EE+DD.EB 
und von B aus: siie 
Vr-Vr=a, AB.DD' ck 
Vyr AD.BE+DD.EB 


Die Formeln werden unbrauchbar, wenn AD || BE, weil dann 
der Divisor in (3) verschwindet. Man kehrt damit zum Falle (2) 
zurück. Dieser ist auch herbeizuziehen, falls AD und BE nahezu 
parallel sind. Man denke sich EG || AD gezogen und den Inhalt f 
von ADEG und f’ von GEB berechnet, f durch eine Parallele im 
Abstande k, f’ durch eine solche im Abstande W von AB im Ver- 
hältnis ~: ß geteilt. Zwischen beiden Parallelen und den Dreiecks- 
seiten GE und BE liegt ein schraffiertes Flächenstückchen, welches 
leicht berechnet werden kann. Wir dividieren es durch A G und 
vermindern k um den Quotienten, wodurch wir mit grofser und aus- 
reichender Annäherung den Abstand h? der gesuchten Parallelen 
von AB gewinnen. 


Wäre DE eine gebrochene Linie, so würde nur die Flächenaufnahme 
von DEBA etwas umständlicher, das Teilungsverfahren bliebe dasfelbe. — 
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Als Kontrollen der Teilungsarbeit berechne man die Länge der Teilungslinie, 
was sehr einfach ist, und als Kontrolle für die Flächenaufnahme und Teilung 
nehme man, gestützt auf die Teilungslinie, den Flächeninhalt beider Teile 
neu auf. 

Eine mindestens ebenso genaue Lösung der vorstehenden Auf- 
gabe ist die folgende. Man stecke (Fig. 206) die vorläufige Teilungs- 
linie b parallel AB = a ab, messe b, 
berechne, da k bekannt und zur Ab- 
steckung benutzt worden ist, den 
Inhalt des Trapezes ABCD = f, 
während der Inhalt des gesuchten 
Trapezes ABEF = f' schon be- 
rechnet worden oder gegeben sei. 
Dann ermittele man ¢ und x aus: 


y, (a+0)h = f 
1a (0+ e)s =f 
(a — b) : h = (a — ce) : x, 
wonach man findet: 
(a? — b3) : (a e = f:f 
(e — 0) : (a —) = (=S) : f 


e — b? + LA (a? — b?) 


Fig. 206. 


und 


27% h. 


=: 


Beispiel. In Fig. 207, welche durch eine Teilungslinie parallel 
AB halbiert werden soll, hat die vorläufige Parallele CD zugleich 


Fig. 207. 


als Abscissenachse der Koordinatenaufnahme gedient, wie die ein- 
geschriebenen Mafse zeigen. Aus ihnen berechnet sich gemäfs 
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$. 184 (10*) und (10**) der Inhalt F der Figur, zu der auch C und 
D als Polygonpunkte gehören, doppelt: 
F = 72,6.90,1 + 678.641 + 2,6.48,7 + 120,8.40,0 
— 82,8.16,3 + 128,2.33,9 + 97,4.17,6 + 421,8. 20,0 
F = 15 845,86. 
Sodann gemäfs der Aufgabe: 
,,F=f'= 7922,93 
f = 421,8.20 = 8436,40 


h == 40,0 
a= 241,6 
bh 1802 


log (f—f') | 2,71052 
log (1 : f) 6,073 84 
log (a +b) 2,625 11 
log (a — b) 1,788 17 


log 1 576,3 | 3,19764 


Nun findet sich: 


b2? — 32 472,0 

1 576,3 

c? — 34048,3 
ce = - 18452 

Zur Berechnung des Abstandes der Teilungslinie von AB hat man: 
1) a = ESSE = 36,598 
57 > — 56,59. 
2) x = ——— 40 = 36,591 


61,4 
Damit ist die Rechnung kontrolliert. Man steckt nun 3,41m von 
der vorläufigen entfernt und parallel zu ihr die endgültige Teilungs- 
linie ab und kann diese zur Kontrolle der ganzen Operation als Ab- 
scissenachse für eine neue Flächenberechnung benutzen. 


$. 197. 


Aufgaben der Flächenteilung. Fortsetzung. 4) Das beliebige 
Viereck ABCD soll von dem Punkte M aus (vielleicht der Mündung 
eines Feldweges) durch eine Gerade in zwei Teile von dem Ver- 
hältnis &:ß zerlegt werden (Fig. 208). 

Die Teilungslinie fällt in eines und hier in das mittlere der 
Dreiecke MAD, MDC, MOB, deren Flächen der Reihe nach A fz f 
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sein mögen, während f den Gesamtinhalt des Vierecks bezeichne. 
Man bilde: 
f 


& 
Dee lat) Sack de ne 


und teile MDC im Verhältnis y:6, was dadurch geschieht, dafs man 
die Proportion erfüllt: 
DN:DC=y:(y-+Ö). 

Ganz ähnlich ist das Verfahren, eine beliebig begrenzte Fläche 
von einem Punkte im Innern in mehrere Teile von gegebenem Ver- 
hältnis zu zerlegen. 

5) In stark parzellierten Gemarkungen kommen zuweilen 
Grundstücke von verhältnismäfsig geringer und nahezu konstanter 


Fig. 208. Breite vor, deren Längengrenzen 
aus gebrochenen Linien bestehen. 
Ç Je zwei gegenüberliegende Teile 


dieser Linien laufen einander ge- 

nau oder nahezu parallel. Wirt- 

A schaftliche Gründe, z. B. die Lage 

der Zufahrt, erfordern, wenn eine 

A M B "Teilung beabsichtigt ist, den Lauf 
der Teilungslinie parallel einer der 

Längengrenzen und in gleichen Abstand davon zu legen. Dieser 
Abstand h (Fig.209) von der Grenze ABCD ist zu berechnen, wenn 


Fig. 209. 


B c 


das Verhältnis des an diese Grenze stofsenden Teiles zum ganzen 
Grundstück wie &:1 gegeben ist. (Jordan, Handbuch d. Verm. 
I, 180.) 

Die Aufgabe werde durch die Teilungslinie A'B’ O'D' gelöst; 
BB' und CC’ sind dann die Halbierungslinien der Winkel B und C. 
Ziehen wir AA” || BB’, so ist Fläche 


AAB B = AB.h — AAA 
und da in diesem Dreieck Winkel A A'A" —= A'AB = A und Win- 
ke AA"A—= ABP = 1,B ist, so hat man: 


AA'B'B =h (AB — Yyhcot A — 1zhcot '/ B). 


Vogler, Praktische Geometrie, 39 
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Ebenso findet man: 

BB'C' O — h (BO — Yyhcot!/;, B — !/yhcot!/, C) 

CC'D'D = h (CD — !hhcot 1/3 C — !/ahcot D). 
Die Summe der linken Seiten dieser drei Gleichungen ist gleich « f 
zu setzen, wenn fsich als der Inhalt des ganzen Grundstückes er- 
geben hat. Setzen wir: 

1a cot A + cot !/ B + co! C + 1/2 cot D = 6 
AB + BC+ OD =s, 

so führt die Addition der drei Gleichungen zur Berechnung von h 
auf die quadratische Gleichung: 


oh? — sh + uf = 0, 


woraus: AR a ae re 
TE ed PETAT 


Zur Bestimmung des Flächeninhaltes f und der Winkel A, B, C, D 
projiziert man sämtliche Eckpunkte der gegebenen Figur mittels des 
Winkelspiegels auf eine gemeinsame Messungslinie, z. B. AD, und 
mifst die Koordinaten. Nach der Absteckung der Linie A'B’ 0'D' 
kann man eine Kontrollmessung der beiden Flächenteile auf grund 
‘einer neuen Messungslinie, z. B. A'D', vornehmen. — Je kleiner 6, 
desto ungenauer wird h aus (1) gefunden. Macht man aber den 
Zähler rational, indem man (vergl. S. 620 unten) Zähler und Nenner mit 


s + Vs — 4uof 
multipliziert, so gewinnt man k in der Form: 
2af 
r T a (2) 

s + Vs? — 400 7 
wonach scharf gerechnet werden kann. Für 6 = 0 geht daraus 
hervor: 


h= 


h = af, 
s 
Zur Berechnung von h kann man aus (1) auch bilden: 


s—s\/ Bi im APRN. 
ER 3? 
26 ma EEE O TE 


h = —— E 
6 2 


4aof 
82 


Ya 
Man entwickele (1 — ) nach dem binomischen Satze, wobei 


zu setzen ist: 


Zon 

dh E A E 
— = y 

S 
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Dann ergiebt sich: 

h = h (1 v + 202 +50 + l4vt + 2vV +...) (4) 
Für v < 1/2% konvergiert die Reihe rasch, so dafs höchstens die vier 
ersten Glieder zu entwickeln sind. Von v < !/;,, an genügen die 
beiden ersten Reihenglieder, da alsdann 2v? < 0,001. 

Bei sehr verwickelten Teilungsaufgaben und namentlich dann, 
wenn es mehr auf korrekte Flächenteilung als auf strenge Erfüllung 
der Nebenbedingungen ankommt, empfiehlt Jordan, aus dessen 
Handbuch der Verm. vorstehende Aufgaben entnommen sind, das 
Auftragen der Fläche in grofsem Mafsstabe, etwa 1:500, und die 
graphische Lösung durch Versuche, deren Ergebnisse in das Feld 
übertragen und durch eine Kontrollmessung geprüft werden. Es 
möchte sich dies Verfahren in solchen Fällen kaum umgehen lassen, 
wo rasch wechselnde Bonitäten des Bodens die Übersicht über das 
Teilungsproblem erschweren. 


$. 198. 


Teilung auf grund berechneter Koordinaten. In Ländern, 
in welchen die Berechnung von Koordinaten sich auch auf die soge- 
nannten Kleinpunkte erstreckt ($.146), handelt man nur konsequent, 
wenn man selbst die Teilung der Flächen auf Koordinatenberech- 
nung gründet. Diesen Standpunkt vertritt eine kleine Schrift von 
F. G. Gaufs, Königl. Preufs. Generalinspektor des Katasters: „Die 
Teilung der Grundstücke“, Berlin 1878. Dieselbe behandelt der 
Reihe nach Flächenteilungen: 

Aus einem gesuchten Punkte; 

Aus einem gegebenen Punkte; 

Parallelteilungen ; 

Proportionalteilungen (Teilung nach Seitenverhältnissen); 
Senkrechte Teilungen und 

Solche von Flächen verschiedener Bonität. 

Wir wollen von jeder Gattung, soweit es nötig scheint, ein 
Beispiel behandeln, um das Verfahren darzulegen. Weiteres wolle 
man dem sehr jüüdiskön kleinen Buche selbst entnehmen. 

A. Dreieck P,P, P} (Fig. 210, a. f. S.) soll durch die Linien PP, 
PP,, PP, so geteilt werden, dafs die Flächen fi, fa, /s sich verhalten 
wie die Zahlen œ, B, y. Gesucht die Koordinaten von P. 


Wir setzen 
Ath th= 
a+ß+y=6 


und bilden aus der vorgeschriebenen Proportion 


Ahy:fh:h=ua:Pß:Y 


JEDAN 


39* 
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drei neue, nämlich: 
h:f=e:65 Ah:J=ß:65 %:J=Y:6 
Aus der Figur folgt gemäfs $. 184: 
2f = yı% — Yt + Yrı — Yta + Ya — Y t 
2f =yr ya F Yt Mm Y t — 9% 
und ähnliche Ausdrücke für 2f, und 2f. Wenn wir darin / und f 


mit hilfe vorstehender Proportionen ausdrücken, so gewinnen wir 
zur Bestimmung von æ und y die Gleichungen: 


y (£a — 21) + e(yı — y) = 2 Finn + Yit 


& 
y (£3 — %) + 2 (y — y) = 2 2 Alp Yla + Ya%;. 
Bezeichnen wir die rechten Seiten dieser Gleichungen mit A und B 

und beachten, dafs 


(£3 — 21) (Ya — 93) — (23 — 22) (Y1 — Y) = — 2f 
ist, so ergiebt die Auflösung der Gleichungen: 


1 1 
u If (y—y)A + IF (yı — 9%) B 
1 1 
w= A N S T A T A 
Fig. 210. Fig. 211. 


P, pP Ps N 


— T % — 4 


£ 
x = ta + $ 


über, und endlich in: 


PETAT AA 


_ Oy + Bu + ru ` 
AEE E T E 
„ta t Bt F ya., 

AFETE 
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Für œ = f = y = 1 werden y und v arithmetische Mittel aus den 
Ordinaten und Abscissen der Eckpunkte und zugleich die Koordi- 
naten des Schwerpunktes des gegebenen Dreiecks. 

B. Von dem Viereck P, P, P} P, (Fig. 211) soll mittels einer Geraden 
P,P durch den gegebenen Punkt P, die Fläche f — P, PP, P, abgetrennt 
werden. (Man vergleiche die Lösung im vorigen Paragraphen.) 

Denken wir uns die Koordinaten des Punktes P berechnet, so 
kann die Strecke P, P gefunden werden mit hilfe der Proportion: 

P,P : PiP} = (y — yı) : (Ya — yı) = (e— zı) : (£a — xı). 

Es kann ferner eine Kontrolle für die korrekte Berechnung der 
Koordinaten von P entnommen werden aus der Gleichung ($. 184, 10): 


2f = (Yo — V) (® — 24) — (m — 21) (y — y4). 
Umgekehrt liefern jene Proportion und diese Gleichung zwei lineare 
Bestimmungsgleichungen für y und x. Setzen wir darin: 
Yatı — ty = A 
2f + (WM) — (2o — %1) Y4 = B, 
so lauten dieselben: 
A = (m —%)y — (n —%)® 
B = (z, — 2o)y — (1 — W) 2. 
Die Auflösung ergiebt: l 
y = |v — y) A — Yı—y)B]:D 
x = [(aı — xo) A — (zı — 2%) B] : D, 
worin gesetzt ward: 
(xı — 22) (yı — Y) — (1 — zo) (yı — Y) = D 
und die geometrische Bedeutung von D der doppelte Inhalt des Drei- 
ecks P, P, Pzist, in einer für die Berechnung besonders bequemen Form. 

Sehr wesentlich noch vereinfachen sich die vorstehenden For- 
meln, wenn man die Koordinatenachsen so wählt, dafs P, mit dem 
Anfangspunkte zusammen und P,P, in die positive Richtung der 
x-Achse fällt. Es wird: 

nen =y =A= 
CoA 2f + Yt, — TOY, 
Yo 
ein Resultat, das sich ohne Mühe auch direkt gewinnen läfst. 

C. Gegeben die Eckpunkte P}... P, eines Vierecks und zwei 
Punkte § und R einer Geraden durch ihre Koordinaten. Von ersterem 
ist eine Fläche f durch eine Parallele P'P” zu RS abzutrennen, wo- 
bei angenommen wird, dafs P’ und P” auf zwei Gegenseiten des 


Vierecks zu liegen kommen. Wir suchen vorerst die Koordinaten 
dieser Punkte (Fig. 211). 


% 
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Aus der Figur folgt in der üblichen Bezeichnung: 


' 7 
Mana: ER er. 
Fe a | a — ii 


2f = y'm — px + y'a — y'a" + yx" — y" t F Yt — yut. 
Wir setzen zur bequemeren Übersicht: 


Yakı — Yıka __ p Yatzy — Yz Tı 


Toe p" 
Li — 2a % — i; 
Yr — Ys me Y Y — Ya [7 
— I y Piia u rn U 
Ir — Ts u 70 Ly — T4 


3 Yli — Yt, H 2f.= O, 


wonach die vier Bestimmungsgleichungen der gesuchten Koordinaten 
geschrieben werden können: 


b’ — y aa p'a 
p" — y” PAA yp" x" 
0 — y Er Y a ER y" + p a’ 


— (xi — æ") y' RSA Yyız! w. (£4 — g") y" + Ya a, 


Die letzte Gleichung ist vom zweiten Grade. Mit hilfe der beiden 
ersten eliminieren wir y’ und y” aus den beiden letzten und ge- 
winnen: 


Ba p' + p" AnA (y — y')x' + (y — y") x" 
C—a,b' Hab" = [yn Ho" +p (e — a") + — db — (u a’) va" 
Man bemerkt, dafs 


=y F pn == ma y Wu —=d". 
Setzt man zur ferneren Abkürzung: 
— b + b! =m 


Cab" + xb" = 2f + æ (y, —b') — x, (y — b") = N, 
so lauten die vorstehenden beiden Gleichungen: 


m = — (p — 4") s + (4 —y")a" 
N =m (x + æ") Šik (y' dar y") al xl. 

Die hier vorkommenden Gröfsen sind geometrisch leicht zu 
deuten. Unter %, y', Y” haben wir die Richtungskonstanten der 
Geraden P'P", P,P,, PP} zu verstehen. Die beiden letzteren 
schneiden von der y-Achse die Strecken b’ und b” ab. Sind B’ und 
B" die Endpunkte dieser Strecken und zugleich ihrer Differenz m, 
so stellt N den doppelten Inhalt des Vierecks P'P"B"B’ dar. 
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Aus den letzten beiden a? geht hervor: 


m Ve Z A + n 
m+ Vi g Ve + @"—y') N 


und die beiden ersten der vier Sr RE geben: 
y — b' + p'a! y" = b" + p" g". 

Somit liefert die Rechnung je zwei Paare von Koordinaten für P’ 
und P”, entsprechend zwei Lagen der Geraden P'P” auf verschie- 
denen Seiten von P, P}. Brauchbar zur Lösung der Teilungsaufgabe 
sind aber nur die Punkte auf den Strecken P,P, und P} P} 

Nachdem die Koordinaten dieser Punkte gefunden sind, hat es 
keine Schwierigkeit mehr, die Strecken P, P’ und P,P” zu ermitteln 
und aufzutragen. 


$. 199. 


Teilung auf grund berechneter Koordinaten. Fortsetzung. 
D. Von einem Viereck P,P,P,P,, dessen Inhalt F sei, soll die 
Fläche f = P'P,P; P” durch eine Gerade abgetrennt werden, welche 
zwei Gegenseiten in proportionale Abschnitte zerlegt: 
PRP": PRP =RPRP PP = v. 
Sobald v bekannt, ist die Aufgabe als gelöst zu betrachten, da als- 
dann die Strecken P,P” und P,P’ leicht zu berechnen und auf- 
zutragen sind. 
Wir nehmen einen Hilfspunkt Pan, der mit P, P} P, ein Parallelo- 
gramm vom Inhalt Q, mit PP, ein Dreieck vom Inhalt R und mit 
Fig. 212. P,P, ein Dreieck vom In- 
halt S bestimmt. Ebenso zer- 
P? legen wir P'’P,P;P'" in ein 
Parallelogramm vom Inhalt 
q und zwei Dreiecke von den 


ja Inhalten r und s. Man findet 
leicht: 
H g = 0R" r=vR 
Po A s = 0p, 


und da f =g +r +sudF=Q+R+S8Sist: 
Sv? + (F— 8v — f= 0 


A TE-HEVF—-H + 448 í 
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Das gleiche Resultat erreicht man, wenn P mit P, P} P, ein Parallelo- 
gramm bildet. Lassen wir aber durch einen Hilfspunkt P, das 
Parallelogramm P,P;P,P, = @ und die Dreiecke P,PıP, = R' 
und P,P, P, = S = 8 entstehen, so möge sich PP"PR BR = F— f 
der Figur gemäfs ebenso zusammensetzen aus einem Parallelogramm 
q' und zwei Dreiecken r’ und s. Dann gilt: 
’=(l—-v)Q@ r=(l—-v)R !=(1l—v)S 
und da F — f = g' + r'— s und F = Q! + R' — S, so wird: 
S —v} — (F+ 8) —) + F—f=0 


TVEL LAP NS 
l — v = aa S A a Aaka t Ai ; (2) 
Fig. 212. Man kommt auf dasfelbe Er- 


gebnis, wenn der Punkt P) so 
gelegt wird, dafs er mit P,P, P, 
ein Parallelogramm bildet. 

Würden aber die Gegen- 
seiten des gegebenen Vierecks, 
welche von der Teilungslinie 
geschnitten werden, nach P, und 
P,, anstatt nach P, und P, hin 
konvergieren, so hätte uns die 
Figur ergeben: 


N E E O) 


B aat S ert E AS nak a A ee AL 
ram 28 


1—v (4) 
Der Unterschied zwischen (3) und (1) sowohl als auch der zwischen 
(4) und (2) besteht offenbar nur darin, dafs (— S) an die Stelle von 
5 getreten ist, und diese notwendige Substitution vollzieht sich ganz 
von selbst, wenn man § nach folgender Formel berechnet: 

2 8 = (Yı — Ya) (£3 — 24) — (Ys — Y4) (&ı — 22) - . (5) 
Sie findet sich ohne Umstände aus der Inhaltsformel für S = P, P P, 
welche nach bekannten Regeln zu bilden ist unter Rücksicht auf die 
Koordinaten von P: 

y=n tuh» t= m + u — t. 

Doch setzt (5) die Folge der Indices voraus, wie in der Figur, die 
ungeraden oben, die geraden unten, nach rechts vorschreitend. 
Vertauscht man die Indices links mit rechts oder oben mit unten, 
sogkehrt das Vorzeichen von $ sich um. Da sich die Ziffernfolge 
der Figur nicht wohl mit völliger Zuverlässigkeit dem Gedächtnis 
einprägen läfst, so wird man vorziehen, Formel (5) nach geschehener 
Wahl der Indices im Gebrauchsfalle neu zu entwickeln, was ebenso 
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leicht ist, als die Ableitung von (1) und (2) aus der Figur. Die 
letzteren gewähren, wie man sieht, eine Kontrolle für die Berech- 
nung von v. 

Die Bedeutung der vorliegenden Aufgabe erhellt erst aus der 
Erweiterung derselben: Man trenne von dem Polygon P}... P} Ps... Ps 
vom Inhalt F eine Fläche f = P}... P,P™ ...P' ab, derart, dafs die 
gebrochene Teilungslinie P'P’...P'“ die Seiten und Diagonalen 
P, P}, P;P, ... in proportionale Abschnitte zerlegt: 

P,P' : PiP, == P} P" : PP, = s == PP" : P,P; = v. 
Denken wir uns nun in jedem der Vierecke, in welche wir die 
Fläche F zerlegt haben, den Inhalt des charakteristischen Dreieckes 
S berechnet und setzen die Summe aller solchen gleich 6, so über- 
sieht man leicht, dafs 


ov? + (F—6)v —f=0 


a EEVEE Ao á 
EEE Aa OTAN DA D, 


Auf gleiche Weise verallgemeinert sich die Formel für 1 — v: 
o (1—v} — (F +6) (1—v) +F—f=0 
LESEN S (Ff 
TA 26 


v 


(2*) 


Die Inhalte der einzelnen Dreiecke § wird man nach dem 
Schema berechnen, das man sich für das erste derselben entwickelt 
hat, wodurch die Vorzeichen der Flächen sich mechanisch feststellen 
und 6 eine einfache Gestalt annimmt. Aus unserer Formel (5) geht 
durch Zeigerverschiebung für das Doppelte des ersten, des zwei- 
ten .... S folgende Reihe von Ausdrücken hervor: 

(Yı — Ya) (23 — 24) — (Y3 — Y4) (81 — 12) 

(Ys — Y4) (25 — 26) — (Ys — Ye) (23 — 24) 

(ys — Ye) (ar — 2s) — (Yr — Ys) (25 — xe) 
Die Summe 26 dieser Ausdrücke, deren wir uns n angeschrieben 
denken wollen, kann in zwei sich kontrollierenden abgekürzten 
Formen gebildet werden: 

206 — (Yı — Y2) (£3 — 24) 
— (Ys — Y4) (1 — 25 — 2 + %) 


— (Ys — Ye) (23 — m — t H 2s) >- - (6) 
> ER ER PER 3) BA er Zn) 
20 = — (Y; — Y4) (£1 —%) 
+ (yı — Ys — Ya + Y6) (£3 — x4) 
3 (Ys — Yr — Ya F Yo) (2s =Z). (MN 


+ (Yan-ı — Yan) (fan+1 EF Zan +2) 
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Der Leser erkennt hier eine Teilungsaufgabe, welche mit der 
Aufgabe (5) in $. 197 verwandt ist. Da aber dort das polygonal 
begrenzte Grundstück parallel mit der gebrochenen Linie emer 
Längsgrenze geteilt wird, so kommen die Brechpunkte der Teilungs- 
linien sämtlich auf die Halbierungslinien der Winkel zu liegen, nicht 
wie hier auf die Verbindungslinien gegenüberliegender Polygon- 
ecken. Die Divergenz zweier einander zugeordneten Polygonseiten 
geht dort ungemildert auch auf das letzte, weit schmälere Grund- 
stück der Teilung über und erschwert dessen Bewirtschaftung. Es 
kann sonach kein Zweifel darüber bestehen, dafs das Teilungs- 
verfahren nach Seitenverhältnissen dem früheren vorzuziehen ist. 

Natürlich bleibt es auch anwendbar, wenn für die Eckpunkte 
des gegebenen Grundstückes Koordinaten nicht berechnet wurden, 
noch berechnet werden sollen. Man kann sich dann nach Anleitung 
der Fig. 212 das charakteristische Dreieck $ für jedes Viereck, in 
welches man das Grundstück zerlegte, auf dem Felde konstruieren, 
d.h. durch Parallelenkonstruktion den Punkt P (oder P,) aufsuchen. 
Oder es werden, zur Vermeidung von Absteckungen, aufser den 
Seiten des Vierecks auch dessen Winkel gemessen und die charak- 
teristischen Dreiecke P; PP, und P,P,P, nach Gröfse und Vor- 
zeichen richtig berechnet aus*): 


Me a P, P, sin (P, + P; — 180) =g 
P,P,Pı = BP, . Pi P; sin (Pa + P, — 180) = — D. 


Der gewöhnlichste Fall wird jedoch sein, dafs jedes Viereck (oder 

Dreieck) der Kette für sich durch Koordinaten aufgemessen ist, und 

für jedes einzelne das charakteristische 

Fig. 213. Dreieck gemäfs (5) mechanisch berechnet 

werden kann. Ein gemeinsames Koordi- 

natensystem ist dazu durchaus nicht er- 

forderlich, — Ein Dreieck in der Kette 

ist offenbar selbst charakteristisches Drei- 

eck im Sinne der oben gegebenen Kon- 
struktion. 

Zu einer numerischen Übungsaufgabe empfiehlt sich dem An- 
fänger der Fall, wo ein Viereck oder eine Kette von Vierecken 
durch Teilung nach Seitenverhältnissen in m gleiche Streifen zerlegt 
werden soll. Man führe in die Formeln (1) und (2) oder (1*) und 
(2*) für f den Betrag «F:m ein und variiere æ von 1 bis m. 

Einige Hinweise auf Erleichterungen der Rechnung folgen unter 
_ F. dieses Paragraphen. 


*) Vergl. Jordan, Teilung eines Vierecks, Zeitschr. f. Verm. XI (1882), 
8. 421. Teilung des Vierecks nach Seitenverhältnissen, S. 427. 
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E. Senkrechte Teilungen sind eigentlich schon durch die 
Parallelteilungen erledigt. Soll ein beliebiges Viereck normal zu 
einer seiner Seiten P, P, geteilt werden, so ist die Richtungskonstante 
ọ der letzteren zu ermitteln und aus ihr die Richtungskonstante % 
der Teilungslinie zu berechnen wie folgt: 


Y — Yı Lot 1 
MES U — U Ws ọ 
Von hier an gleicht das Verfahren vollkommen dem bei Parallelteilung. 
F. Es sei ein trapezförmiges Grundstück durch’ eine Gerade, 
welche die Parallelen schneidet, in zwei Stücke F} und F, von den 
ungleichen Bonitäten fı und ß, geteilt. Da die Bonitäten dem 
(Kapital-) Wert der Flächeneinheit proportional sind, so wird der 
Gesamtwert W des Trapezes dargestellt durch 
W = Êi F, + B: F; 
Hiervon soll ein Grandstück vom Werte w durch eine Parallele zu 
den parallelen Seiten abgetrennt werden, wobei fı von F; und fa 
von F, abgehe. Es gilt (Fig. 213): 
w = Bif + Bafe 
Anstatt dieser beiden Gleichungen schreiben wir auf grund der Figur: 
2 W = h (m+ p)ẹi + h(n +4) b 


2w = nr +p)bi + (s +4) Pa 
Nun gilt aber offenbar: 


r = p — Ñ (p—m) s =g — 1 (4—n). 


Setzen wir zur Vereinfachung noch: 
q = vh, 
so wird aus der letzten der vorigen Gleichungen: 
2w = vhi [2p —v(p—m)]h + vB, [24 —v(g —n)]h 
oder nach einer leichten Umformung die für v quadratische Gleichung: 
[Bı (p — m) + Pa (4 — n)]hv?— 2h (Bip + Bag) v + 2w = 0 

und nach Division durch h kürzer geschrieben: 

Av — 2Bv + 0 = 0, 


_B+}+VB— AC 
= 2 n, 


Vorstehende Aufgabe ist indessen nur ein besonderer Fall des 
erweiterten Problems unter D. Denken wir uns nämlich die Vierecke 
(oder Dreiecke) der Fig. 212 von verschiedenen Bonitäten ĝßı ße... 
und alle Gleichungen angeschrieben von der Form: 


BSu + BF— Sr — Bf = 0, 


woraus folgt: 


v 
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worin v, S, F und f dasfelbe bedeuten wie in (1) unter D., so wird 
die Summe derselben: 


[Bs] + (IBFJ— [BS))v — [Bf] = 0 
oder kürzer: 
sv? + (G—s)v — g = 0. 
Hierin stellt @ den Gesamtwert der zu teilenden Fläche, g denjenigen 
des abzutrennenden Stückes und s eine leicht zu bildende Hilfsgröfse 
vor. Durch Auflösen der quadratischen Gleichung kommt man auf 


_— (6-9) + Ve — 9? + 495 
sa Anie 


v 


und hiervon auf i 
RE e a E S LA 
VEF 2s 
In Rücksicht auf die numerische Berechnung dieser Formeln 


ist es bequem, Zähler und Nenner mit @ zu dividieren. Thun wir 
dies und setzen 


Fe ei 9:2. Fa, 
so erhalten wir: 


_ — (1—2) + Vl—a) + dan 
TE 2% 


.1+2—- Vi+2n2— a(l—a)a 

vs 2% 

Da diese Ausdrücke, wenn æ nahe der Null, keine scharfe Rechnung 
mehr gestatten, so entwickeln wir sie für diesen Fall nach Mac 
Laurins Satz und bekommen: 


v=all+(l—a)e+(l—a) (1 — 2a)a? 
+ (1—-a)(1—5a+5a?)x? + ---] 
1—-v=(l—a)[1l— ax — a (1 — 2 a) x? 
— a(l — 5a + 5a) — --]. 
Die vierten Glieder dieser Reihen erstrecken, solange x = 0,1, ihren 
Einflufs nicht über die fünfte Dezimalstelle hinaus. Unter derselben 
Bedingung wird für a = 1/ der Wert von 


v=l + he — Yet 
mittels der angeschriebenen Reihenglieder noch in der siebenten 
Dezimalstelle richtig berechnet. 
Erspart wird die Reihenentwickelung (nach einer Bemerkung 
Helmerts) durch Rationalmachen der Zähler in den Formeln für 
v und 1 — v, wodurch diese die Gestalt annehmen: 


NE 2a 
 1-8:+VA-oa) +4ax 


1—v 
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FR 2(1— a) 
1 +z +V +0)? — 4(1—a)z 
Man könnte zur logarithmischen Rechnung nach bekanntem Vorgang 
noch eine Umformung vornehmen, indem man setzt: 
4ax i 4(1—a)x 
Hig s ee, de a A, 
er wa sin? p 
und daraus ableitet: 
a ._c08p- ER Dt 1 
1— x cos hop’ 1+x cos Yy 
oder, für gröfsere Werte von x brauchbar: 


a l—a 
v = V£ ung; 1=»=\ zT WR 


Auch in Tabellen mit doppeltem Eingang nach den Argumenten a 
und x oder deren Logarithmen liefse sich der Wert v bringen, für 
die häufigere Anwendung des hier behandelten Teilungsproblems, 
das allerdings eine ganze Reihe von Fällen der gewöhnlich vor- 
kommenden Art einschliefst*). 


1—v 


v = 


§. 200. 


Grenzregulierung. Die neue Grenze pflegt einer gegebenen 
Richtung parallel oder durch einen gegebenen Punkt gelegt zu 
werden. Für jeden dieser 
Fig. 214. Fälle folge hier ein Bei- 

spiel. 

1) Die gebrochene 
Grenze ABCD zwi- 
schen zwei konvergieren- 
den Grenzen MN und PQ 
sei durch eine Gerade 
normal zu M N zu ersetzen 
(Fig. 214). 

Man stecke eine Ge- 
rade RS als Abscissen- 
linie normal zu MN 
ab, projiziere darauf die 


*) Unter anderen die Teilung eines Trapezes parallel zu den gleichlaufen- 
den Seiten, wofür Haselmayr Tabellen entworfen hat. Vergl. Zeitschr. f. 
Verm. 1882, 8. 552. Aufser x dient als Argument das Verhältnis der paral- 
lelen Seiten, nach unserer Bezeichnung (1—a):(1-+a). — Man thäte aber 
wohl, die angeblichen Trapeze des Feldes allgemeiner als beliebige Vierecke 
aufzufassen und nach gleichen Seitenverhältnissen zu teilen. Die Teilung fiele 
dann immer richtig aus, ob dieAnnahme der Trapezform zuträfe oder nicht. 
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Brechungspunkte der alten Grenze und berechne aus den Koordi- 
naten die schraffierten Flächenstücke, welche zwischen der letzteren 
und RS liegen. Indem man die rechts liegenden Stücke als positiv, 
die links liegenden als negativ einführt und summiert, erhält man 
den Inhalt einer Fläche f, über welche hinaus die neue Grenze R’s$' 
parallel zu RS und im Sinne des Vorzeichens von f verschoben 
werden mufs. Die Bedingung RSS'R' — f giebt uns folgende 
Gleichung zur Berechnung des Abstandes "’ der Parallelen: 


=RS.N +M, 
woraus, da — g : y = cot RSS’, für h folgt: 


RS — VRS — 2foot RSS’ 
re "1 

Die Aufgabe ist leicht in jene überzuführen, bei welcher R’S’ auf 
keiner der beiden Geraden MN und P Q normal stehen, aber einer 
gegebenen Richtung pa- 
rallel laufen soll. 

2) Die neue gerad- 
linige Grenze RS” gehe 
durch einen gegebenen 
Punkt R. 

Man lege RS nähe- 
rungsweise richtig und be- 
nutze es als Abscissenlinie, 
um die alte Grenze mittels 
Koordinaten aufzunehmen 
und /zu berechnen. Nach 
der Richtung, welche das 
Vorzeichen von fandeutet, 
gehe man sodann der Linie P Q entlang bis zu einem Punkte S” im 
Abstande h” von RS, wobei als Bedingung zur Berechnung von A” gilt: 

F=YaRS.M. 

Wie mehrfach in diesem Kapitel, sind wir auch im vorstehenden 
Paragraphen im wesentlichen der Behandlung desfelben Stoffes in 
Jordans Handbuch der Verm. gefolgt und verweisen aufserdem 
wiederum auf F. G. Gaufs, „Die Teilung der Grundstücke, insbe- 


sondere unter Zugrundelegung rechtwinkliger Koordinaten“. Berlin 
1878. 


"= 


Fig. 214. 
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Kapitel XVI. 
Abstecken langer gerader Linien. 


Im dritten Kapitel wurde schon ausgeführt, dafs sich ein Ab- 
loter, d. h. ein Instrument, dessen Fernrohrvisierlinie sich um eine 
liegende Achse in einer Vertikalebene bewegt, zum Abstecken von 
Punkten in einer Geraden eignet. (Vergleiche $. 51, Anmerkung.) 
Jeder Theodolit ist ein Abloter, sobald er gehörig justiert und 
aufgestellt ist. Während bei Winkelmessungen mit dem Theo- 
dolit die Justierung keine strenge zu sein braucht und nur die 
Alhidadenachse genau lotrecht stehen mufs, ist die Elimination von 
Instrumentalfehlern bei Absteckungen mit Weitläufigkeiten (vergl. 
$. 54) verbunden, die man zu vermeiden sucht. Beim Abstecken 
langer gerader Linien verlangt man daher, dafs die Fernrohrdreh- 
achse horizontal liege und die Visierlinie des Fernrohrs dazu normal 
stehe, und man wendet, dies zu erreichen, die Mittel an, welche uns 
nach den $$. 49 bis 54 zu Gebote stehen. 


$. 201. 


Der einfachste Fall der Absteckung einer langen Geraden 
ist der, dafs beide Endpunkte gegeben sind und dafs einer dersel- 
ben für das Instrument zugänglich, der andere von da aus sichtbar 
ist. Man stellt das Instrument über den einen Endpunkt gehörig 
auf, visiert nach dem zweiten und beginnt darauf mit der Absteckung 
des weitest entfernten Zwischenpunktes, indem man daselbst einen 
Visierstab oder eine gröfsere Signalstange in die Visierebene ein- 
winkt. Dabei gelten alle die Vorsichtsmafsregeln, welche beim Ab- 
stecken kürzerer Geraden mit freiem Auge angeraten wurden. Man 
verabrede daher genaue Signale, welche am besten durch Winken 
mit weifsen Tüchern oder Fahnen nach der einen oder anderen 
Seite hin, rascher für grofse, langsamer für kleine Verrückungen, 
gegeben werden. Der Gehilfe, welcher die Stäbe auszustecken hat, 
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mufs eine gewisse Übung im Aufsuchen der geeignetsten Zwischen- 
punkte besitzen, von denen er eine möglichst geringe aber aus- 
reichende Zahl bezeichnen soll. Wenn möglich, soll auf jedem 
Zwischenpunkte das Instrument selbst noch am Boden gesehen 
werden, damit der Fufs der Signalstange eingewinkt werden kann. 
Aufserdem müssen die nächstgelegenen Zwischenpunkte mit freiem 
Auge gut sichtbar sein. Kann man vom Instrumente aus den Fufs 
der Stange nicht sehen, so mufs dieselbe nach jeder Verrückung 
wieder genau lotrecht gestellt werden. Gewöhnliche Baken pflegt 
man deshalb über dem Schwerpunkte zu erfassen und während des 
Einwinkens mit ausgestrecktem Arme schwebend zu erhalten, wobei 
der Gehilfe mit seiner Person sich seitwärts der Visierlinie, nicht 
hinter dem Stabe, aufstellen mufs. Nach dem ersten Festwinken, 
wozu das Signaltuch sich rasch von oben nach unten bewegt, wird 
die Bake mit dem 

Fig. 215. Lote gerichtet (8. 103), 


Malte © nun das Zeichen „Fest“ 

ee von dem Gehilfen wie- 

à B Tew derholt, worauf vom 

Instrumente aus neuer- 

dings Zeichen gegeben werden, entweder zum nachträglichen Ver- 

rücken oder zum endgültigen Feststellen, wozu das Festwinken von 

vorhin mehrmals hintereinander erfolgt. Hat bei der letzten Opera- 

tion die Bake ihre richtige Stellung erhalten, so erfolgt der Abruf 

. des Gehilfen durch ein heftiges Schütteln des Tuches hoch in 
der Luft. 

Gewöhnlich aber werden lange Gerade nicht durch blofse Baken 
ausgesteckt, sondern mit dauerhafteren Signalen bezeichnet, bestehend 
aus Lochpfählen mit darüber aufgerichteten und verstrebten Stangen, 
deren oberes Ende mit einem Bretterkreuz versehen ist. Der Visier- 
stab dient dann blofs dazu, den Ort für den Pfahl aufzusuchen, und 
nach dessen Festschlagen (und nötigenfalls Absägen des Kopfes) die 
Stelle auf dem Pfahl anzugeben, wo das Loch einzubohren ist, wenn 
der Bohrer nicht etwa selbst anvisiert werden kann. Ist das Loch 
richtig eingebohrt, so macht das Einstecken und Lotrechtrichten der 
Signalstange keine besondere Mühe mehr und bedarf bei geübten 
Gehilfen selten noch Korrekturen vom Instrumente aus. 


$. 202. 


Verlängerung von Geraden über einen Endpunkt hinaus. 
Im $. 54 wurde darauf hingewiesen, dafs eine direkte Rückwärts- 
verlängerung der abgesteckten Linie mit Sicherheit nur erfolgen 
kann, wenn entweder die Drehachse des Fernrohrs beim Durch- 
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schlagen desfelben zugleich umgelegt wird, oder wenn das Fernrohr 
(wie bei Ertels und beim Nivellierinstrument der Tafel XV) mit 
Ringen versehen ist und diese ihre Lager wechseln können. Damit 
ist nicht gesagt, dafs das Vorhandensein eines Kollimationsfehlers 
oder einer Neigung der Fernrohrdrehachse ganz unschädlich würde; 
aber diese Fehler werden nur noch sekundäre Wirkungen beim Auf- 
und Niederkippen des Fernrohrs üben ($. 53). Der volle Betrag 
des Kollimationsfehlers kommt jedoch zur Geltung, wenn zur Rück- 
wärtsverlängerung einer Linie das Fernrohr blofs durchgeschlagen 
wird, auch im Falle die Neigung desfelben in beiden Lagen die 
nämliche wäre. Bei Theodoliten, deren Fernrohre nur durchgeschlagen. 
werden können, hilft man sich indessen dadurch, dafs man sich am 
Ende der Verlängerungsstrecke indirekt einen Punkt der Geraden 
verschafft. Soll AB (Fig. 215) mittels eines solchen Theodolits in 
B bis zum Punkte C verlängert werden, so visiere man nach A, 
schlage durch und winke (C’ ein, gehe in der zweiten Fernrohrlage 
auf A zurück, schlage abermals durch und winke in gleichem Ab- 
stande vom Theodolit C” ein. Dann halbiert © die Strecke C' C". 
Dieses indirekte Verfahren hat den Vorzug, dafs Punkt C unab- 
hängig gewonnen wird auch von den sekundären Wirkungen der 
Instrumentalfehler, also unabhängig von der Neigung des Fernrohrs 
und seiner Drehachse. Die letztere ist nämlich bei den, Visuren 
nach C und O” um gleiche Beträge entgegengesetzt geneigt, voraus- 
gesetzt allerdings, dafs die Alhidadenachse lotrecht steht. 
Zwischenpunkte zwischen B und Č können in die Visierebene 
B C direkt eingeschaltet werden. Nur bei sehr tief liegenden Zwischen- 
punkten empfiehlt sich eine Wiederholung des indirekten Verfahrens. 


$. 208. 


Einschalten eines Punktes zwischen zwei gegebene, welche 
zwar nicht gegenseitig, aber beide von der Strecke aus sicht- 
bar sind. Durch das für grofse Distanzen allerdings sehr ungenaue 
Verfahren des $. 103 kann man mit freiem Auge und einigen Baken 
immer einen Punkt finden, welcher der gegebenen Linie nahe liegt. 
Stellt man darüber den Theodolit auf, visiert nach dem einen End- 
punkte A der Linie, schlägt durch und legt zugleich die Achse des 
Fernrohrs um, so wird die Visierlinie in der Regel am zweiten End- 
punkte B vorübergehen. Man könnte nun den Abstand des In- 
struments von der Geraden AB schätzen und durch wiederholte 
Versuche mit Neuaufstellungen des Theodolits allmählich in die 
Gerade gelangen. Indessen wird man ein direktes Verfahren vor- 
ziehen, welches allerdings die genäherte Kenntnis der Länge AB 
und der Abstände des Instruments von A und B voraussetzt. Milst 

Vogler, Praktische Geometrie, 40 
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man nämlich von dem vorläufigen Standpunkte C aus den Winkel 
ACB, so ist es leicht, die Gleichung des Kreises um A CB auf- 
zustellen, bezogen auf AB als Abscissenachse. Die Ordinate für 
den Punkt C des flachen Kreisbogens ACB wird danach mit hin- 
reichender Genauigkeit gefunden, wenn die Lage des Fufspunktes 
dieser Ordinate auch nur näherungsweise bekannt ist. Zum Verein- 
fachen der Rechnung werden wir uns sogar erlauben, den genannten 
Kreisbogen durch einen Parabelbogen zu ersetzen, zuvor aber nach- 
weisen, dafs wir hierzu berechtigt sind. 

Die Gleichung des Kreises vom Radius r, bezogen auf eine 
Tangente als Abscissenachse, lautet: 


2 + (r= =r 


y=r—r 1—7 REN. (Y) 


Entwickelt man die positive Wurzelgröfse in eine Reihe nach dem 
binomischen Satze, so erhält man, da diese Reihe für v Æ r kon- 
vergiert, die Gleichung des Halbkreises, welcher zunächst der 
Abseissenachse liegt, in der. Form: 


oder 


x? ar gê 5x8 
TR BT Ta a N 
Setzen wir 
æ? 
Ir DESSEN PURE 6 N ER (3) 


so ist dies die Gleichung einer gemeinen Parabel, deren Scheitel- 
tangente in die Abseissenachse des Kreises und deren Scheitel in 
den Nullpunkt dieser Achse fällt. Zugleich ist der Kreis (1) der 
Krümmungskreis im Scheitel der Parabel, und der Parameter der- 
selben gleich 2r. Aus (2) und (3) wird: 


v v? 5v3 

y= +E tatt) He C 
Solange v:r ein kleiner Bruch ist, können wir die höheren Potenzen 
gegen die erste vernachlässigen und wird uns etwa das Glied v: 2r oder 
an stelle desfelben das gröfsere y:2r den Bruchteil von y angeben, 
welchen wir unterdrücken, indem wir in (3) y statt v setzen. Solange 
daher der Pfeil eines Kreisbogens 0,001 des Durchmessers nicht 
überschreitet, wird dieser Kreisbogen durch den Bogen einer Parabel 
ersetzt werden dürfen, deren Parameter dem Durchmesser gleich ist, 
und zu erwarten sein, dafs die Ordinaten des Kreisbogens dadurch 
um nicht viel über 0,001 zu klein dargestellt werden. 


In Fig. 216 nehmen wir den Koordinatenanfang in A und die 
Abseissenachse in der Richtung AB an. Dann lautet die Gleichung 
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der Parabel, welche den Durchmesser des Kreises ACB zum Para- 
meter hat: 


EEN A. ma NE 


wenn AB =a gesetzt ward. Die Strecke AC sei durch Abschreiten 
oder eine andere Art flüchtiger Messung gleich ga gefunden worden. 
Dann können wir in Rücksicht auf 
die geringe Genauigkeit der Mes- 
sung und die Kleinheit des Win- 
kels ô auch AD = g = ga setzen. 
Ferner wird, wenn FE die Sehne 
i AB normal halbiert, aus dem Drei- 
i # eck AFE gefunden: 


Fig. 216. 


Bar? EM 

N A 2 sin ß 

| Bf Diese Werte von x und r verwan- 
Bf deln (5) in 


y=al—g)asnß . (6) 
Hiernach kann y auf dem Felde sehr leicht berechnet werden, nach- 
dem Winkel ACB = 180 — ß mit dem Theodolit gemessen, a einer 
Karte oder einer Triangulation entnommen und g auf die angegebene 
Weise oder ebenfalls mittels der Karte bestimmt worden ist. Zur 
Absteckung von D bedarf man aber noch Winkel ACD = 90 — ò 
oder DCB =— 90 — y. Nun verhalten sich die Peripheriewinkel 
ò und y wie die Bogen, über welchen sie stehen, und diese sehr 
nahe wie ihre Projektionen auf AB. Folglich gilt näherungsweise: 
y : Ò = z : (a— z) = 4 : (1—4) 
und da y + ò = ß, auch: 
y =q Ê; nS Kamal 23 MER (3 
In vielen Fällen bleiben y und Ô ohne Einflufs und brauchen zur 
Absteckung nicht berechnet zu werden *). 

Um zu erkennen, welchen Einflufs eine fehlerhafte Annahme 
des Verhältnisses q übt, differenzieren wir (6) nach q; der Differential- 
quotient dy:dq ist hier zugleich das Verhältnis der mittleren Fehler 
Uy : U4 (vergl. §. 81), wonach also: 

Kerlt-2d)nasnß : » 10000 (8) 


*) Aus (7) kann, wenn man y als Bogen zum Radius AD = æ = q4 , 
auffalst, direkt gefunden werden: 
| y=zıd=agq(l—gB, 
worin d und £ analytische Winkelmafse (Sekundenzahl dividiert durch 206 265) 
sind. Da £ ein kleiner Winkel, so ist y aus vorstehender Gleichung mit dem 
aus (6) identisch. 
40* 
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Hier bedeutet uqa die mittlere Strecke, um welche die Lage des 
Punktes C gegen A und B fehlerhaft angenommen ward. Sei z. B. 
u.a = 10m, sinß = 0,02, also ß etwas über 1°, so hat man zu- 
nächst u,asinß — 0,2 m und für: 


4,0 wet P = + 02m 
q Sn 0,25 ” q ae 0,75 Uy =: Hr 0,1 ” 
q=0,5 U, — 0 „ 


Je weiter demnach C von der Mitte der Strecke AB entfernt liegt, 
desto genauer ist die Längenmessung zur Bestimmung von q sowie 
die vorläufige Einschaltung des Theodolits in die Gerade auszuführen. 
Möglichste Verkleinerung von ß ist offenbar das bequemste Mittel, 
um uy einzuschränken. 


$. 204. 


Einschalten mehrerer Zwischenpunkte zugleich durch 
Winkelmessung auf der Strecke. Die im vorstehenden behan- 
delte Aufgabe setzt nicht voraus, dafs die Endpunkte unzugänglich, 
wohl aber, dafs sie nicht gegenseitig sichtbar sind, wie z. B. der Fall, 
wenn sie.in zwei Thälern liegen, welche durch Anhöhen getrennt 
werden. Findet sich auf der ganzen Ausdehnung der Linie auch 
nur ein einziger Punkt, von wo aus beide Endpunkte gesehen wer- 
den können, so ist durch Abstecken desfelben nach der soeben ent- 
wickelten Methode die Linie in zwei Strecken zerlegt, deren End- 
punkte gegenseitig sichtbar und welche deshalb leicht mit noch 
mehr Zwischenpunkten zu versehen sind. 

Wenn aber ein Punkt von der gewünschten Lage weder inner- 
halb der gegebenen Linie noch auch in deren Verlängerung auf- 
gefunden werden kann, ein Fall, der in hügeligem oder in bewalde- 
tem Terrain leicht eintritt, so mufs man zwischen den Endpunkten 
der Linie zunächst mehrere Hauptpunkte aufsuchen, welche so nahe 


' wie möglich an der Geraden liegen, und von denen je zwei benach- 


barte gegenseitig sichtbar sind. Das Polygon, welches diese Punkte 
verbindet, ist durch Längenmessung seiner Seiten und durch sorg- 
fältige Winkelmessung in allen Brechungspunkten aufzunehmen. 
Da die Längenmessung hier nicht so obenhin ausgeführt werden 
darf, wie in den günstigsten Fällen der vorigen Aufgabe (die übrigens 
als ein Spezialfall unserer jetzigen gelten kann), so wird man, wenn 
die direkte Messung der Längen auf Schwierigkeiten stölst, zu einer 
Triangulation greifen und dadurch den Vorteil erreichen, dafs die 
Winkelmessung noch schärfer kontrolliert wird als in dem einfachen 
Polygon. | 
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Sind für dieses letztere die rechtwinkligen Koordinaten der 
Brechungspunkte, bezogen auf die abzusteckende Gerade, berechnet, 
ebenso die Winkel, welche die Ordinaten mit den Polygonseiten 
bilden, so kann von jedem Brechungspunkte aus ein Punkt der Ge- 
raden mit Leichtigkeit abgesteckt werden, und zwar um so genauer, 
je kürzer die Ordinaten sind. Zur Kontrolle der Arbeit betrachte 
man die abgesteckten Punkte wieder als Polygonpunkte, messe die 
Polygonwinkel, die jetzt von 180° kaum abweichen werden, und 
berechne daraus wiederum die Ordinaten der abgesteckten Punkte, 
deren Lage erforderlichen Falles auf grund dieser Kontrollmessung 
zu verbessern ist. Die Winkelmessung kann hierbei, statt mit hilfe 
des Limbus, auch dadurch erfolgen, dafs die Fernrohrdrehachse um- 
gelegt und das durchgeschlagene Fernrohr, wenn. es das zweite 
Signal nicht genau halbiert, auf einen querliegenden Malsstab ge- 
richtet wird, dessen Nullpunkt mit der Signalmitte zusammenfällt. 
Aus der Ablesung am Mafsstabe und der Entfernung deslelben vom 
Instrumente berechnet sich leicht die Abweichung der Visierlinie 
vom Ziel in Sekunden, und zwar unter Umständen genauer als durch 
Kreisablesung, weil dort nur Fernrohrvisurfehler zu befürchten sind. 
Namentlich bei Theodoliten mit grofser Nonienangabe empfiehlt sich 
dies Verfahren, für dessen Anwendung freilich nicht jeder Theodolit 
eingerichtet ist. — Eine wiederholte Längenmessung wird für die 
Kontrolle nicht erfordert. 

Auf die angegebene Kontrolle mufs man verzichten, wenn nicht 
von jedem der abgesteckten Punkte die beiden nächstliegenden 
sichtbar sind. Man richtet dann, wenn thunlich, die Absteckung so 
ein, dafs von jedem Punkte der Geraden aus wenigstens noch einer 
gesehen wird, weil auf ganz isolierten Punkten eine schwierige Über- 
tragung des Azimutes der Linie durch den Theodolit nötig würde, 
schwierig besonders durch die sonst vorteilhafte Kürze der Ordi- 
naten (oder der Verbindunglinien der Polygonpunkte mit der Ge- 
raden, welche unter Umständen auch schiefwinklig zu letzterer gelegt 
werden müssen). Andererseits bietet, wenn die Punkte paarweise 
gegenseitig sichtbar sind, die Nachmessung jenes Azimuts mittels 
des Theodolits einige Sicherheit zum mindesten gegen grobe Ab- 
steckungsfehler. Auch die Bussole läfst sich dazu verwenden; bei 
isolierten Punkten gewährt dieselbe sogar eine sehr brauchbare 
Kontrolle der Azimutübertragung. Isolierte Punkte müssen immer 
nahe genug bei einander liegen, dals die unvermeidlichen Fehler der 
Azimutübertragung von, einem Punkte zum nächsten nicht zu schwer 
ins Gewicht fallen. Man denke an das Aushauen einer Waldschneuse, 
deren fehlerhafte Schiefleitung auf eine längere Strecke hinaus zu 
grofser Kostenverschwendung führen könnte. 
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$. 205. 


Verlängerung der Teilstrecken, namentlich in Stollen. Je 
weiter eine abgesteckte Strecke der Geraden verlängert werden soll, 
desto genauer mufs das Azimut der einzelnen Strecke mit dem der 
ganzen Linie übereinstimmen. Dies gilt namentlich bei Tunnel- 
absteckungen von den äufsersten Strecken vor den Tunnelportalen, 
von denen jede bis zur Mitte des Tunnels verlängert werden soll. 
Von den Endpunkten A und B der Geraden, welche die Tunnel- 
achse markiert, mufs darum je ein Punkt A’ und B’ sichtbar sein, 
welcher mit gröfster Schärfe in der Linie AB abgesteckt worden 
ist und von dem aus die Visierlinie des Theodolits in A oder B nur 
niedergekippt werden darf, um in den Stollen selbst gerichtet zu 
werden, vorausgesetzt, dafs A und B in geeigneter Höhenlage aus- 
gewählt worden sind. Wenn A’ und B’ nicht mit hinreichender 
Genauigkeit von einem Polygonpunkte aus abgesteckt werden können, 
so legt man sie mit dem Theodolit fest, indem man von A und B 
aus nach geeigneten Polygon - oder Triangulationspunkten visiert 
und an diese Visuren die berechneten Winkel anträgt, welche zur 
Ergänzung auf das Azimut AB und BA erforderlich sind. In 
beiden Fällen aber kann die erste Absteckung nur als vorläufige 
gelten; eine Kontrollwinkelmessung, welche den abgesteckten Punkt 
mit allen sichtbaren Signalen des Polygons oder Dreiecksnetzes ver- 
bindet, stellt erst die Korrekturen fest, welche an der vorläufigen 
Lage noch anzubringen sind. Eine andere sehr wirksame Kontrolle 
der Absteckung ist die Messung der astronomischen Azimute der Ge- 
raden AA’ und BB’, welche Koppe z. B. am Gotthardstunnel in 
Anwendung gebracht hat. Da hierbei aber auf die Kugelgestalt 
der Erde Rücksicht zu nehmen ist, so gehört die nähere Ausführung 
des Falles nicht in diesen Abschnitt, welcher die Horizontalmessungen 
auf der Ebene behandelt. 

Die Absteckung der Achsenpunkte im y EP langer Tunnels 
ist nicht ganz so einfach als es den Anschein hat, weil die Visur 
von den Punkten A und B aus selten sehr tief in den Tunnel ein- 
dringen kann. Sonst wäre es ohne Frage das beste, die ganze 
Achse von diesen Punkten aus mit einem kräftigen Theodolitfern- 
rohr abzustecken, d. h. mit vorschreitendem Stollenausbruch immer 
neue Punkte, in Abständen von je 100 m bis 200 m, einzuweisen und 
nach 8. 175 zu fixieren. Hindernisse für die Sichtbarkeit der Signal- 
lampen ($. 175) von aufsen sind, aufser dem zerstreuten Licht vor 
dem Tunnel, welches bei Tage alles Visieren ins Innere verhindert, 
der Rauch des Sprengpulvers und die Temperaturunterschiede der 
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ungleich erwärmten über- und nebeneinander gelagerten Luftschichten, 
welche, solange sie sich bewegen, starke Bilderschwankungen, und 
wenn sie in Ruhe‘sind, konstante Höhen- und Seitenabweichungen 
der Bilder hervorbringen. Zu einer Absteckung von aufsen her 
gehört darum die vollständige Einstellung des Betriebes schon 
mehrere Stunden vor Beginn der Arbeit, damit im Innern eine Aus- 
gleichung der Temperatur vor sich gehen und der Rauch sich ver- 
ziehen kann, wozu bei langen Tunnels, wie der durch den St. Gott- 
hard, das Einführen komprimierter Luft sehr wirksam beiträgt. 
Dennoch konnte auch bei diesem Tunnel nach 24stündigem Ven- 
tilieren eine Länge von 3 km nicht von aufsen her abgesteckt werden, 
sondern es mufste das Instrument zur Verlängerung kürzerer, etwa 
l km langer Strecken ins Innere gebracht werden. 

Es ist begreiflich, dafs man eine so langwierige und störende 
Prozedur nicht zum Ausstecken derjenigen Detailpunkte vornimmt, 
welche den Mineuren die Direktion für ihre Arbeiten angeben sollen. 
Hierzu genügt die Verlängerung einer Strecke, welche durch zwei 
sicher bestimmte Punkte festgelegt ist, vermittelst eines Thheodolits 
von leichter Konstruktion. Bussolen sind leider in Tunnels nur in 
untergeordneter Weise anwendbar, der eisernen Schienen wegen, 
welche zu den Hilfsbahnen verwandt werden. Ein Grubenkompafs 
könnte sonst ein vorzügliches Hilfswerkzeug zur Absteckung und zur 
Kontrolle derselben bilden, dessen Anwendung zudem den Betrieb 
kaum merkbar stören würde. Wo jedoch der Ausbruch mittels 
zweier Stollen, eines First- und eines Sohlenstollens, erfolgt, ist der 
obere in der Regel von Schienen frei, so dafs die Bussole darin 
ohne Störung fungieren kann. In Stollen mit Schienen aber stelle 
man die Bussole stets in die Mitte zwischen beiden Strängen auf, 
und man wird ihre Angaben noch immer benutzen können. 


$. 206. 


Abstecken der Stollenachse durch einen Schacht. Im Inter- 
esse rascher Förderung der Arbeit werden lange Tunnels, welche 
nicht allzu hohe Berge durchsetzen, nicht allein an den Stollenmün- 
dungen, sondern zugleich an mehreren Zwischenpunkten durch 
Schachtbetrieb in Angriff genommen. Sobald der Schacht die Tiefe 
der Stollensohle erreicht hat, beginnt der Stollenausbruch zu beiden 
Seiten des Schachtes und tritt die Aufgabe heran, die Richtung der 
Stollenachse, welche oberirdisch abgesteckt ist, in die Tiefe zu über- 
tragen. Hierbei leistet 

1) die Bussole vortreffliche Dienste. Man lotet einen Punkt der 
Achse durch den Schacht hinab und stellt darüber den Gruben- 
kompals auf, dessen Fernrohr in dasfelbe magnetische Azimut ge- 
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bracht wird, welches beim Visieren in der Richtung der Stollenachse 
zu Tage beobachtet worden ist. In der Entfernung von 10 bis 20 m 
vom Instrument werden nach beiden Richtungen hin Signale fixiert. 
Von diesen Signalen aus hat die nächste Absteckung zu erfolgen u. s. w. 
Auch der Vorgang mit Springständen, wodurch Excentrizitätsfehler 
des Instruments vermieden werden, kann beim fortgesetzten Ab- 
stecken (und schon vom Anfangspunkte aus) zur Anwendung kommen, 
am bequemsten so, dafs man stets im Azimut der Stollenachse, d. h. 
parallel derselben, visiert, wenn man den Horizontalabstand jeder 
neuen Visierlinie von der nächst vorhergehenden im Rückblick ge- 
nau milst und von dem Signal des Vorblickes aus seitwärts wieder 
abträgt. In jedem Stande befinden sich demnach das Instrument 
und die beiden Signallampen um gleichviel seitwärts der Stollen- 
achse, der abzusteckende Fixpunkt wird aber wieder in die Achse 
zurück übertragen. — Statt dessen kann‘, um das Einvisieren der 
Signallampen im Vorblick und Rückblick zu umgehen, man im Rück- 
blick das in der Achse befindliche Signal anvisieren, dje Abweichung 
des Azimutes der Visur vom Azimut der Tunnelachse messen 
und dem Vorblick die gleiche aber entgegengesetzte Abweichung 
erteilen, bei gleicher Entfernung des Signals. — Endlich kann mit 
ganz ungleichen Azimuten im Rück- und Vorblick vorgegangen und 
die Abweichung jedes neuen Signals von der Stollenachse berechnet 
und abgetragen werden, wodurch neben jedem Signal ein Achsen- 
punkt erhalten wird. Dieses Verfahren ist das beste, weil hier in 
ganz ungezwungener Weise eine vollständige Azimutmessung nebst 
Elimination der Instrumentalfehler vor sich geht, auch das Ein- 
visieren der Grubensignale sowohl im Rück- als im Vorblick weg- 
fällt. Allerdings wird eine trigonometrische Rechnung an Ort und 
Stelle erfordert, also unter erschwerenden Umständen. Zur Ersparnis 
an Zeit, welche in Tunnels der Betriebsstörung wegen sehr kostbar 
ist, wird es von Vorteil sein, wenn Beobachter und Rechner nicht 
in einer Person vereinigt sind. 

Wie schon erwähnt, kann sogleich die erste Aufstellung vom 
Schacht aus ein Springstand sein und als erstes Signal der Faden 
des herabgelassenen Lotes dienen. 

2) Sich gänzlich auf die Bussole zu verlassen ist schon darum 
nicht ratsam, weil in der Tiefe die Abweichung der Magnetnadel, 
infolge von unvermuteten Eisensteineinsprengungen, eine andere 
sein könnte als zu Tage. Sobald daher der Stollenausbruch beider- 
seits vom Schachte eine Strecke weit gefördert worden ist, stellt man 
noch eine Kontrollabsteckung an. Zu diesem Zwecke werden an 
dem Fördergerüst über dem Schachte zwei Latten in gröfstmög- 
lichem Abstande voneinander horizontal und quer zur Stollenachse 
befestigt und von jeder derselben ein schweres Lot mit Draht- 


www.rcin.org.pl 


&. 206. Übertragen der Richtung durch einen Schacht. 633 


aufhängung bis zur Stollensohle hinabgelassen, wo die Bleigewichte, 
um Pendelbewegungen zu hemmen, in Wassergefäfse eintauchen. Man 
stellt sodann im Freien einen Theodolit so auf, dafs seine Fernrohr- 
visierlinie genau mit der zu Tage abgesteckten Stollenachse zusammen- 
fällt, und verschiebt die Lote längs der Latten, bis beide Fäden genau 
vom Fadenkreuz halbiert werden, was zur Vermeidung von Paral- 
laxe in zwei Okularstellungen zu prüfen ist. Derselbe Theodolit 
wird nun in den Stollen hinabgelassen, in ungefähr gleicher Ent- 
fernung wie oben hinter beiden Loten aufgestellt und daselbst so 
lange seitlich verschoben, bis beide Lote abermals durch eine kleine 
Verschiebung des Okulars auf dem Fadenkreuz erscheinen. Nun- 
mehr ist die Visierline des Fernrohrs in derselben Vertikalebene, in 
welcher sie sich oben befand, und es können in dieser Stellung des 
Fernrohrs neue Punkte abgesteckt werden. Zunächst jedenfalls wird 
man zwei Ösen in der Decke des Stollens zu beiden Seiten des Schach- 
tes so befestigen, dafs die Lote, die von ihnen herabgelassen werden, 
jene ersetzen können, welche durch den Schacht herniedergehen. 

Der gleiche Abstand des Theodolits von den Fäden bei wieder- 
holter Aufstellung ist deshalb erforderlich, weil dadurch der Fehler 
unschädlich wird, welcher sonst aus dem unregelmäfsigen Gange der 
ÖOkularröhre entstehen könnte. 

Von der Genauigkeit, welche günstigsten Falles auf diesem Wege 
erreichbar ist, kann man leicht eine Vorstellung gewinnen, wenn man 
mit dem Fernrohr über zwei Lotfäden weg nach einer horizontalen 
Skala in gröfserer Entfernung visiert, das Instrument verrückt und 
mit hilfe der Fäden wieder in die frühere Stellung zurückzuführen 
sucht. Aus den Differenzen der Skalenablesungen ergiebt sich ein 
Malsstab für die begangenen Fehler. Aber ein auf solche Weise 
gewonnenes Urteil über die Anwendbarkeit des Verfahrens würde 
leicht fehlgehen. Allerdings sind öfters mit befriedigendem Erfolge 
Stollenachsen auf vorbeschriebene Art in die Tiefe übertragen wor- 
den, wenn der Förderschacht etwa 60m Tiefe nicht überschritt, 
trocken war und in demselben weder natürliche noch künstliche 
(Ventilations-) Luftströmungen herrschten. So u. a. wurde beim 
Bau der Altmühlbahn ein etwa 630 m langer Tunnel (bei Hagenacker) 
an drei Punkten zugleich in Angriff genommen, nämlich aufser an 
den beiden Stollenenden noch nahezu in der Mitte zwischen denselben 
durch einen 55m tiefen Förderschacht. Von diesem aus trieb man 
nach der hinabgeloteten Richtung des Tunnels einerseits 125, anderer- 
seits 110m vor und den äufseren Stollen entgegen, bis der Durch- 
schlag mit günstigem Anschlufs erfolgte. (Zeitschr. des bayerischen 
Architekten- und Ingenieurvereins I, 1869, S. 70 u. f.) 

Während man hier aber das Glück hatte, Wasseradern nirgends 
anzuschneiden, bei der geringen Tiefe des Schachtes auch die Ven- 
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tilation ohne heftige Luftströmungen bewirkt werden konnte, sind 
in anderen Fällen die Drähte der hinabgelassenen Lote in bestän- 
diger Bewegung durch seitliche Wasserstrahlen und heftigen Luft- 
zug. Für solche Fälle hat Borchers (Markscheidekunde $. 149), 
dem man auch die Einführung von Drähten an Stelle der Schnüre 
verdankt, ein anderes Absteckungsverfahren in Aufnahme gebracht, 
welches die Schwingungen der Lote zu berücksichtigen gestattet. 
Er verzichtet darauf, den Theodolit in der Ebene aufzustellen, welche 
durch die Ruhelage beider Lote geht, und bestrebt sich, eine Parallele 
zu jener Ebene abzustecken. Zu dem Ende wird der Theodolit etwas 
Fig. 217. seitwärts der Stollenachse in 7 
(Fig. 217) aufgestellt, jedes Lot in 
seinen extremen Lagen anvisiert 
und aufser den zugehörigen Lim- 
busablesungen noch die Abstände 
der Lote vom Instrument und 
unter sich mit möglichster Schärfe 
beobachtet, sodann durch Mittel- 
bildung auf die Ruhelage der Lote reduziert. So gewinnt man zur 
Auflösung des Dreieckes TL,L, aufser den drei Seiten noch den 
Winkel bei T und kann demnach die Winkel bei Lı und L, unter 
Kontrolle berechnen. Durch Antragen korrespondierender Winkel 
in Tan TL, oder TI, erhält man eine Visur parallel zur Achse. 
Borchers fand das Azimut einer Parallelen, welche er auf 
solche Art antrug, aus drei Messungen zu 


220 51’ 28” 
54’ 16” 
47' 12" 


während das wahre Azimut der Achse, welches anderweit bekannt 
war und mit jenen Messungen verglichen werden konnte, 22° 48’ 35” 
betrug. 


Nagels Tieflotapparat ist bestimmt, die erwähnten Schwierig- 
keiten zu heben, welche sich der Azimutübertragung durch Lote 
entgegenstellen können. Den Lotfaden ersetzt Nagel (Civil- 
ingenieur, Band XXIV, Heft 8) durch eine vertikale Fernrohrvisur, 
welche von dem abzulotenden Punkte aus auf eine zum Verschieben 
eingerichtete Marke trifft, einen schwarzen Punkt auf weifser, grell 
beleuchteter Scheibe. Centrisch über zwei derart festgelegte Mar- 
ken lassen sich feine, auf Dreifüfsen ruhende Stahleylinder auf- 
stellen, über deren konische Spitzen hinweg eine neue Theodolit- 
visur die herabgelotete Achse in der Tiefe verlängert und neue 
Punkte derselben festlegt. 
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Eine lotrechte Visierlinie zu gewinnen, schlägt Nagel zwei 
Wege ein. Bei dem ersten benutzt er einen Theodolit mit excen- 
trischem Fernrohr, unter dem er einen Quecksilberhorizont (eine 
flache, mit wenig Quecksilber gefüllte Schale) so aufstellt, dafs das 
Spiegelbild des Fadenkreuzes in der Bildebene des Fernrohrs sicht- 
bar wird, zu welchem Zwecke das Fadenkreuz durch einen kleinen 
schief gestellten Papierspiegel vom Objektiv her beleuchtet werden 
mufs. Wird vom Kreuzpunkte der wirklichen, dem Auge dunkel 
erscheinenden Fäden derjenige der gespiegelten, leuchtend gesehenen 
Fäden gedeckt, so ist die Visierlinie des Fernrohrs lotrecht. Man 
stellt das Fernrohr in dieser Lage fest und entfernt den Quecksilber- 
spiegel, um in die Tiefe zu visieren. Die Zulässigkeit dieses Ver- 
fahrens, das ursprünglich zur Berichtigung astronomischer Instru- 
mente dient, gründet sich auf die gegenseitige Sichtbarkeit der 
Fadenkreuze in Fernrohren, welche aufeinander gerichtet werden, 
wovon im $. 48 die Rede ist. Die Stelle des zweiten Fernrohrs 
wird durch das Spiegelbild des ersten vertreten. 

Fig. 218. 


In anderer Weise verschafft sich Nagel die Lotrechte durch 
seinen neuen Tieflotapparat, dessen Hauptteil ein Abloter nach der 
Skizze der Fig. 218 bildet. Das centrische Fernrohr kann nach Be- 
lieben horizontal und vertikal gerichtet werden. In letzterer Lage 
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spielt die mit ihm bewegliche, quer zur Fernrohrdrehachse befestigte 
Röhrenlibelle ein, während mit einer auf den Achszapfen ruhenden 
Reiterlibelle sowohl die vertikale Drehachse des ganzen Instruments 
lotrecht gestellt, als auch die wagrechte Lage der Drehachse des 
Fernrohrs geprüft werden kann. Das Fadenkreuz des letzteren ist 
in der Richtung der Drehachse zwischen Schraubenspitzen etwas 
verschieblich, zur Beseitigung des Kollimationsfehlers ($. 49). Um 
einerseits die Berichtigung des Instruments zu erleichtern, anderer- 
seits eine Kompensation der Fehlerreste zu ermöglichen, läfst die 
Fernrohrdrehächse sich umlegen. Man erkennt, dafs das Instrument 
justiert ist, wenn bei lotrecht stehender Hauptachse deslelben und 
einspielender Querlibelle die Hauptvisierachse des Fernrohrs lotrecht 
in die Tiefe gerichtet ist. In dieser Stellung ist das Objektiv gegen 
die eylindrische Durchbohrung der Hauptachse gekehrt, welche nur 
zum Centrieren des Instruments durch einen Centriercylinder mit 
verschieblichem Stifte geschlossen wird. Ähnlich wie bei Dennert 
und Papes Theodoliten erfolgt die Drehung des Oberbaues um 
seine Vertikalachse durch Gleiten über eine normal dazu abgedrehte 
Ebene. Das Ganze ruht auf einer durchbohrten Bohle, die quer 
über den Schacht gelegt und auf welcher durch Risse der abzulotende 
Punkt bezeichnet ist. 

Zu jeder Tieflotung gehören zwei Visuren bei genau lotrechter 
Vertikalachse des Instruments. Die Drehachse des Fernrohrs nimmt 
dabei zwei um 180° voneinander verschiedene Stellungen an. Indem 
man aus den zwei so gewonnenen Visuren das Mittel zieht, befreit 
man dasfelbe 


1) von dem Kollimationsfehler ; 

2) von der Schiefstellung der Fernrohrdrehachse gegen die 
Vertikalachse des Abloters; 

3) von der Schiefstellung der Hauptvisierachse gegen die Achse 
der Querlibelle. 


Nur die Schiefstellung der Vertikalachse des Instruments geht 
unverkleinert auf die mittlere Visur über. 

Es wurde schon erwähnt, dafs zu Nagels Tiefloter eine ver- 
schiebliche Zielmarke gehört und es mufs beigefügt werden, dafs 
dieselbe nach zwei zu einander normalen Richtungen längs zwei 
Skalen verschoben, an diesen also die Stellung der Marke nach er- 
folgtem Einrichten abgelesen werden kann. Aus den zwei Paar 
Ablesungen, welche den zusammengehörigen zwei Visuren des In- 
struments entsprechen, werden die Ablesungsmittel für die endgültige 
Stellung der Marke gezogen. 

Nagel hat auf der Pleifsenburg in Leipzig bei 16,25 m Tiefe, 
sodann in einem 132 m tiefen Schachte Versuche über die Leistungs- 


www.rcin.org.pl 


$. 206. Nagels Tiefloter. 637 


fähigkeit seiner Methode und seines Apparates angestellt. Das 
Ergebnis war auf der Pleifsenburg: 


Mittlerer Fehler einer Lotung mit Quecksilberhorizont + 0,26 mm 
i RR e E E EE S A 


Jede Lotung bestand, wie zuvor angegeben, aus einer Doppelbeobach- 
tung in zwei um 180° verschiedenen Stellungen der Drehachse. Die 
Angabe der Libellen betrug 7”. 
In dem tiefen Schachte ergab sich aus Lotungen nur mittels 
Libelle: a 
Mittl. Fehler einer Lotung bei schwacher Beleuchtung + 1,10 mm 
s $ H R „ koncentrierter „ +00: „ 


Daher ist der mittlere Fehler des arithmetischen Mittels von n Beob- 
achtungen unter günstigsten Verhältnissen gleichzusetzen 


+ 0,6 yı Millimeter. 


Eine kurze Strecke s, auf diese Art und auf nahezu gleiche 
Tiefe (130m) an ihren Endpunkten hinabgelotet, hätte in der 
Längenrichtung den mittleren Fehler 


+ 0,6 Ws Millimeter, 


ebenso in der Querrichtung, und der Fehler in Azimut betrüge 


206 265 paad y2 Sekunden, 
s PER 
si zr Bo firn —=5,3—=3m: 


206 265 v4 EN 
mr) 


oder rund eine halbe Minute, was einer Querverschiebung der ab- 
geloteten Linie um 1:7000 ihrer Länge entspricht. 

Zum Herabloten zweier Punkte mittels je fünf Beobachtungen 
sind, ohne die Vorbereitungen und bei genauer Verabredung und 
Befolgung der Signale, etwa 21/, Stunden erforderlich, was sich aus 
den Schwierigkeiten der Kommunikation durch tiefe Schächte hin- 
reichend erklärt. 
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Kapitel XVII. 


Kurvenabsteckung. 


$. 207. 


Festlegen der Tangenten, Berührungs- und Scheitelpunkte. 
Zur Absteckung einer Kreiskurve sind auf dem Felde in der Regel 
die Richtungen derjenigen Tangenten gegeben, welche den Anfangs- 
und Endpunkt des Bogens ent- 
halten sollen. Hierdurch und durch 
den gegebenen Radius ist die Kurve 
völlig bestimmt. Die Absteckung 
pflegt mit der Konstruktion einiger 
Hilfslinien und Punkte zu begin- 
nen, welche auch hier zuerst aus- 
gemittelt werden sollen (Fig. 219). 

Wenn der Winkel «im Schnitt- 
punkte der Tangenten gemessen 
ist, so ergiebt sich der Centriwin- 
kel ß des Bogens aus f = 180 — 0, 
hieraus in Verbindung mit dem 
gebenen Radius r die Bogenlänge 
b zu 


p 

E= 180 BE ie la ne 10 be ine (1) 

oder auch b = rfo, wenn unter fo das analytische Mafs des Win- 

kels ß verstanden wird, welches mittels der bekannten Tabellen 

rasch berechnet werden kann, die in jeder Logarithmentafel sich 
vorfinden. 

Die Länge der Tangentenstücke TA und TE ergiebt sich zu 


ee a ee en (2) 


Legt man an den Kurvenscheitel S eine Tangente, so werden 
die Tangentenstücke AM = MS = SN = NE gefunden aus 


Rh. Re Re ar EC: )) 


Fig. 219. 
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Da Winkel TMN = MNT = !/: f, so folgt der Abstand des 
Scheitels S vom Tangentenschnittpunkte T': 


ST = MSi hB = righ Bt hB . - - . () 
ETE y ae EA NN TE RN) 


Beide Berechnungen zusammen kontrollieren aufser ST aueh MS; 
das Gleiche geschieht mit AM — MS und AT durch (2), (3) nebst 


MT =M S see hb a= tse V A tg Yabe r ©) 
Die Normalabstände des Kreises von M und N werden entsprechend 


gefunden aus: 
MBon BTH e en A 


MB = peo E e a e a |) 


jedoch seltener berechnet. 

Die Voraussetzung einer genauen und kontrollierbaren Arbeit 
ist, dafs Winkel & mit dem Theodolit gemessen wird, oder, wenn T 
unzugänglich, P und Q aber zugänglich wären, an stelle von œ die 
Supplemente der Winkel y und ò. Im letzteren Falle mufs aufser- 
dem P Q mit Sorgfalt gemessen, T.P und TQ nach dem Sinussatze 
berechnet werden. Ist T zugänglich, so wird die Aufstellung des 
Theodolits noch benutzt, um durch Halbieren des Winkels œ die 
Richtung TC festzulegen. 

Auf grund der berechneten Mafse werden zuerst die Punkte M 
und A, Nund E von T aus oder von P und Q aus abgesteckt. Die 
Hilfslinie P Q gewährt, auch wenn T zugänglich, durch Abkürzung 
der aufzutragenden Strecken einen Gewinn an Genauigkeit. Ist die 
Richtung TC festgelegt worden, so trägt man darauf TS ab. Die 
Punkte M, N und § sollen scharf in einer Geraden erscheinen. Die 
Winkel SMA und ENSkann man durch Abtragen gleicher Schenkel- 
strecken von M und. N aus und Ausspannen gleich langer, einerseits 
verbundener Schnüre von den Endpunkten dieser Strecken aus hal- 
bieren und auf den Halbierungslinien die Normalabstände von der 
Kurve abtragen, wenn die Länge des ganzen Bogens b es wünschens- 
wert erscheinen läfst aufser den drei Kurvenpunkten A, 5, E noch 
zwei andere Stützpunkte für die Detailabsteckung zu gewinnen. 

Die Berechnung der Gröfsen, welche wie vorstehend abgeleitet 
wurden, ist nicht schwierig und kann mit fünfstelligen Logarithmen 
unmittelbar auf dem Felde geschehen. Die Mehrzahl derselben läfst 
sich jedoch auch direkt aus dafür entworfenen Tafeln entnehmen. 
So ist das Tracierungshandbuch von Hanhart & Waldner, Berlin, 
besonders reichhaltig an Tafeln für die Festlegung der Hilfsstrecken 
und Punkte, der Bogenlängen ete. für die Kreisabsteckung. Empfeh- 
lenswert sind ferner die Taschenbücher zum Kurvenabstecken von 
Knoll, Winkler, Kröhnke, Jordan und anderen. 


oder: 


oder aus: 
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$. 208. 


Beispiel. Eisenbahnkurve von 583,72 m Radius (= 2000 Fufs 
bayerisch) über den Kirchberg bei Pappenheim (Fig. 220). Dieselbe 
war im Sommer 1867 mit hilfe von Notstegen über die Altmühl 
abgesteckt worden und man hatte bereits mit den Voreinschnitten 
und dem Eintreiben des etwa 80m langen gekrümmten Tunnels 
durch den Kirchberg von B aus begonnen. Zu gröfserer Sicherheit 
sollte noch eine Revision der Absteckung erfolgen, welche auszuführen 
der Verfasser, als erste Arbeit in seiner kurzen Ingenieurpraxis, im 
folgenden Winter den Auftrag erhielt. Es handelte sich vorzugs- 
weise um die richtige Lage der Punkte B und A, von denen der 


Fig. 220. 


erstere durch rechtwinklige Koordinaten von der Hilfstangente SM 
aus (auf einem Notsteg über den Flufs) abgesteckt worden war, der 
letztere durch direkte Lattenmessung über den Flufs und den nicht 
eben hohen aber sehr steilen und felsigen Kirchberg. Da tiefer 
Schnee lag und der Voreinschnitt zwischen A und K bereits eine 
hohe Felsenwand blofsgelegt hatte, so war von der Wiederholung 
dieser direkten Messung keine genügende Genauigkeit zu erwarten. 
Auch hatte man die Stege mittlerweile wieder zerstört. Es wurden 
daher nur die Strecken TE und TN durch direkte Längenmessung 
geprüft, die Punkte B und A aber durch eine Triangulation, für 
welche die Linie TNE als Basis diente. 
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Fig. 220 zeigt das Dreiecksnetz, aus der Erinnerung skizziert. 
Punkt K ward nach dem Verfahren des $. 203 in die (etwa zwei 
Kilometer lange) Tangente T X eingeschaltet, welche letztere zugleich 
als Abscissenachse mit dem Anfang in T für die Koordinaten der 
Dreieckspunkte diente. G, H und J sind Hilfspunkte, welche mit 
Rücksicht auf die Sichtbarkeit der übrigen und auf die Gestalt der 
Dreiecke auszuwählen waren. Die Triangulation ergab eine sehr 
befriedigende Genauigkeit der ersten Absteckung. 

Folgendes sind die mafsgebenden Dimensionen der erwähnten 
Kurvenabsteckung. 

r — 583,12 a = 87° 51’ 30" 
Centriwinkel ß = 920 8 30" 
. z à ; 5528,5’ 

Verhältnis der Kurvenlänge AE zur Peripherie —= 31600 
Dies Verhältnis mit 2rx multipliziert giebt: 

AE = 938,72. 
Zur Kontrolle kann man bilden: 
331 710” 
NT 206 265” 
worin der Zähler den Bogen und der Nenner den Radius gemessen 
in Sekunden bedeutet. Es berechnet sich ferner: 
AT = ZT =60,% 
AM=MS=SN= NE = 248,20, 


BARS 


daher: 

MTSNTERES, 
welche Zahl zur Kontrolle auch aus AM sec !/gß berechnet ward. 
Endlich hat man, ebenfalls auf zwei Wegen: 


TS = 257,66. 


§. 209. 


Detailabsteckung der Kurven. I. Mittels Koordinaten von 
der Tangente aus. Man berechnet für die Tangente als Abscissen- 
achse und den Berührungspunkt als Koordinatenanfang die Ordinaten 
des Kreises, und trägt dieselben mittels Winkelspiegels und Mefslatte 
im Felde auf. Es bleibt die Wahl, die Abscissenintervalle gleich zu 
nehmen, oder die y für ungleiche Abscissenintervalle, aber gleiche 
Bogenstücke zu berechnen. Im ersten Falle sind die Ordinaten der 
Kreisgleichung zu entnehmen: 

y =r — Vr? — 22. 
Im letzteren Falle wachsen die Winkel der Fig. 221 (a. f. S.) AOX, 
BOX, COX... wie die natürlichen Zahlen; die Sehnen A 0, B 0, CO... 
Vogler, Praktische Geometrie. 41 
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berechnen sich, wenn AOX = œ, aus der Formel für die nte 
Sehne spn: 


S =2rsinno, 
die Abscissen aus der Formel für die nte Abseisse x,: 
Zn = 2r sin no cos no —=rsin?2no, 
die Ordinaten aus derjenigen für die nte Ordinate yn: 
Yn = 2r sin? no = r — r cos 2nw. 


Die Absteckung für gleiche Bogenlängen verfolgt den doppelten 
Zweck, die Revision der ganzen Arbeit durch gleiche Sehnenmafse 
und schon mit dem freien Auge zu ermöglichen, insofern einzelne 
Unregelmäfsigkeiten in der Reihe der abgepflöckten Kurvenpunkte 
sehr störend und bemerklich hervortreten, sodann das Stationieren 
der ganzen Bahnachse, oder die Einteilung derselben in Strecken 
von vorgeschriebener Länge zu erleichtern. Diese Einteilung erfolgt 
`- durch Fixpfähle, welche sich von den Kurvenpflöcken durch Form und 
Gröfse unterscheiden. Wenn nun die ganze Kurve AE (Fig. 220) 
in m gleiche Teile geteilt und der Abstand a von A bekannt ist, 

Fig. 221. auf welchen ein Stationspfahl trifft, 
so weils man alsbald auch die bei- 
den Kurvenpflöcke, zwischen die 
er zu stehen kommt, und es wird 
sogleich unter II. gezeigt werden, 
wie ein Kurvenpunkt zwischen zwei 
andere von der Sehne aus einzu- 
schalten ist. 

Die Zahl m wählt man gerade, 
wenn die Absteckung aufser von 
den Punkten A und E auch vom 
Punkte S aus beginnen kann; und m 
mufs durch 4 teilbar sein, wenn man 
auch noch Tangenten an diejenigen 
Punkte gelegt hat, welche die Kurvenstücke AS und SE halbieren. 
Der Vorteil solcher Hilfstangenten ist einleuchtend. Einmal werden 
die Ordinaten um so kürzer, je kleiner die Bogenstücke sind, welche 
von einer Tangente aus abgesteckt werden sollen, und dann hat man 
auch weniger Ordinaten zu berechnen. Je länger die Ordinaten, um so 
fühlbarer werden die Absteckungsfehler des Winkelspiegels. Wollte 
man etwa festsetzen, dafs keine Ordinate 10m überschreiten dürfe, so 
würde die Vierteilung einer Kurve, wie die im vorigen Paragraphen 
erwähnte über den Kirchberg, nicht einmal ausreichen, weil dann 
noch immer Ordinaten von 13m vorkämen. Wir werden z. B. diese 
Kurve, welche 938,72 m lang ist, in Stücke von nahe 10m Länge 
zerlegen, also in m = 92 Stücke, weil m durch 4 teilbar sein soll. 
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Da von jeder Tangente nur der achte Teil des Bogens AE abzu- 
stecken ist, so haben wir nur zwölf Ordinaten zu berechnen. Der 
elfte und zwölfte Kurvenpunkt kann dann jedesmal von zwei Tan- 
genten aus abgesteckt werden, was eine wertvolle Kontrolle giebt. 

Fig. 222. Der Centriwinkel ß beträgt 92° 
8’ 30", also: 


20 = £= — 10.01 5,5". 


Es berechnet sich mithin: 

Yyıı = 10,76 

Yı2 = 12,80. 
Wenn man genau arbeiten will, so 
empfiehlt es sich, in der Tangente 
eine Schnur zu spannen, längs derselben die Abscissen mit Latten 
zu messen und von ihr aus die Ordinaten abzutragen, da sonst die 
Ordinatenfufspunkte leicht um 5 bis 10cm unsicher werden. Statt 
des Winkelspiegels läfst sich mit Vorteil ein Dreieck benutzen, 
welches aus einer Schnur gebildet wird, die durch Knoten in drei 
Stücke von dem Verhältnis 3:4:5 abgeteilt ist. Als Schlufskontrolle 
kann man noch die konstante Sehnenlänge berechnen und sämtliche 
Intervalle je zweier Kurvenpunkte prüfen, wobei von den zuerst ab- 
gesteckten Hauptpunkten ausgegangen wird und etwaige Korrek- 
turen hauptsächlich in der Richtung parallel zur Tangente zu er- 
folgen haben, wenigstens bei den längeren Ordinaten, deren Normal- 
stellung zur Tangente am unsichersten ist. In unserem Beispiele 
ist die Sehnenlänge = 10,20. 


$. 210. 


II. Mittels Koordinaten von der Sehne aus. Näherungs- 
methoden. Wir denken uns den Bogen, welcher zum Centriwinkel 
y = A CB gehört, in p gleiche Teile œ geteilt und berechnen der 
Reihe nach die Ordinaten (Fig. 222): 

AA sin AAB; AA" sin A'AB.... 
und die Abseissen: 
AA’ cos 'AB; AA” cos A"AB 
oder auch die Ordinaten aus: 
2r sin Yo sin Yy(y— 0); 2r sin © sin Ai wach a) 
2r sin 3J © sin !/ (y — 3%) .. 
und die Abscissen aus: 
2r sin 1/3 @ cos 1, (y — 0); 2r sin œ cos 1, (y — 20); (2) 
2r sin 3/20 cos 1, y— 30) .... 
41* 
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und zwar im Ganzen nicht mehr als 1/,p Koordinatenpaare, da die 
Ordinaten des ¿ten und p— iten Kurvenpunktes einander gleich 
werden und die Abseissen sich zu 

AB=2r sin t7 
ergänzen; p braucht nicht gerade zu sein. 

Wenn, um den Punkt P einzuschalten‘, der Bogenabstand AP 
gegeben und der zugehörige Centriwinkel Ô berechnet ist, findet 
man wie oben seine Ordinate y aus: 

y = AP sin PAB = 2rsin!/; A CP sin 1 POB 
und seine Abscisse x aus: 
x = AP cos PAB = 2rsin!/y ACP cos!/;, POB 
oder in kürzerer Bezeichnung: 
y = 2r sin !/, Ò sin 1/3 (y — 8); x = 2rsin\/ydcos!/,(y— ò) (3) 
Fig. 222. Fig. 223. 


Anstatt dieser strengen Werte von æ und y lassen sich auch 
Näherungsgröfsen berechnen, indem man y umformt in: 
y = 2r sin 1/3 Ò cos 1/3 Ò sin 1/2 y — 2r sin? 1/3 Ò cos 1/3 Y 
= rsindsin!/yy — r (1 — cos ò) cos !/y y 


= ra@—ııy) E o L » a G a e a A) 
und auf ähnliche Weise æ überführt in: 
= rn —Yy)treiny 2. 2.2. 06) 


Entwickelt man cos und sin in Reihen, von denen man aber nur 
noch die kubischen und biquadratischen Glieder beibehält, so kommt 
man, weil 


Hz gp? gt 
a Be a A 

3 5 
RENA e N 
auf folgende Ausdrücke, in welchen die Winkel selbstverständlich 

im analytischen Mafse gemeint sind: 
N... A Lari. É FAA N 
4 


a 6 3 3 


(6) 
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1 j 
A= re rO NEN) hr Me AUO. 
Der Übersicht wegen nennen wir 
1/3 r Ò (p — ô) = h und OA A 
wonach die vorigen Ausdrücke lauten : 
1 2 ly —òð 
von-;n(, - WM) N re 
1 
z = to — g nl — 20y + °/ı9°) e E E 


Da die Ordinaten beider Bogenhälften symmetrisch geordnet sind, 
so brauchen wir æ und y nur für Ò Z !/,y zu berechnen, und da 
von Ò = 0 bis  — ),y die zweiten Glieder von x und y stetig 
wachsen, so geben dieselben für Ô — !/y den Maximalfehler an, 
den wir begehen, wenn wir yọ und & für y und æ setzen. Der 
Maximalfehler lautet: 


RER ur 
für y: Y 48 
und i 
für 2:. 9 r 


Solange y < !/; oder etwa 11°, bleibt der Fehler in x kleiner 
als 1: 600 der Länge und in y kleiner als 1:1200. Als völlig ver- 
schwindend kann man die Unterschiede zwischen y und yọ, x und zo 
betrachten, wenn y = 0,1 oder etwa 6° wird. Wenn daher eine 
Kurve mit gleichen Bogenstücken abgesteckt worden ist, so sind 
zum Einschalten von Punkten zwischen je zwei benachbarte Kurven- 
pflöcke die Formeln (8) sehr geeignet. Da x, den Bogen AP des 
Winkels ò bedeutet, so können wir, indem wir den Bogen AB=a 
setzen, für yọ auch schreiben: 


_% (a — x) 
WETTE WERT > . + (11) 
welche Formel grofse Ähnlichkeit mit (5) des $. 203 hat, nur dafs a 
und x dort Sehnen und Sehnenstücke, nicht Bogen bedeuten. Aus 
den Sehnen finden wir y zu klein, aus den Bogen wird es zu grofs 
berechnet. 

Zu den Absteckungsmethoden von der Sehne aus gehört auch 
das Näherungsverfahren, welches unter dem Namen Viertelsmethode 
bekannt ist (Fig. 223). Sind die Endpunkte A und B einer Kreis- 
sehne auf dem Felde gegeben und der Pfeil v, d. h. der Abstand 
des Bogenscheitels S von der Sehne AB bekannt, so gewinnt man 
zunächst S, indem man v im Halbierungspunkte von AB normal 
aufträgt; den Kurvenpunkt M mitten zwischen A und $, indem man 
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auf dem Lote, welches die Sehne A S halbiert, w = 1/4 v abträgt u. s. w. 
Die Gröfse des begangenen Fehlers 4 = MN — w findet man 
leicht wie folgt aus der Figur: 
MN=r(l—cos!/,;o) 
ST =r(l—coos!/,«) = v 
A = 2r (sin? 1/; œ — 1/4 sin? 1/4 œ) 
= 2r sin? 1/5 æ (1 — cos? 1/; a) = 2r sint 1/; a. 
Ebenso leicht findet sich das Verhältnis: 
I __ 2rsint!);o 
MN  2rsin? 1a 
* Man sieht, dafs w stets kleiner ist als MN. Näherungsweise gilt, 
wenn AB = a gesetzt wird: 


= sin? 1/s Ü&. 


j 2 
sın 1/4% == tg 1/4% = < 


À ; v 
sin 11, a = Ya sin 1/10 = o? 


Daraus findet sich gemäfs den vorigen Formeln: 


4 
A AS 2r (2) 
a 


EAN 2y 
ek i 


Die Viertelsmethode kann angewandt werden, wenn ein Kurven- 
stück durch drei Punkte in gleichen Bogenabständen abgesteckt 
ist, ohne dafs der Kreisradius bekannt zu sein braucht. Im gleichen 
Falle ist aber auch Formel (11) anwendbar, nachdem mit ihrer Hilfe 
aus den gegebenen Dimensionen zunächst r berechnet worden ist; 
und da gemäfs (11) von einer Sehne aus eine gröfsere Anzahl Kurven- 
punkte abgesteckt werden kann, so steht dagegen die Viertelsmethode 
in ihrer Leistungsfähigkeit zurück. 


§. 211. 


III. Kurvenabsteckung mittels gleicher Sehnen und Peri- 
pheriewinkel. In freiem und nicht allzu welligem Terrain empfiehlt 
sich diese Absteckungsmethode vor den bisherigen durch rasche 
Ausführbarkeit und Genauigkeit. 

Wenn es sich überhaupt nur darum handelt, zwei Punkte A 
und B durch eine Kreiskurve von beliebigem Radius (Fig. 224) zu 
verbinden, so kann dies so geschehen, dafs man durch A Strahlen 
zieht, deren Winkelabstäinde von AB wie die natürlichen Zahlen 
wachsen, sodann von B aus mit einem konstanten Mafse, welches 
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sich indes von den Perpendikeln BC, 1D,... wesentlich unterscheiden 
mufs, der Reihe nach zu allen gezogenen Strahlen mit Bogenschlag 
übergeht, derart, dafs die abgetragenen Punkte 1, 2... solange als 
möglich entweder alle innerhalb oder alle aufserhalb der Strecken 
AC, AD... fallen. Der durch AB 1 gelegte Kreis geht auch durch 2, 
da es sonst auf der Strecke AD zwei Punkte gäbe, welche von 1 
gleichen Abstand haben u.s.w. Das gleichseitige Polygon B1234... 
ist daher einem Kreise eingeschrieben, welcher durch A geht, und 
die Strahlen, welche von A ausgehen, schliefsen unter sich Peripherie- 
winkel über gleichen Bogen ein. 

Sind die Punkte A und B auf dem Felde durch eine Kreis- 
kurve von gegebenem Radius r zu verbinden, so werden die Strahlen 

Fig. 224. A1,A2... durch die Visuren 

eines in A aufgestellten Theo- 
dolits dargestellt, das zu den 
gleichen Peripheriewinkeln 
gehörige Sehnenmafs mittels 
Mefslatte, Mefskette oder 
Mefsband, wohl auch mittels 
eines zwei Stäbe verbinden- 
den Stückes Draht von ent- 
sprechender Länge, von B 
ausgehend abgetragen, und 
der Endpunkt der Sehne da- 
bei jedesmal scharf in den 
Visierstrahl gebracht. Dieser Endpunkt wird daher während des 
Einwinkens durch eine Bake und, sobald er festliegt, durch einen 
Pflock bezeichnet. Nachdem letzterer nochmals revidiert ist, beginnt 
man mit dem Einvisieren eines neuen Punktes. 

Die Beziehung der Sehne s zum Peripheriewinkel @ bestimmt 
sich, wie leicht abzuleiten ist, aus der Gleichung: 


s = 2r sin 0. 


Es liegt nahe, für die Sehne ein rundes Mafs zu wählen, 5m, 
10m oder 20m. Von gröfserem Vorteil ist es jedoch, den Peripherie- 
winkel © so abzurunden, dafs er auf dem Limbus des Theodolits 
direkt und ohne Hilfe der Nonien eingestellt werden kann. Abgesehen 
davon, dafs hierdurch grobe Einstellungsfehler leichter vermieden 
werden und die Arbeit rascher von statten geht, fällt damit auch die 
Ungleichheit der Excentrizität der Alhidade an verschiedenen Stellen 
des Nonius aufser Betracht, auf welche schon im §. 62, S. 144 unten 
aufmerksam gemacht worden ist. Es bleibt dann noch die Excentri- 
zität der Alhidade für den Nonienzeiger zu berücksichtigen, da die 
Einstellung des Theodolits offenbar nur an einem Nonius erfolgen 
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kann. Zu dem Zwecke gebe man dem Horizontalkreise eine solche 
Lage, dafs die mittlere Visierrichtung normal steht zur Verbindungs- 
linie seines Centrums mit der Alhidadenachse. Dann sind die Ände- 
rungen der Excentrizität am geringsten. 

Beispiel. Der Ast der Kurve über den Kirchberg (Fig. 220), 
welcher vom Scheitel südlich gelegen ist, soll durch Punkte von 
etwa 10m Bogenabstand im Detail abgesteckt werden. Verfügbar 
ein Mefsband von 10m Länge und ein Repetitionstheodolit, welcher 
von zehn zu zehn Minuten geteiltist und dessen Alhidadenexcentrizität 
bei 25° verschwindet. 

Da nach $. 208 die Kurvenlänge AE zu 938,72m gefunden 
ward, so würde der Bogen von 10m etwa 94 mal aufzutragen sein. 
Dem 94sten Teile des Centriwinkels $ = 92° 8’ 30" entspricht nicht 
ganz ein Grad (58,8’), dem Peripheriewinkel über dem Bogen von 
10 m also nicht ganz 30’, auf welchen Betrag wir indessen den ab- 
zusteckenden Winkel © abrunden. Dann ist: 


P PILTA, sin. 30° = 10,188; 


Angenommen, das Mefsband stimme genau mit den Mefslatten über- 
ein, welche zum Abstecken der Hauptpunkte der Kurve gedient 
haben, so schneiden wir als Zusatz zu der Bandlänge ein Stäbchen 
von 0,188 m Länge genau zurecht. Ein Centimeter Fehler in dem 
Grundmafse von 10,188 würde den Effekt haben, den Radius der 
Kurve um rund 0,1 Proc. zu verändern, und sich nach 46 maligem 
Abtragen auf der einen Kurvenhälfte als Anschlufsfehler von rund 
0,5 m bemerklich machen *). 

Man stellt den Theodolit über einem Endpunkte des abzustecken- 
den Kurvenstückes auf, z. B. über S, und richtet den Horizontalkreis 
so, dafs 25° + 90° — 115° die mittlere Ablesung wird. Zu dem 
Ende klemmt man, da der Peripheriewinkel über dem Bogen SE 
nahezu 23° beträgt, die Alhidade über 126° fest, löst die Klemme 
des Horizontalkreises und richtet das Fernrohr auf Punkt E, von 
dem aus die Längenmessung beginnen soll. Nach gehörigem Fest- 
stellen des Horizontalkreises wird die Alhidade um je 30’ zurück- 
geführt, im ganzen 45 mal. Der Abstand des letzten Punktes vom 
Instrumente mufs dann noch 10,90 m betragen. 

Bei Kurven von kleinerem Radius kann die Rücksicht auf die 
Excentrizität der Alhidadenachse wegfallen. 


*) Nach Herstellung des Bahnkörpers sind von den ursprünglich abge- 
steckten Kurvenpunkten in der Regel nur wenige noch sichtbar. Die Neu- 
absteckung zum Zwecke der Schienenlage ist fast immer auf die hier vor- 
getragene Methode angewiesen. Es wäre jedoch ein wesentlicher Fehler, 
hierbei den Vergleich der früher und jetzt angewandten Längenmefswerk- 
zeuge zu unterlassen. 
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Solange von $ aus der Punkt E sichtbar und zugänglich bleibt, 
wäre es nicht zu rechtfertigen, wenn man die Absteckung der Kurve 
vom Theodolit in $ aus beginnen wollte. Denn man würde den 
Vorteil verlieren, dafs die abgesteckte Kurve unter allen Umständen 
durch beide gegebenen Hauptpunkte geht. Die vorhin angeführte 
summarische Kontrolle der Absteckung würde damit zugleich ent- 
fallen. Die Absteckung vom Theodolit aus kann jedoch notwendig 
werden und sie ist es auf dem nördlichen Aste der Kurve über den 
Kirchberg gewesen, weil auf diesen Ast der Tunnel fiel. 


$. 212. 


Tunnelabsteckung mittels der Peripheriewinkel und Sehnen. 
Zunächst wurde ein Kurvenpunkt B an dem Anfange des Vorein- 
schnittes festgelegt, also in der Grenze zwischen Anschüttung und 
Abtrag, um demselben die Dauer während des ganzen Tunnelbaues 
zu sichern. Man kann einen derartigen Punkt mit grofser Schärfe 
bestimmen, indem man den Theodolit ganz wie im vorigen Para- 
graphen über S aufstellt, das Fernrohr scharf auf E einrichtet, es 
durchschlägt mit gleichzeitigem Umtausch der Achsenlager, den 
Peripheriewinkel über BE (etwa 27°) von der Anfangsablesung 
(126° im vorigen Paragraphen) abzieht und die Alhidade auf die 
Differenz einstellt. Da für den Punkt B immerhin einiger Spielraum 
freisteht, so wird man ihn in solchem Abstande von S wählen, dafs 
der Peripheriewinkel über BE durch kleinste Teile des Limbus 
ohne Rest teilbar ist. Ist einmal die Richtung für den Punkt B 
festgelegt, so hat man nur noch die Sehne SB zu berechnen und 
abzutragen. 

Im vorliegenden Falle geschah die Absteckung des Punktes B 
mittels rechtwinkliger Koordinaten von der Tangente SM aus, die 
Kontrolle seiner Lage aber erfolgte einesteils durch Umkehrung des 
soeben erklärten Verfahrens, andernteils durch Triangulation (8. 208). 

Zur Absteckung der Stollenachse können im allgemeinen gleiche 
Bogenlängen nicht dienen, man mufs sich vielmehr nach dem Vor- 
dringen der Bergleute und nach der vorhandenen Aussicht richten, 
welche letztere sehr beschränkt werden kann, wenn die Arbeiter, 
einer bequemen Felsenspalte folgend, mit dem Stollen eine Strecke 
weit nach aufsen abweichen. Nachdem von dem Punkte B vor dem 
Stollen so viele der nötigen Kurvenpunkte abgesteckt worden sind, 
als irgend zulässig war, hat man zur Fortsetzung der Arbeit soweit 
vorwärts als möglich einen neuen Standpunkt in der Stollenachse 
festzulegen. Das Verfahren dabei entspricht ganz demjenigen, 
welches oben für die Bestimmung von B auseinandergesetzt wurde. 
Alle auf diese Weise in dem Stollen abgesteckten Theodolitstand- 
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punkte bilden unter sich einen offenen Polygonzug von sehr kurzen 
Seiten und unterliegen demnach denselben Fehlerursachen wie die 
Punkte eines solchen. In $.174 ward gezeigt, dafs bei einem nahezu 
> 

geradlinigen Polygonzuge die Bussole dem Theodolit unter Um- 
ständen überlegen sein kann. Dies würde näherungsweise auch noch 
bei Zügen gelten, welche einem Kreise eingeschrieben werden, wenn 
hier die Absteckung mittels der Bussole nicht sehr umständlich wäre. 
Zur Kontrolle des Polygons aber eignet die Bussole sich ganz gewifs, 
wenn man dieselbe hinreichend weit von den Eisenschienen der Hilfs- 
bahn entfernen kann. Es ist dies beispielsweise möglich bei gleich- 
zeitigem Betriebe eines Sohlen- und eines Firststollens, indem man 
die Bussole in dem letzteren aufstellt. Gekrümmte Stollen erfordern 
hierin noch gröfsere Vorsicht als geradlinige, in welchen die kon- 
stante Richtung der ablenkenden Eisenschienen es möglich macht, 
die Ablenkung der Nadel nahezu unverändert zu erhalten. 

In einem späteren Stadium der Arbeit, wenn streckenweise das 
Tunnelprofil in seiner ganzen Breite ausgebrochen und ausgemauert 
ist, kann die erste Absteckung noch durch ein Theodolitpolygon von 
längeren Seiten kontrolliert werden. Dies ist bei langen Tunnels 
von Wert, welche ausgemauert werden, noch ehe der Durchbruch 
erfolgte. Im Kirchberg ward jedoch zuerst der Sohlenstollen ganz 
durchgetrieben und, wie bei der Kürze desselben (etwa 90m) zu er- 
warten war, die Abweichung von der Kurve kleiner als 3cm (ein 
Zoll bayerisch) gefunden. 


§. 218. 


Absteckung der Kurven mittels Polarkoordinaten. Bei den 
kurzen Distanzen, welche im Stollen abzustecken sind, ist es, nament- 
lich beim Gebrauche von Mefsbändern, am bequemsten, alle Sehnen 
vom Theodolit aus abzutragen. In der Regel werden die Peripherie- 
winkel œ und die zugehörigen Bogen b gegebene Gröfsen, die Seh- 
nen s aus den letzteren zu berechnen sein. Zu dem Peripherie- 

Fig. 225. winkel findet sich die Sehne bekannt- 
lich aus: 

s = 2r sin O; 
worin r der Kreisradius. Durch Ent- 
wickelung des Sinus in eine Reihe 
erhält man: 


3 w’ 
s=2r(0o -5 +5 t) 
und da arco = \,b:r, so wird: 


b? b4 
s=>b(1 Ta r ET An IR Een + e), 
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worin, solange 2 < 1, also für alle Fälle der Praxis, die Summe 


aller höheren Glieder der Klammer, vom dritten an gerechnet, kleiner 
als 1: 1920 wird, demnach unterdrückt werden kann. Für sehr 
kleine œ entfällt auch das zweite Klammerglied und wird s = b. 

Für die Anwendung berechnet man zweckmäfsig eine Tabelle, 
welche das Glied g = b?:24r?, oder statt dessen /;@®r nach den 
Argumenten b oder ® in Sekunden enthält. Wäre z. B. 10’ der 
Wert eines Limbusteiles, so wäre für @ = n . 10’ der Betrag des 
Gliedes: 


— 1 
Re jan’. (u) T, 


worin bekanntlich 3438 den Radius, gemessen durch den Minuten- 
bogen, vorstellt. Hiernach ist die folgende kleine Tabelle für den 
Radius 583,72 m zu dem Beispiele des §. 208 gerechnet worden: 


47,543 


54,335 
61,127 
67,919 


Wie die Tabelle zeigt, ist in diesem Falle auf die Länge eines Stahl- 
bandes von 20m eine Korrektion überhaupt überflüssig. 


$. 214. 


IV. Kurvenabsteckung durch Einrücken von der Sekante 
aus (Fig. 225). Eine in engen Gängen bequeme und für kurze 
Strecken auch ausreichend genaue Methode der Kurvenabsteckung 
ist die folgende, welche man den Bergleuten anzugeben pflegt, um 
sich die Stollenachse während der Arbeit selbst vorläufig zu ver- 
längern, bis der Theodolit sie genauer festlegt. 

Vorausgesetzt, dafs zwei Punkte A und B der Kurve in dem 
Sehnenabstande s voneinander mit Sorgfalt abgesteckt sind, kann 
man AB um das Stück x verlängern und auf dem Endpunkte die 
Ordinate y rechtwinklig abtragen, dergestalt, dafs die Sehne BC 
= AB = s wird. Dieselbe Konstruktion giebt von der verlänger- 
ten Sehne BC aus den Punkt D und so fort. Gehört zum Bogen 
AB =b der Centriwinkel y, so ist ABC = 180 — y, und es wird; 
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yssiny—s( 5 + E- er 


2 4 
e= s y—s( -5 nt) 


Da arc y = b:r in allen Fällen der Praxis ein sehr kleiner Bruch 
ist, so wird man ausreichend genau finden: 


ER. 
Y r 

sb? 
e ER 


worin endlich noch b durch s ersetzt werden kann. 

In der Regel wird x gar nicht erst abgemessen, sondern eine 
Schnur über A und B hinweg, und das Bandmafs von B nach C 
ausgespannt, so, dafs der Endpunkt C desfelben um y seitwärts der 
Schnur zu liegen kommt, was bei der Kürze von y leicht zu machen ist. 

Fig. 225, Fig. 226. 


Da die Fehler dieses Verfahrens sich rasch anhäufen, so wendet 
man es, wie erwähnt, nur auf kurze Kurvenstrecken an, niemals aber 
vom ersten zum letzten Tangentenpunkte einer Kurve. Will man 
gleichwohl schon am Kurvenanfang und von der Tangente aus das 
Einrückungsverfahren anwenden, so sind die ersten Koordinaten & 
und n nach $. 209 zu berechnen. Genau genug ist: 


n = Yıy 


El) 


|l 

N 
ae I 

un 

| 
S| 
[2 
xm 


$. 215. 


V. Absteckung einer Kreiskurve als des geometrischen 
Ortes für die Scheitelpunkte gleicher Peripheriewinkel über 
gegebener Sehne. Eine solche Kurvenabsteckung nahmen wir 
bereits vor, als wir uns mittels des Winkelprismas oder Winkelspiegels 
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in eine Gerade einschalten lernten. Vergl. $. 111 und 115. Denken 
wir uns die Spiegel verstellbar, so dafs die direkte und gespiegelte 
Visur beliebige Winkel miteinander zu bilden vermögen, so können 
wir über einer gegebenen Sehne auch beliebige Bogen abstecken. 
Um z. B. in Fig. 226 zwischen TA und TB den in A und B be- 
rührenden Kreisbogen zu erhalten, reguliere man die Stellung der 
Spiegel etwa über B, indem man den gespiegelten Stab A auf den 
direkt anvisierten C deckt (oder umgekehrt). Alle Punkte P von 
solcher Lage, dafs über ihnen bei unveränderter Spiegelstellung der 
gespiegelte Stab A auf den direkt gesehenen B gedeckt erscheint 
(oder umgekehrt), sind Punkte des gesuchten Kreisbogens, weil 
APB=ABOC. Dabei wird natürlich vorausgesetzt, dafs die Schnitt- 
kante der Spiegel lotrecht stehe. Auf unebenem Terrain sind unter 
dieser Bedingung aber A und B gar nicht mehr mit einem Blick 
sichtbar, also sehr schwierig aufeinander zu decken. Bei beschränk- 
ter Aussicht sodann hört diese Absteckungsart ganz auf. Sie könnte 
also etwa nur auf fertigen Dämmen die Schienenlage vorbereiten, 
wird aber selten angewandt. 


$. 216. 


Genauigkeit der Kurvenabsteckung. I. Von der Tangente 
aus. Diejenigen Fehlerursachen, welche den abzusteckenden Punkt 
längs der Kurve selbst verschieben, sind weniger zu fürchten als 
jene, welche ihn auf die Seite der Kurve 


Fig. 227. verlegen. Wir haben den letzteren Fehler- 


—S_g’ gr quellen daher vornehmlich unsere Auf- 
> aa merksamkeit zu schenken. Unter ihnen sind 
Re wieder diejenigen von geringerem Belang, 
K welche, ohne den kontinuierlichen Zug der 

| Kurve zu stören, nur den gewünschten Ra- 


dius verändern, um so beachtenswerter aber 
jene Fehlerquellen, welche Diskontinuitäten 
veranlassen. 

Bei der Koordinatenabsteckung von der Tangente aus kommen 
Fehlerquellen von jeder dieser Arten vor. Wir beginnen mit der 
Ursache einer Diskontinuität. 

Die Absteckung der Ordinaten beginnt an zwei Berührungs- 
punkten, wie A und S (Fig. 227) und wird gegen den Schnittpunkt 
M der Tangenten hin fortgesetzt. Ist einer der Punkte, z. B. A, 
unrichtig und zwar in A’ gelegen, so treffen sich die beiden Bogen- 
stücke im Scheitel nicht, sondern laufen nebeneinander hin. Weniger 
schädlich ist es, wenn auch der zweite Berührungspunkt in gleichem 
Sinne und um gleichviel falsch gelegen ist. Denn obwohl sich jetzt 
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die beiden Bogen in einem Punkte der Scheitelachse MC schneiden 
müssen, so geschieht dies doch unter einem flachen Winkel, der 
auch unter ungünstigen Annahmen 15’ nicht leicht erreichen wird, 
so dafs dadurch der kontinuierliche Verlauf der Kurve praktisch 
nicht gestört erscheint. Am ungünstigsten ist der Fall, dafs die 
Tangentialpunkte in verschiedenem Sinne verschoben sind, A nach 
A', S nach 8”. Die Absteckung der Hilfslinien und, Stützpunkte 
einer Kurve erfordert daher grofse Sorgfalt. Wenn (Fig. 219, S. 638) 
die Tangentenstücke TA und TE sehr lang werden, also Gefahr 
vorliegt, dafs sie bei der Ausmessung von T aus wesentlich ungleich 
ausfallen, so ist es vorteilhaft, den Punkt 7 als unzugänglich zu be- 
handeln und die Hilfslinie PQ so zu legen, dafs von P und Q aus 
die Punkte AMN und E durch Messen kurzer Strecken erreicht 
werden. Ward PQ etwas zu klein oder zu grofs gemessen, so sind 
jetzt alle Mafse in dem gleichen Sinne fehlerhaft, was, wie vorhin 
erwähnt, nahezu unschädlich ist. 
Von ganz ähnlicher und kaum bemerkbarer Wirkung wird die 
Verschiedenheit der Mafsstäbe für die Abscissen und Ordinaten sein, 
Fig. 228. wie z. B. in dem Falle, dafs man ohne weite- 
AE ren Vergleich für die Abscissen ein Mefsband, 


für die Ordinaten Mefslatten verwendet. Man 
wird auf solche Weise Ellipsenbogen statt 
Kreisbogen abstecken, aber der Unterschied 
der Mafseinheiten müsste sehr bedeutend sein, 
wenn der Absteckungsfehler praktisch fühlbar 
werden sollte. 

In welcher Weise z. B. der Radius der Kurve beim Übergange 
in die Tangente sich ändert, ergiebt sich durch Differenzieren des 
Kreisradius nach y bei konstantem x. Die Kreisgleichung, bezogen 
auf die Tangente, lautet: 


APER A ee u 1) 
und daraus gewinnt man: 

dr 1 

dy = — y (r — y) re SERE TIO (2) 


Beim Übergange zu Differenzen wird, wenn man setzt A y = qy, 
für Ar gefunden: 

IE NET in, 29) 
und für y = 0, also den Berührungspunkt: 

Ir=— qr. 

Wäre etwa der Malsstab für die Ordinaten um 1:500 zu grofs, so 
würde demnach r um r:500 zu klein, und umgekehrt. Das Schwan- 
ken der Radien um so geringe Beträge ist ganz unbedenklich. 
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Wenn die Endpunkte zweier abgesteckten Bogenhälften nicht 
zusammenfallen, so überzeugt man sich zunächst, ob der mangelnde 
Schlufs der Kurve nicht etwa auf den Fehler dieses einzelnen Punk- 
tes zurückzuführen ist, indem man, wie in $. 209 empfohlen ward, 
zwei bis drei gemeinsame Punkte von beiden Tangenten aus absteckt 
und etwa noch Zwischenpunkte nach $. 210 einschaltet. Zeigt sich 
jetzt, dafs die beiden Kurvenzweige sich nicht treffen, sondern neben- 
einander hinlaufen, so ist eine Ausgleichung dadurch möglich, dafs 
man jeden Zweig für sich parallel zu der Tangente, welche er be- 
rührt, verschiebt oder zusammenschiebt. Zu dem letzteren Auskunfts- 
mittel mus man greifen, wenn der Tangentialpunkt nicht verschoben 
werden darf. 

Durch gleichmäfsiges Zusammenschieben eines Kreisbogens in 
der Richtung der Tangente entsteht abermals ein Ellipsenbogen, 
und wir wollen wie zuvor die Radienänderung im Berührungspunkte 
berechnen, indem wir r in (1) nach g differenzieren. Es folgt: 


dr £ 
und für Aæ = px erhalten wir: 
2? 
Ec Ar Wadi a L NE AE E, 
woraus für y = 0 hervorgeht: 
Ar == 2p. 


Demnach wird eine Vergröfserung sämtlicher Abscissen um 1:500 
den Krümmungsradius am Berührungspunkte um r:250 verlängern, 
und umgekehrt, was immer noch als unschädlich gelten kann. 

Eine nicht schwierige Untersuchung zeigt, dafs zwar durch die 
Verschiedenheit des Mafsstabes der Ordinaten von dem der Abseissen 
auch der Schnittwinkel der Kurvenäste im Scheitel geändert wird, 
aber äufsersten Falles um wenige Minuten. Fehler von solchem 
Betrage sind in der Lage der einzelnen Schiene schon unausbleiblich. 

Bis hierher blieb die fehlerhafte Bestimmung der einzelnen 
Kurvenpunkte aufser Acht. Sie entspringt aus drei Ursachen, den 
Ungenauigkeiten der Abscissenmessung, dem fehlerhaften Absetzen 
der Ordinaten und dem schiefen anstatt normalen Schnitt derselben 
mit der Abscissenachse. 

In Fig. 228 zeigt sich ri = r + 4, durch den Abseissenfehler, 
ra, =r + 4, durch den Fehler der Ordinatenlänge beeinflufst. Man 
entnimmt der Figur: 


= nee 
ri = (+ 42} + (r—y)? 
=r? +22Ax + Ax., 
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Bekanntlich wird, re m gegen r klein ist, die Vr? +m näherungs- 


weise gleich r +5 ; daher: 


und weil das zweite Glied rechter Hand sehr klein wird: 


E E T (0) 
Aus der Figur folgt ferner: 
n=2+(r—y—4Iy) 
= r? — 2(r—y)dy+ 4y’. 
Ziehen wir in derselben Weise wie vorher die Wurzel aus und sub- 
trahieren r beiderseits, so wird gefunden: 


n-r=-(1-2)4 + 5% 


und mit Vernachlässigung des letzten Gliedes: 


4=— (1-2) a. Dear sch ieh) 


woraus folgt, dafs der absolute Wert von f, sehr nahe gleich dem 
von Jy ist. Er nimmt erst merklich ab, wenn die Ordinate Werte 

Fig. 229. erreicht, die man aus anderen Gründen ver- 
tneidet. 

Fragen wir nunmehr nach dem Einflusse 
des schiefen anstatt normalen Absetzens der 
Ordinaten, so giebt uns Fig. 229 darüber Auf- 
schlufs. Darin bedeutet ọ die Abweichung der 
Ordinate y von der richtigen normalen Lage und 
wir finden: 

r? — (x + ysin 0)? + (r — y cos 0)? 
= r? + 2ry (l—cosoe) + 2xysino. 
Ziehen wir abermals nach- dem soeben benutzten Näherungsverfahren 
die Wurzel, so wird: 


ry = r + 2ysin? tọ + 


xy sin ọ 
r 


und da sich das zweite Glied als verschwindend klein herausstellt: 
d, =2.ysing Eee 


d. h. die Verschwenkung des Ordinatenendpunktes, multipliziert mit 
dem Verhältnis der Abscisse zum Radius, giebt den Fehler des 
Kurvenpunktes. Hiernach kann man sich bei kleinen Abseissen 
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sogar begnügen, den rechten Winkel nach dem Augenmafs zu 
schätzen; bei konstantem _ aber wachsen die Ungenauigkeiten 
schnell, nämlich sehr nahe mit der dritten Potenz von æ (siehe den 
Näherungswert von y in $. 210), weshalb man sich alsbald der früher 
angegebenen Mittel zur Absteckung des Winkels bedienen wird. 
Da man aufserdem, schon der Zeitersparnis wegen, in der Praxis 
das Auftragen von Ordinaten von über 20m Länge vermeidet, so 
ist damit eine Bürgschaft dafür gegeben, dafs 4, < 12 sin ọ bleibt, 
solange r > 100 m; für r = 500 m wird 4, nur halb, für r = 1000 m 
nur ein Drittel so grofs. Wenn aufserdem sin ọ <1:400 (ọ < 81/2"), 
so wird der erzeugte Fehler unter 3cm herabsinken, also die Dicke 
der Kurvenpflöcke nicht überschreiten. Dazu kommen nun noch 
die vorher besprochenen Fehler beim Messen der Abscissen und 
Absetzen der Ordinate. Bedenkt man aber, dafs an den Kontroll- 
punkten im Bogenscheitel derartige Fehler von zwei Seiten zusammen- 
treffen, so wird man gerne das Maximum der Ordinatenlänge noch 
weiter herabsetzen (wie im $. 209 geschah), um den Zusammen- 
schlufs der Kurvenäste am Scheitel möglichst ungestört von Fehlern 
der Einzelpunkte beurteilen zu können. 

Alle hier betrachteten Fehlerbeträge weisen darauf hin, dafs 
die Genauigkeit der Detailabsteckung wächst beim Zerlegen der 
Kurve in kleinere Teile durch Zwischenpunkte und Zwischentangen- 
ten., Durch das festgesetzte Maximum der Ordinatenlänge ist zu- 
gleich ein Mafsstab für die Zerlegung gegeben. 

Fassen wir jetzt die mittleren Beträge der Fehler in den For- 
meln (5) bis (7) zu dem mittleren Fehler ø der Einzelpunkte zu- 
sammen, so wird an stelle von 4g in (5) der mittlere Längen- 
messungsfehler m, Va treten, in (6) fy durch den mittleren 
Absetzungsfehler m, und in (7) ọ durch seinen mittleren Betrag Ọm 
zu ersetzen sein. Hierauf quadrieren und addieren wir die rechten 
Seiten der drei Formeln und erhalten: 

g? 


2 s Yy A 2 
p? = (em? + y sint on) + (1—2) m 
oder wenn mit hilfe der Näherungsformel 


p ry 
æ eliminiert wird: 


F 2 dys 
pham =E emp ot i(li P) m peab siang.) 


Nach dieser Formel wurden die nachfolgenden Werte für y = 20m 

berechnet, in der Voraussetzung, dafs m? — 0,00001 wie bei Latten- 

messung ($. 106); schätzungsweise sei m’ — 0,001 — 100 m? und sin Ọm 

in Rücksicht auf das Vorwiegen der Öentrierungsfehler gleich my: y. 
Vogler, Praktische Geometrie. 49 
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Dadurch geht als mittlerer Fehler in Radienrichtung aus (8) hervor: 


x Bii 8y Mia: 10y? 
p Centimeter — S VVE 4048 irri 


Dies giebt für: r = 50m; 9 = 4 3,9em 
r= 100m; p. = + 3,6cm 
== 1800 m; g — + 3,3cm 
r = 1000 m; 9 —= + 3,8 om: 


Beim Abstecken eines und desfelben Punktes von zwei Tangenten 
aus ist als mittlerer Fehler in der Richtung des Radius p V2=+5cm 
zu befürchten. 

Von entscheidendem Einflufs ist hier der Fehler beim Absetzen 
der Ordinaten. Auf diese Operation ist daher, wie schon oben be- 
tont wurde, grofse Sorgfalt zu verwenden, namentlich dann, wenn 
die Absteckung zum Zwecke der Schienenlage erfolgt. Während 
des Baues sind kleine Seitenabweichungen der Einzelpunkte, welche 
unter tausend Fällen einmal ein Dezimeter überschreiten, nur aus- 
nahmsweise bedenklich, etwa bei Kunstbauten, welche in die Kurve 
fallen. Dann wird man es aber an Kontrollmessungen nicht fehlen 
lassen. 


$. 217. 


Fortsetzung. II. Genauigkeit der Kurvenabsteckung von 
der Sehne aus. Es ist nicht schwer zu übersehen, dafs auch beim 
Abstecken der Ordinaten von der Sehne aus dieselbe Gattung von 
Fehlern vorwiegen wird und dieselben Vorsichtsmafsregeln zu þe- 

Fig. 230. achten sind. In bezug auf die Genauig- 
keit der Einzelpunkte werden beide 
Absteckungsmethoden nahezu Gleiches 
leisten, ein Unterschied findet nur statt in 
hinsicht der Unstetigkeiten, welche aus 
unrichtiger Absteckung der Hauptpunkte 
einerseits und unrichtiger Wahl der Mafs- 
einheit für die Ordinaten andererseits 
entspringen. Während bei Absteckung 
von der Tangente aus im Bogenscheitel Seitenverschiebungen und 
Divergenzen zu fürchten waren, können beim Abstecken von der 
Sehne aus im Bogenscheitel oder den Bogenendpunkten nur schwache 
Divergenzen von wenigen Minuten eintreten, wie sogleich bewiesen 
werden soll. Aber selbst in der Lage einer einzelnen Schiene sind 
Fehler von solchen Beträgen unvermeidlich. 

Wäre die Sehne AB (Fig.230) zu lang oder zu kurz abgesteckt 
worden, so würden beim Auftragen je einer Bogenhälfte von A 
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und B aus nicht die Scheitelpunkte 5 zusammenfallen, sondern zwei 
andere, Cund D. Der Winkel y, unter welchem die Bogen zusammen- 
treffen, ist gleich dem doppelten Neigungswinkel der Tangenten in 
C und D gegen die Berührende in 8 Wählen wir diese als 
Abseissenachse und $ als Koordinatenanfang, so lautet die Kreis- 
gleichung: 
a d a Vr? — z? 
und ihre erste Abgeleitete: 
dy __ £ 
da. Vp eg 
welche den Wert tg 1/2 Y angiebt, für den Fall, dafs x die Abseisse 
von C ist. Setzen wir dies z = pr, so wird: 
v 
u ie 
tg Ja Y Vi — p 
oder sehr nahe gleich p, weil p ein sehr kleiner Bruch ist, nämlich 
pr selten gröfser als AB : 500, und AB selten gröfser als 0,2r. 
Vorausgesetzt, dafs diese Beträge nicht überschritten werden, hat man: 
| 
99 < OOO 
p < 3 Minuten. 
Die erste Abgeleitete der Kreisgleichung kann auch geschrieben 


werden: 
dy __V2ry — y? 
der —y 
Wir benutzen diese Form, um daran zu zeigen, dafs der Winkel 9, 
in dessen Tangente sie übergeht, wenn y die Ordinate von A ist, 
nur wenig verändert wird, falls zum ‘Auftragen der Ordinaten ein 
etwas anderer Mafsstab dient als zu dem der Abscissen. Indem 
wir tg @ nach y differenzieren, kommt: 
Ban ee 1 
dy  ospdy  (r—y)} Vary — y? 
Der erste Faktor der rechten Seite ist gleich sec? p, der zweite gleich 
l:x. Setzen wir dy = q.y, unter q einen sehr kleinen Bruch ver- 
standen, so folgt (Fig. 230): 
dp = q z = gtg h9. 
Solange man die Tangente dem Bogen proportional setzen darf, gilt 
= do = h4. Ọ. 
Für g = 1:500 und pọ < 500’ bleibt dp innerhalb !/, Minute, und 
da bei A zwei Bogen zusammentreffen, so kann die Divergenz der- 


selben den Maximalbetrag von 1’ erreichen. 
42* 
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Kurvenabsteckung. 
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Fehler bei Absteckung mittels konstanter Peripheriewinkel 


und Sehnen (Fig. 231). 
strument in B hin. 


Fig. 231. 


Die Absteckung erfolge gegen das In- 


Der Punkt D sei mit der fehlerhaften Sehne 


AD = a+ Ja und dem fehler- 
haften Peripheriewinkel ABD 
= &« + Ju = «' abgesteckt, 
also einem Kreise angehörig von 
dem Radius ! =r + Sr und 
dem Mittelpunkte M’. Die 
Seitenverschiebung des Punktes 
D berechnet sich aus € — r. 
Aus der Figur hat man 
leicht: 
RL. 
"T dsina ` 


(1) 


und in bekannter Weise durch Differentiation und Übergang zu 


endlichen Fehlerbeträgen: 


sino Ja — acosa Ja _ Aa — Drcosa Aw 


en 2 sin? a Rem (A) 
Aus der Figur folgt ferner: 
sinp = AR 
2r 
und auf demselben Wege wie zuvor: 
Aa p Ar net 
2r? r 
49 = — uy. Z Re. a A T. (3) 


Endlich folgt aus dem Dreieck A DM: 
X DAM = 90 + 4p — w 
und nach dem Cosinussatze : 
0 =r? + a? — 2ra sin (w — dA). . .. (4) 


oder, wenn man a’ nach dem Vorbilde von (1) durch r’ ausdrückt: 


RER 


0? = r? + 4r'? sima — Arr' sina' sin («' — A). 


Setzt man für r’ seinen Wert r + 4r, entwickelt und ordnet unter 
Rücksicht auf (3), so wird daraus: 


0?=r? + 4(r 4 4r) Arsina sin (a — p) sec p, 
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Wird jetzt auch « + I« für @ eingeführt und entwickelt, wobei 
genau genug 

cos I — 1 und sinda = Aa, 
so geht die vorstehende Formel über in: 
0? =r? + 4(r 4+ Ar) Arsec g [sina sin(x— gp) + sin (2 — p) 4a]. 
Das zweite Klammerglied ist gegenüber dem ersten verschwindend 
klein. Unterdrücken wir es und setzen dagegen das sehr kleine 
Glied: 

Ar? sin 2a sin 2 (p — «) sec? p 

hinzu, so wird die rechte Seite ein vollständiges Quadrat, und die 
Wurzel desfelben: 

ọ =r + 24r sep sina sin(x — p). . » . (5) 
Hieraus gewinnt man mit hilfe von (2) die gesuchte Differenz in 
der Form: 

2r cosu Ju — Ja 


Bann e 21 go sin (p — æ) . . . (6) 


Der mittlere Betrag des Fehlers ọ — r werde u, genannt und die 
mittleren Beträge von 1& und 4a mit ua und u. bezeichnet. Dann 
ist nach §. 81: 
N ara 

Geht man vom ersten zu anderen Punkten D,„ über, so darf man 
davon absehen, dafs die Sehnen an nicht mehr geradlinig abgemessen, 
sondern indirekt durch Messen entlang dem Bogen konstruiert werden. 
Wir wollen daher annehmen, dafs der mittlere Sehnenfehler nach 
$. 109 mit |n anwachse, während der mittlere Fehler der Winkel- 
messung für jeden Punkt derselbe und gleich u, bleibe. Dann tritt 
næ an Stelle von & und nua? an Stelle von ua? in (7); daher lautet 
die mittlere Seitenverschiebung des nten Kurvenpunktes: 


gss + sin (p — na) V4 Y? COS? N OÆ Wa? + N Ua? KaD Na (8) 


cos p 
Zur bequemeren Berechnung setze man: 
2I SR EN LE U 
wodurch aus (8) wird: 
sin (p — na EP AIETE EE 

m a wa Vmcosna pn .. . . (10) 
Diese Formel zeigt, dafs der seitliche Absteckungsfehler mit wach- 
sendem n allmählich abnimmt und für næ — 9, d. h. für einen 


Punkt, welcher mit dem Stande des Instruments zusammenfällt, ver- 
schwindet. 
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Fafst man die Absteckungsfehler aber nur ins Auge, insofern 
sie den stetigen Verlauf der Kurve unterbrechen, so sind offenbar 
blofs diejenigen seitlichen Verschiebungen zu betrachten, welche von 
Punkt zu Punkt eintreten. Wäre z. B. in Fig. 231 der Bogen ADB 
anstatt des verlangten flacheren abgesteckt, so entstände nur bei A 
eine Unstetigkeit, weil ADB die abgesteckte Kreistangente nicht 
berührt; im übrigen wäre die Kurve mit dem kleineren Radius r’ 
wohl zulässig. Die Fehler jedes neu abgesteckten Punktes D; ver- 
legen denselben jedoch wieder aus dem Kreise heraus, welcher durch 
die Punkte Di—ı Di—2 und B läuft, und der mittlere Betrag u; 
dieser Seitenverschiebung kann aus (7) g gefunden werden, wenn man 
an Stelle von @ einführt:  — (i — 1): œ, während eine Änderung 
von r unterbleiben kann. Daraus wird: 

— 10 e 

ui = + e Var? c08? œ ita? + pa? 
wofür wir abgerundet und unter Einführung von (9) setzen wollen: 
ui = + tg (p — ia) ua Vmcosa +1... (11) 
Denkt man sich über jeder einzelnen Sehne a nach der Koordinaten- 
methode noch Zwischenpunkte abgesteckt, so zerfällt die Kurve in 
ebenso viele Bogen, als Sehnen a gegeben, von welchen jeder mit 

dem vorhergehenden den mittleren Winkelbetrag einschliefst: 


Bo © | 3438 Minuten. 


ß darf etwa 5’ füglich nicht E TREE weshalb ọ bei grolsen 
Radien entsprechend zu verkleinern ist und mit Rücksicht auf den 

Fig. 232. Mefsapparat, von welchem die übrigen 
Gröfsen in (11) abhängen, begrenzt werden 
mufs. Auch die Wahl von «a ist hierbei 
mafsgebend. Vergl. die Bemerkung über 
Absteckung für den Bau oder für die 
Schienenlage auf S. 658, 

Setzt man in (11) ¿ = 0 und an Stelle 
der Eins unterm Wurzelzeichen zur Ab- 
rundung m? sin? &, so wird, zu Überschlägen 
geeignet, 

lo = E t9 Q . Mua = E 2r tg O u 
als Näherungswert des gröfsten Fehlers u; berechnet, und um so 
richtiger je gröfser r oder m. 

Die Formeln (10) und (11) beweisen zugleich, dafs bei der Ab- 
steckung der Kurve in der hier vorausgesetzten Weise, nämlich von 
A (Fig. 231) gegen das Instrument in B hin, die Abhängigkeit jedes 
neu abgesteckten Kurvenpunktes von den früheren keinen ungünstigen 
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Einflufs übt, da jedenfalls die Beträge der mittleren Seitenverschiebung 
von Punkt zu Punkt kleiner werden. 

Aus unserer Untersuchung geht ferner hervor, dafs die beste 
Revision der Kurvenabsteckung erfolgt, indem die letztere in um- 
gekehrter Punktfolge wiederholt wird, wobei das Instrument seinen 
Platz wechselt und über Punkt A zu stehen kommt, wenn es zuvor 
in B aufgestellt war. Wenn grobe Absteckungsfehler sich dabei 
nicht zeigen, so werden Korrekturen in radialer Richtung im allge- 
meinen nur an derjenigen Hälfte der zwischen A und B liegenden 
Kurvenpunkte vorgenommen, welche jetzt dem Instrumente am 
nächsten liegt. 


$. 219. 


Fortsetzung. Absteckung vom Instrumente weg. Fig. 232 
entspricht dem ungünstigen Falle, dafs die Kurvenabsteckung mittels 
gleicher Sehnen und Peripheriewinkel vom Instrumente weg erfolgen 
mufs. Vom Mittelpunkte M aus soll der Kreis OP mit dem Ra- 
dius r beschrieben werden. Die Absteckung ergiebt mittels der 
fehlerhaften Stücke « = «a + fo und d' —=a-+ Ja den Punkt P' 
statt P, also einen Kreis vom Radius r = r + Ar und mit dem 
Centrum M’. Die Tangente O T ist beiden Kreisen gemeinsam. Wir 
berechnen MP’ = 0, um die Differenz ọ — r oder die Seiten- 
verschiebung von P’ zu erhalten. 


Aus dem Dreieck OP'M folgt: 

@ = r? + a? — 2ra' cos (90 —«'). . . . . (1) 
Da nun a’ = 2r'sin«' — 2 (r + Ar)sin«', so wird: 

0 = r? + 4rArsiwu + 4 Ar? sin? «. 
Entwickelt man sin?«' — sin? (« + Io) nach Tailors Satze, so er- 
hält man unter Vernachlässigung höherer Glieder: 

0? =r? + 4rArsin? + 4A r?sin? a 

+ 4(r +Ar) Ar Aasin? a. 

Wir dürfen nicht blofs das letzte Glied unterdrücken, sondern auch 


die kleine Gröfse 
— Ir? sin? 2% 
der rechten Seite beifügen, ohne dafs der Wert von ọ merkbar ver- 


ändert wird. Geschieht dies, so steht auf der rechten Seite ein 
vollständiges Quadrat und daraus berechnet sich: 


Ber NS ee KR) 
Hierein 4r nach (2) des vorigen Paragraphen eingesetzt giebt: 
e —r—=sina(Ja—?2rcosa Aa) . . . . (3) 
ATEA ATYC ZNT 
ABINET ">` a wasrnoigt 


- maay A) 70 
www. rein.orgeQhntwa KaukdWis 
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Zu dem mittleren Fehler u, übergehend, erhalten wir entsprechend 
dem vorigen Paragraphen: 


vw, = sin & V4 r? cos? Y? C08? Wa? F Ua. : : . . (4) 
und mit Rücksicht auf (9) dortselbst, übersichtlicher: 
u, — Sin Q Ua Vm? eSa (>) 


Der Ubergang zu dem mittleren Querverschiebungsfehler un des 
nten Kurvenpunktes P, erfolgt wie oben genau genug durch Ein- 
setzen von N Ua? für Ua? und næ für «: 


Un = sin na VAr? cos! no Bunt 2, (6) 
oder zur Berechnung bequemer: 
Un = Sin næ . Ua Vmcosna pn .. . . . (1) 


Da cosn& mit n anfangs nur langsam abnimmt, sin næ dagegen fast 
proportional n wächst, so wird un rasch zunehmen und in Zunahme 
bleiben, soweit von der fraglichen Absteckungsmethode überhaupt 
noch Gebrauch gemacht werden kann. 

Wir vergleichen (10) des vorigen und (7) dieses Paragraphen 
miteinander an einem Beispiel. Es sei: 


r =500m; a = 20m (ungefähr); 

N 10 o —= 10% -e 11°40'; 

bo == 3m; ige 
Wenn nun gesetzt wird: 2ru, = Mua, so ist hier m — 5 und es 
finden sich für verschiedene Annahmen von n bei der Absteckung 


1) gegen das Instrument hin, 2) vom Instrument weg, die Algerden 
Beträge von Un in Ban: 


n 1) 2) n 1) 2) 

1.984 031 6 LT 201 
2 2,58 0,64 ji 1,04 2,39 
3 2,30 0,97 85, O 2,77 
4 2,01 1,32 I 0,36 3,15 
5 1,70 1,68 10 0,00 3,54 


$. 220. 


Fehler beim Abstecken der Kurve durch Einrücken von 
der Sekante aus. Es genügt und ist einfacher, die Fehler aner 
nahe verwandten Absteckungsmethode zu untersuchen. Wir nehmen 
daher an, es werde eine Gerade, von der zwei Punkte a wd o 
gegeben sind, mittels einer ausgespannten Schnur fortwährend nm 
Stücke verlängert, welche der Strecke (a0) gleich sind, und die 
Punkte der Verlängerung jedesmal zur Erde niedergelotet. Leim 
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Ausspannen der Schnur begeht man an jedem überspannten Punkte 
den Querverschiebungsfehler ò, beim Niederloten den Fehler ọ. Um 
das Anwachsen der Fehler zu erkennen, lösen wir folgende Aufgabe: 

Gegeben eine Gerade I durch die Parallelkoordinaten zweier 
Punkte (2,9,;%,%,)- Die Ordinaten werden verlängert um die Stücke 
I, und 4,- Gesucht wird der Abstand 4y der Geraden II, welche 
durch die neuen Endpunkte geht, von dem Punkte (x,y) der ersten, 
gemessen in der Ordinatenrichtung. 


Man findet zunächst, wie bekannt: 


ANN EA BONN M Ba 
dgh: Ca — T f Gi Brae. 
und ebenso leicht: 
= — t z — t 
Aji I) — — 4) ——— 
y A y (Ya + c) g Pey £, (Y, + ) b tx? z, 3 
woraus durch Subtraktion hervorgeht: 
z — g gz— r 
DERE, P 1 
z i Lu Ti %, 2 Tir Fiir Ti a) 
Ist nun z, — x, die einfache, v — x, die pfache Projektion der 


Strecke (ao) der Geraden I, so wird die Abweichung der Geraden II 
von I infolge von 4, und 4, betragen: 

Ay=pI,— (P—-1)A4, SL aurt a HT (2) 
Wenn die Ordinaten nahezu rechtwinklig zu der Geraden I stehen, so 
kann 4y als Querabweichung betrachtet werden. Somit können 
nach (2) die Querabweichungen einer über a und o ausgespannten 
Schnur (Fig. 233, a. f. S.) und ihrer Verlängerung von der Richtung 
ao berechnet werden, wenn über jenen Punkten die Fehler ô, und ĝo 
begangen wurden. Diese Querabweichungen enthält die erste Zeile 
des nachfolgenden Schemas, dessen Kopf die Punktzeiger angiebt. 


1; 2. 8. 
2%, — 65; 30, — 265; 40, — 36%; 
015 2(d, +01) — (ðo — ôo); 3 (ð #01) — 2 (ðs — ôo); 
Q2 2 (ð +9) — (1 — ô); 
03 
4. 5. 
50, — 465; 606, — 564; 


4(d, +91) — 3 (0o — òo); ö (ôi +01) — 4 (ôo — ôo); 
3 (2 + Q2) i 2 (ôi — ô1); 4 (ð, + Q2) <H 3 (ôi — ô1); 
2 (ðs +9) — (ð2— ðə2); 3 (ð; +03) — 2(d2 — 02); 
Q4 2 (ôs +0) — (òs — ôs); 

Q5- 
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In der zweiten Zeile sind die Querabweichungen der zweiten über o 
und 1 ausgespannten Schnur von der ersten über a und o einge- 
tragen. Dabei ist zu bedenken, dafs Punkt 1 um den Ablotungs- 
fehler ọ von der ersten Schnur abweicht. Beim Ausspannen der 
zweiten Schnur werden sodann in o und 1 die Fehler ô} und ô, be- 
gangen. Da aber Punkt o von der ersten Schnur um — ò, abwich, 
so weicht die zweite von der ersten im Punkte o um ð, — ô» ab, 
folglich im Punkte 2 nach (2) um 2(d, + 01) — (ðs — ô») u. s. w. 


Fig. 233. 


oO 


(e) (0) (1) (2) 


In gleicher Weise registrieren die folgenden Zeilen die Quer- 
abstände jeder nächsten Schnur von der zuvor ausgespannten. In 
der Figur ist die abzusteckende Linie mit ao 12... bezeichnet, die 
Schnüre sind durch römische Ziffern, die festgelegten Punkte durch 
kleine Kreise bezeichnet. Sämtliche Fehler wurden (in der Figur) 
als positiv angenommen, so dafs man unmittelbar erkennt, dafs die 
Summe der Querabweichungen der Schnüre I von ao..., II von I, 
III von II... und eines neu abgesteckten Punktes n von der letzten 
Schnur den Abstand na dieses Punktes von der abzusteckenden 
Geraden ao 12... ergiebt. Diesen Abstand findet man somit durch 
Summieren der nten Spalte vorstehenden Schemas wie folgt: 

On + 2 On—ı + 30On—2 rim NO, 
An =? + 25-1 +4. + 6ðn—s +- +2ndt% (8) 
Be Deka TA Oas, ir NO 

Da nun die @ unter sich und die Ô unter sich zufällige Fehler 
von gleicher Entstehungsart bilden, so führen wir an Stelle ihrer 
Quadrate die Durchschnittszahlen u,? und us? ein und erhalten nach 
$. 81 die mittlere Querabweichung u, des Punktes n von ao aus: 

m (1 HAHI He +n) 
Un? =t +H 4w (1 +4+9+-- Hn) 
+ ow HAHI e n) 
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oder: 
Un? (u? +5). Yen (n+l) (2n +1) .. . 4 
Für pə = lem und us = 0,2cm wird z. B.: 
Un = + YY;n (n +1) (2n + 1) Centimeter. . . (5) 
Diese sehr mäfsigen Annahmen geben 
rede RR 
» s=:10 a TEA . Yun = 5 5 
n n — 20 TUN, Bu :0,59 » 
REED a er, 


Die Übertragung der Formel (4) auf die Absteckung von 
Kreisen anstatt Geraden erfordert blofs, dafs u, anders gedeutet 
wird. Übrigens beweist die vorstehende kleine Fehlerübersicht hin- 
länglich, dafs das Verfahren mittels Einrückens von der Sekante aus 
für definitive Kurvenabsteckungen unbrauchbar ist. 

Die Ableitung kann weit einfacher erfolgen, wenn man nur 
Fehler von einerlei Entstehungsweise, nämlich von der Art der ọ, 
annimmt. Vergleiche die Formel für die Fehleranhäufung in einem 
geradlinigen Polygonzug, der mit dem Theodolit abgesteckt ward, 
in 8. 174, (3). 

Die Fehler beim Abstecken eines Kreises mittels Spiegel- 
instruments übergehen wir hier, weil dies Verfahren nur unter- 
geordnete Anwendung findet, den einen Fall ausgenommen, wo man 
den Schnittpunkt zweier über den beiden Seiten eines Dreiecks 
konstruierter Halbkreise aufsucht, um sich in die dritte Seite ein- 
zurichten. Vergl. Kap. IX, $. 111 und 115. 


$. 221. 


Übertragen der Trace einer Bahnachse vom Plane auf das 
Feld. Der definitiven Absteckung einer Trace gehen gründliche 
Studien voraus, welche entweder so ausgeführt werden, dafs man 
mehrere Versuchslinien im Felde absteckt, eingehend ausarbeitet und 
die günstigste davon beibehält, oder so, dafs man diese kostspieligen 
und zeitraubenden Absteckungen durch Einzeichnen von Versuchs- 
projekten in einen Situationsplan zu ersetzen sucht, welcher alle 
Daten enthalten mufs, um mit hinreichender Sicherheit die gün- 
stigste Trace finden zu lassen. Ist dieselbe gefunden, so mufs sie 
auf das Feld übertragen werden, und zwar mit um so gröfserer 
Sorgfalt, je einflufsreicher eine etwaige seitliche Verschiebung der 
Trace auf den Kostenpunkt sein würde, was bekanntlich zumeist 
längs steiler Bergwände der Fall ist. 
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Die Absteckung der Trace geschieht vermittelst einzelner Be- 
stimmungspunkte, welche auf solche Stützpunkte bezogen werden, die 
sowohl auf dem Plane als im Terrain unzweifelhaft festliegen,, wie 
z. B. die Brechungspunkte eines Polygons, von dem aus die Auf- 
nahme des Situationsplanes erfolgte. Bei der Absteckung der 
meisten Tracen im Mittelgebirge, wo lange gerade Strecken und 
stumpfe Tangentenschnitte die Regel bilden, legt man zuerst die 
Geraden durch je zwei möglichst weit voneinander entfernte Punkte 
fest und schaltet dazwischen die Kurven ein. Bei Gebirgsbahnen 
mit oft sehr spitzen Tangentenschnitten kann es dagegen manchmal 
zu gröfserer Bequemlichkeit und Genauigkeit führen, wenn die Kurven 
zuerst durch je zwei Bestimmungspunkte festgelegt werden (das 
dritte Bestimmungsstück ist der gegebene Radius) und man die 
geraden Strecken als Tangenten an die fertig abgesteckten Bogen 
zieht. Es ist nicht ausgeschlossen, 
dafs aufser der hinreichenden Anzahl 
von Bestimmungspunkten noch einige 
im Uberschufs zur Kontrolle einge- 
messen werden. 

Das Aufsuchen des Schnittpunk- 
tes zweier Geraden, welche durch je 
zwei Punkte auf dem Felde gegeben 
sind, ist eine einfache Arbeit, die 
zunächst mit dem freien Auge aus- 
geführt wird und durch Aufstellen 
eines Theodolits über dem vorläufig 
bestimmten Punkte und leichtes Verschieben des Instrumentes mit 
gröfster Schärfe zustandekommt, wonach die Messung des Win- 
kels im Schnittpunkte und die Absteckung der Kurve nach $. 207 
ohne weiteres beginnen kann. Fast ebenso leicht ist der Fall zu 
erledigen, wo der Tangentenschnittpunkt unzugänglich ist. Es bleibt 
somit nur noch der Fall zu betrachten, dafs die Bestimmungspunkte 
in einer Kurve gewählt worden sind *). 

Wenn zwischen A und B (Fig. 234), welche als Bestimmungs- 
punkte auf dem Felde gegeben sind, die Kurve APB mit dem 
Radius r abgesteckt werden soll, so ist vor allem der Centriwinkel ọ 
des Bogens AB zu berechnen, wozu man die Sehnenlänge AB be- 
darf. Man findet y aus: 


Fig. 234. 


AB 


sin aY = Fy a han. ar 


*) Bei den nachfolgenden Aufgaben wurde einesteils Jordans Handb. 
der Verm. I, 669 benutzt, andernteils W. Heynes „Tracieren der Eisen- 
bahnen“, 3. Aufl., Wien 1870. 
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Nun können durch Aufstellung des Theodolits in A und B die 
Tangenten an diese Punkte gelegt werden und man kann darauf die 
Detailabsteckung gründen, oder, noch einfacher und genauer, die 
letztere von A oder B aus nach der Methode der Peripheriewinkel 
über gleichen Sehnen vollziehen. Aber nicht immer ist die Distanz 
zwischen A und B direkt melsbar, beide Punkte nicht einmal immer 
gegenseitig sichtbar. Man wähle dann einen Punkt Q soviel mög- 
lich in der Nähe der Kurve, von dem aus AQ und QB sowie der 
Winkel AQB gemessen werden können, berechne aus diesen drei 
Stücken die übrigen nach den Formeln: 


i AD Ag 68 


Be AE A DEE ke ZA AE para PN. E ENEAN T 3. 
ty Ya 180—Q) AQ + QB’ go 
A und B aus ihrer halben Summe und Differenz, darauf: 
AR ; TER 
AB= = f PIE IA 
f sin B” @ sin A“ g (3) 


sowie den Winkel APB = 180 — 1, % mit hilfe von (1). Aus der 
Figur folgt: 

«—=ß=AQB— APB, 
ferner: 
AQ sina: p— QB sin a 
=a APE RT m ARE 
Die Stücke PQ und QR werden abgetragen und dadurch zwei 
neue Kurvenpunkte P und R gewonnen; über einem derselben kann 
die Absteckung mittels Peripheriewinkel auf gleichen Bogen b er- 
folgen. Das Abtragen der Sehnen beginnt bei A und B. 

Die Verlängerung der Kurve über A und B hinaus erfolgt ganz 
so, wie es bei der Kurvenabsteckung in Tunnels beschrieben wurde, 
indem man von A und B aus die Punkte N und Min den Bogen- 
abständen nb und mb mittels Winkel- und Längenmessung festlegt, 
Zwischenpunkte aber wie gewöhnlich bestimmt. 


Um eine gemeinsame Tangente an zwei abgesteckte Kurven (Fig. 235, 
a. f. S.) zu legen, stecke man eine Gerade vorläufig so ab, dafs sie 
beide Kurven schneidet. In der Nähe der Mitte der abgeschnittenen 
Bogen verdichte man die Kurvenpunkte durch Einschaltung ($. 210), 
stelle den Theodolit in A auf und verrücke denselben, bis die Visier- 
linie die äufsersten Kurvenpflöcke trifft. Die Endpunkte der ge- 
meinsamen Tangente werden höchstens um einige Centimeter seit- 
lich verschoben sein; dieser seitlichen Verschiebung entspricht jedoch 
eine weit gröfsere Unbestimmtheit in der Längsrichtung der Tan- 
gente. Um die Tangentialpunkte auch in diesem Sinne möglichst 
genau und mit Kontrolle zu bekommen, mifst man die Abstände y’ 
und y” zweier Kurvenpunkte, z. B. B und C, von der Berührenden 
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AT ab und berechnet aus ihnen und dem Radius r der Kurve die 
Sehnenabstände BT und C T, deren Abtrag auf das Feld den Punkt 
T doppelt bestimmt. Aus der Figur folgt: 


9 — 2ry. 


Die Berechnung von s sowie diejenigen Rechnungen, welche zur 
Einschaltung von Kurvenpunkten erforderlich sind, lassen sich sehr 
bequem und hinreichend genau mit dem Rechenschieber erledigen. 


p Fig. 235. , 


Gegeben die Richtung AX einer Kreistangente und ein Punkt P 
des Kreises, dessen Radius gleich r sei. Der Berührungspunkt 7 
soll aufgesucht werden (Fig. 236). 

Man stelle sich möglichst nahe bei T in A auf, messe den Win- 
kel & sowie AP und berechne: 


Fig. 236. BA=AP.coo; 


p BP=y:= AP emia; 
sodann x —= TB aus: 
ea = 2ry — y’, 


endlich: 
A B TA=x+ BA, 


wobei das Vorzeichen von BA sich durch dasjenige von cos @ be- 
stimmt. Schliefslich wird die Strecke AT auf A X abgetragen. 


p£ 


Fig. 237. 


Anschlufs einer Geraden an einen bereits abgesteckten Bogen. 

1) Durch Parallelverschiebung (Fig. 237). Man stecke OD || AB 
ab und suche die Schnitte 0’ und D' mit der Kurve auf, worauf die 
Strecke 0’D’ — 2a gemessen wird. Man berechnet: 
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a? 
A ge 
2r 


und bildet 
v=y— u 

als den Betrag der auszuführenden Parallelverschiebung von AB. 

Sind ©’ und D' dagegen beliebige bereits abgesteckte Kurven- 
punkte, 9’ und y” die von ihnen aus auf AB gefällten Lote, ist ferner 
C#=8s und D’F=3$", so gilt: . 

s? = 2r (y — v); 8'3? = 2r (y" — v), 
woraus durch Subtraktion und einfache Zerlegung folgt: 
U n 


Provisorische Annahme des Punktes F und Messung der Sehnen 
liefert 3 -+ s” genau genug zur Berechnung von s’ — s” und jeder 
einzelnen Sehne. Aus der Addition obiger Gleichungen wird v ge- 
funden. 

2) Durch Drehung um einen Punkt. Man lege durch denselben 
eine Sekante des Kreises, dem Berührungspunkte so nahe als mög- 
lich, bestimme die Schnittpunkte und verdichte zwischen denselben 
die Reihe der abgesteckten Kurvenpunkte. Nun wird die Tangente 
dem Auge nach festgelegt und der Berührungspunkt gefunden, wie 
zuvor bei der Aufgabe der Tangentenlegung an zwei Kreise. 

Oder man stecke durch den Drehpunkt A vorerst eine Gerade 
AB ab, die den Kreis nicht berührt (sie darf ihn schneiden), suche 
gemäfs 1) den Punkt F auf, den sie, parallel verschoben, berühren 
würde, berechne v und bestimme nun im Kreise einen Punkt F” so, 
dafs die Proportion besteht: 

HF; ARES FF ix 
Dann ist F’ mit grofser Annäherung der Punkt, in welchem eine 
Gerade durch A den Kreis berührt, d. h. der Radius des Punktes F’ 
ist gegen den von F nahezu um denselben Winkel gedreht, um 
welchen AF’ gegen AB gedreht erscheint. — Ein ähnliches Ver- 
fahren kann auch eingeschlagen werden, die Berührende zweier ab- 
gesteckten Kreise zu konstruieren. 


$. 222. 


Günstigste Lagen der Bestimmungsstücke einer Bahntrace 
(Fig. 238, a. f. S.). Eine gerade Strecke wird am günstigsten durch ihre 
Endpunkte fixiert. Beziehen wir nämlich die abzusteckende Gerade I 
durch rechtwinklige Koordinaten auf eine zu ihr parallele Abscissen- 
achse OX, so lautet die Gleichung von I: 
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BR. (a — z) + y (1—2) 

Per Ta — % ; 
In der Gleichung der Geraden II, welche letztere infolge der Fehller- 
beträge 4, und 4, verschoben erscheint, treten y + 4y, y + 4, 
und y + 4 an die Stelle der y. Die Differenz beider Gleichungen 
ergiebt: 
oh la —a) + A (2—1) 


. % —— % 
Fig. 238. 


0 


-X 
Man quadriere und führe für 4? und 4? den Durchschnittswert w?, 
für 4y? den Durchschnittswert uy? ein. Dann ergiebt sich: 


Wr 2 - Via — 2) + @— 1)” 


Der absolute Wert dieses Ne RE Fehlers ist ein Minimum für 
x = 1, (xı + x); dann wird: 


by = al V2 Wittin: 


Von da an nach beiden Seiten wächst die mittlere Verschiebung (der 
abgesteckten Geraden und wird gröfser als u an Stellen, weliche 
aulserhalb der Strecke P, P, liegen. 

Man beachte, dafs die kleinste mittlere Seitenverschiebuıng, 
nämlich 0,7 u, unabhängig ist von dem Abstande der Punkte P, 
und P, unter sich. 

Wenn zwei Kreise (Fig. 239) vom Radius r gegen einander wer- 
schoben sind, so ist in der Richtung der Verschiebung der Abstaand 


Fig. 239. Fig. 240. 


ihrer Peripherien gleich demjenigen p ihrer Mittelpunkte M und !Mı. 
Allgemein wird dieser Abstand q = s — r gefunden aus: 


2L =r? +p ++ Irp cos Ò, 
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was unmittelbar aus der Figur folgt. Dar gegen p sehr grofs ist, 
so giebt die Ausziehung der Wurzel aus Vorstehendem sehr nahe: 


p? 
g =s — r= pos ð + y 


Wie schon angedeutet und aus dem strengen Ausdruck folgt, wird 
q ein Maximum, nämlich: 
q = -j p m. E 0, 
und ein Minimum, nämlich: 
d — — p für ð = 180. 
Es wird ferner: 
Mka 
2r’ 
wie auch die Figur (durch die punktierten Linien) unmittelbar zeigt. 
ö ist dann aber von 90° immer nur sehr wenig verschieden *). 


ed für 080 = 


$. 223. 


Fortsetzung. Wir suchen jetzt die Gröfse und Richtung der 
Mittelpunktsverschiebung in folgenden Fällen auf. 


1) Ein Kreis sei durch zwei Tangenten abgesteckt; eine derselben 
werde um v parallel verschoben. 

Da der Abstand des Kreismittelpunktes vom festen Schenkel 
sich nicht ändert, so erfolgt die Mittelpunktsverschiebung parallel 
zu dem letzteren. Sie beträgt, wie die Fig. 240 zeigt: 

v 

sin & X a) 
wobei das Vorzeichen die Richtung von p andeuten soll. Nur für 
œ = 90? ist p = v (der Fall ist durch die punktierten Tangenten 
angedeutet), sonst immer p > v. Sind die Berührungspunkte zu- 
gleich Endpunkte der abzusteckenden Kurve, so kann demnach, 
wenn œ — 90°, kein Punkt derselben um mehr als v verschoben 
sein, wohl aber wenn & Z 90° ist. 

2) Ein Kreis sei durch zwei Tangenten abgesteckt. Kine derselben 
werde um den Punkt D um Jo gedreht. Die Mittelpunktsverschiebung 
p erfolgt auch hier parallel zum festen Schenkel. Sie zu berechnen 
findet sich aus der Fig. 241 (a. f. S.): 


x = r cot 1/1 — h cot u 


p= 


*) Hier und in den folgenden Paragraphen lehnen wir uns an Unter- 
suchungen von Helmert an: „Über die günstigste Wahl der Kardinal- 
punkte (Bestimmungspunkte) beim Abstecken einer Trace“, Zeitschr. des 
Hannov. Arch.- u. Ing.-Vereins, Band 21, Heft 3. 

Vogler, Praktische Geometrie. 43 
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und nach Taylors Satze unter Vernachlässigung aller höheren 
Glieder: 


—r h 
= ddz = dA PRERE ER ESES 
P p a(z 1/0 w sin? z) 
Au 


ae: (rcot 1j% — AD), 
weil AD sin œ = h ist. Die Klammergröfse ist gleich DC, und 
nach der Figur genau genug: 
BORAH =W 


wobei v in der Verlängerung des Radius MC zu messen ist, aber 
dem Bogenmafs des kleinen Winkels 1« gleichgesetzt wird. Durch 


-Einsetzen erhält man: 


v 
sin & 


(2) 


Da (2) mit (1) übereinstimmt, so zeigt sich eine Tangentendrehung 
um I von gleicher Wirkung, wie eine parallele Verschiebung der 
Tangente um DC. 4a = v. 

3) Ein Kreis sei durch eine Tangente und einen Punkt P abgesteckt. 
Dieser habe eine fehlerhafte Lage P' erhalten. Die Mittelpunkts- 
verschiebung p, parallel zur Tangente, ist zu berechnen (Fig. 242). 


Fig. 241. Fig. 242. 


P=— 


Die rechtwinkligen Koordinaten von P seien £o yọ, die von P’ 
seien 9 + fx und y + Sy. OP sei die Kreistangente in P. Die 
Kreisgleichung, bezogen auf O als Anfangspunkt, lautet hier: 

GN) gr er.. ir 40er C. 
woraus nach Substitution der Koordinaten von P folgt: 
a = t + V2r y — yè 
Lassen wir x) und yọ um fx und 4y sich ändern, so ändert sich a 
um fa = p. Unter Vernachlässigung höherer Glieder findet man: 


— r 
da= 4s + p a IIE er SAA 
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Da nun durch Differenzieren von (3) gefunden wird: 


Fig. 243. „NER Kran. 

dx y —r 
so wird aus (4): 

p = Ax — Ay cot a 

oder: piia Wi 

_ Axsina — Aycosa 
IRRE sin a (5) 
das heifst, bei einem Vergleich 
mit der Figur, in welcher 4% 


negativ ist: 


= tga, 


v 
sin & 


(6) 


unter v die normale Verschie- 
bung von P’ gegen die Kreis- 
tangente in P verstanden. 

Die Verlegung des Punktes P nach P’ verrückt daher den 
Kreismittelpunkt so, als ob die Kreistangente in P Bestimmungs- 
linie wäre und eine Parallelverschiebung erlitten hätte gleich ihrem 
Abstande von P’. 

Da der zweite Fall sowohl als der dritte dieses Paragraphen 
sich auf den ersten zurückführen läfst, so genügt von nun an die 
blofse Annahme von Parallelverschiebungen der Kreistangenten, 
welche als Bestimmungsstücke vorausgesetzt werden. Dafs die 
Verschiebungen v von Tangenten im allgemeinen kleiner ausfallen 
werden als die von Einzelpunkten, wenn nämlich der Tangential- 
punkt zwischen den Bestimmungspunkten der Tangente liegt, ergiebt 
sich aus der ersten Betrachtung des $. 222. 


P=— 


$. 224. 


Parallelverschiebung zweier Tangenten zugleich (Fig. 243). 
Wir wollen die Verschiebungen vı und v, der Tangenten OA 
und OB dann als positiv bezeichnen, wenn die aus jeder Ver- 
schiebung einzeln resultierende Verlegung des Kreismittelpunktes so 
erfolgte, dafs die Verbindungslinie des letzteren mit O eine positive 
Drehung, von OX gegen OY, erfahren hat. Die Gesamtverlegung 
w = MM" des Kreismittelpunktes setzt sich aus den einzelnen 

MM = vv: sing und M'M" =»: sing 
zusammen und ist derjenigen O C des Schnittpunktes der Tangenten 
gleich. ODC œ MMM”. Nach dem Cosinussatze ergiebt sich: 
v? E Oio __ 2m i A (1) 


w? = —— > : 
sin? & sin? & sin? œ 


43* 
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Die Projektionen x und y setzen sich nach der Figur zusammen aus: 
y = MM sin 1/0 + M M" sin 1), o- 


Au sin a _u+ % 
y = (m + v) Pa eT A (2) 
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ebenso: 
x = MM' cos !/y«a — M' M" cos !/,& 


cos ja _ v — % l 
pima — p) —— Ea E, 
(v 2) sin & AR sin IR TA (3) 
Fig. 243. Wir setzen noch: 
y? 
zo... (4) 


% 


wonach wir unter ọ die 
Richtung der Mittelpunkts- 
verschiebung verstehen. 

Führen wir für vo, und 
v alle möglichen positiven 
und negativen Werte ein, mit 
Rücksicht auf die Häufigkeit 
ihres Vorkommens, so wird, 
unter Einführung der mittle- 
ren Fehler u, und Uw, nach 
$. 81 aus (1) gewonnen: 


(5) 


Auf demselben Wege ge- 
winnt man, nach Einfüh- 
rung von y und g aus (2) 
und (3) in (4) und wenn 
unter tg?Q@m der Durch- 
schnittswert aller tg? ọ ver- 
standen wird: 


tg. m = + tg 120 
Ga = nat t/m. (6) 


worin n gleich Null oder 
Eins zu nehmen. Das 
heifst: die mittlere Mittel- 
punktsverlegung beträgt 
das va fache der mittleren Parallelverschiebung einer Tangente, 
geteilt durch sin &, und erfolgt parallel zu den Kreistangenten. 
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Die Funktion (5) hat absolut betrachtet ein Minimum bei ø — 90, 
sie wird unendlich grofs für & = 0 und œ = 180. Das Kreis- 
centrum wird daher am sichersten bestimmt durch zwei Tangenten, 
welche sich unter 90° schneiden. 

Um die radiale Verschiebung g (Fig. 244) zu finden, welche ein 
Punkt T der Peripherie erfährt, wenn der Kreismittelpunkt M 
parallel zur Tangente a um MM’ = v.:sin& und parallel zur Tan- 
geate b um M'M" — vw: sin& verschoben ward, müssen wir MS 
berechnen und um MT = r vermindern. Wir zählen dabei die 
Winkel von dem Radius MP || a aus im Sinne des Pfeiles und be- 
zeichnen Winkel PMT mit ò. Aus dem Dreieck MM’S folgt nach 
den Cosinussatze: 


2 
MS = —— + M'S —2 M's cos (Ò— MSM) (1) 


v 
sin? œ sin & 


werin M' SM ein sehr kleiner Winkel ist, den wir gegen Ô vernach- 
läsigen werden. Ebenfalls nach-dem Cosinussatze findet sich aus 
den Dreiecke M'’M"S$, da M"S = r ist: 
vè ©, 

sin? & sin & 
Winkel 180 — SM’ M ist, wie die Figur durch Verlängerung von 
WM" leicht ergiebt, von Ò — « nur um den sehr kleinen Winkel 
M' SM verschieden, den wir wiederum vernachlässigen. Indem wir 
no:h aus (8) die Wurzel ziehen, erhalten wir mit Unterdrückung 
verschwindend kleiner Glieder: 


MEE +r? — 2r cs SM"M .. (8) 


Vs 


M"S=r+ zn 6% (ð — a). 
Des nebst (8) in (7) eingesetzt giebt: 
2r 
2 = Be ent 5 ò TER 
MS r = [v cos Ò — v cos (Ò — «)] 
v? v __ 201% I 
T sin? & sin? & sin? u °S ed. 


Bam Ausziehen der Wurzel werfen wir die Glieder ab, welche in 
beug auf v vom zweiten und höheren Grade sind, daher: 
vı cos Ò — v cos (Ô — &) 


q = M8 — r = — - 
Sın & 


(9) 


Gehen wir von q und v zu den mittleren Fehlern u, und u, über, so 


fogt gemäfs $. 81 aus (9): 
== 2082 To a 
Ug Pre Vcos2 + cos? (ò — a«a). . . ~ . (10) 


Wenn die Winkel & von dem Anfangspunkte O aus gezählt werden 
solen, so ist für Ô einzuführen: 


ô = é + 10. 
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Hiernach wird aus (10): 


cos? (E F aa) + cos? (E— 1,0) . . (11) 


Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen kann wegen 2 cos? — 1 
+ cos 2 œ umgeformt werden in: 


1/4 [2 + cos(28+%) + cos(2E— «)] 
und dieser durch Zerlegen in: 

1/3 (2 + 2cosœ cos 2 E), 
so dafs anstatt (11) auch geschrieben werden kann: 


“= I na 


Br? Uv 9 
e == VIEL sa e ... .(12 
Untersucht man den letzteren Ausdruck auf Maxima oder Minima, 
so ergiebt sich, dafs solche eintreten, wenn 
sin 2 È = 0, 
d. h. für 
te end es Ber... 


Formel (12) zeigt ferner, dafs Punkten, welche, wie O und O0’, um 
180° von einander entfernt liegen, und Punkten, welche gleichweit 
von O oder O0’ abstehen, gleiche mittlere Fehler zukommen. Die 
weitere Untersuchung legt dar, dafs entweder in O' (und O) oder 
in den von 0’ um 90° entfernten Punkten u, ein Minimum wird, 
je nachdem die Tangentialpunkte A und B dem ersteren oder den 
letzteren Punkten näher liegen, und dafs auf die entfernteren Punkte 
Maxima fallen. Demzufolge wird für & — 90 weder ein Minimum 
noch Maximum von u, existieren, vielmehr u, konstant und gleich u,. 

Sobald daher der abzusteckende Kreisbogen gleich oder gröfser 
als 90° wird, lege man die Bestimmungstangenten unter einem Win- 
kel von 90° gegeneinander. Wollte man auch in solchen Fällen 
den Kreisbogen durch die Endtangenten bestimmen, so würde in O' 
ein Fehlermaximum entstehen, nämlich: 


Ku Uv 
pini Vi — cos«’ 
welches, wie man sieht, auf u, = œ wachsen kann, da hier & < 90 
und cos & positiv bleibt, bis der Bogen, welcher abgesteckt werden 
soll, 270° erreicht. 

Auch solange der abzusteckende Kreisbogen, dessen Centri- 
winkel @ sein möge, kleiner als ein Quadrant ist, also @ < 90°, kann 
es vorteilhaft sein, die Bestimmungstangenten nicht an die Bogen- 
enden, sondern an Stellen C und D zu legen, welche dem Kurven- 
scheitel näher oder ferner und zu diesem symmetrisch liegen. Die 


www.rcin.org.pl 


$. 224. Günstigste Lage der Bestimmungstangenten. 679 


Frage stellt sich so: da in den Endpunkten B und A eines abzu- 
steckenden Bogens BO'A < 90° die mittlere Querverschiebung u, 
jedenfalls am gröfsten ist, wie grofs mufs œ gewählt werden, damit 
daselbst u, so klein als möglich werde. Für die Punkte B und A 
ist &—= 180 F 1 ọ bekannt. Man setze dies in (11) oder (12) ein 
und bestimme den Minimalwert der Funktion in bezug auf & Aus 
ee een 19% 
u = g V1 Hios w oaa RE R 
findet man so den Minimalwert für: 
— l +si 
coSs ù = ee eich a EDER Bes AID a (13) 
cos Q 
Demnach, und weil unter Voraussetzung p < 90 nur das erste Vor- 
zeichen reelle Werte ergiebt: 


u, (Min) = ER NR N 


Aus (13) und (14) ist die folgende kleine Tabelle berechnet. An 
stelle von & ist darin CD = 180 — & aufgeführt. 


Durch Einsetzen von 180 — g = « in (12*) bekommt man dagegen 
Ug = U, als mittlere Querverschiebung der Endpunkte des abzu- 
steckenden Bogens BA, wenn die Tangenten in A und B zur Be- 
stimmung des Bogens dienten. Dem gegenüber ist der Genauigkeits- 
gewinn, welchen die letzte Spalte darlegt, nicht bedeutend genug, 
die Verlängerung des abzusteckenden Bogens um 25° zu rechtfertigen. 
Man wird sich daher begnügen, die Tangenten der Endpunkte A 
und B als Bestimmungsstücke zu wählen, solange BA kleiner ist 
als ein Quadrant. 

Zuweilen ist auch dies infolge von Terrainhindernissen nicht 
möglich, wenigstens nicht an beiden Bogenenden. Für den Fall, 
dafs (Fig. 244) an den Endpunkt B, aber nicht an A, eine Tangente 
gelegt werden kann, substituieren wir für ô in Formel (10) die Werte: 


ô= 90 +a +$, 
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d. h. wir zählen die Winkel & von dem Anfangspunkte B aus. Da- 
durch geht (10) über in: 


u — — Venate)tsmt ... .(1) 


sin & 


Wenn z. B. & = 90° der Centriwinkel des abzusteckenden Bogens 
ist, der Bogen zwischen beiden Tangenten aber nur 60° beträgt, so 
ist œ — 180 — 60 = 120° und 


la = iu V/s = 13 po, 
d. h. die mittlere Querverschiebung des zweiten Endpunktes A 
erhöht sich von u, auf 1,3 u. Dafür vermindert sich freilich an 
einer anderen Stelle (für & = 30°) die mittlere Querverschiebung 
von 4, auf u, V?/; oder 0,82 u 
Fassen wir die Ergebnisse dieser Untersuchungen zusammen, 
so werden nachfolgende Regeln daraus zu entnehmen sein. Für 
Bogen von weniger als 90° wähle man als Bestimmungsstücke die 
Tangenten der Endpunkte. Für Bogen von 90 bis 180° sind Tan- 
Fig. 245. genten, welche sich normal schneiden 
und symmetrisch zu den Endpunkten 
liegen, die besten Bestimmungsstücke. 
Bogen von 180° an bestimme man durch 
eine Endtangente und eine zweite, welche 
zu jener normal liegt. Ist eines der 
Bestimmungsstücke durch einen Punkt 
ersetzt, so gilt für dessen Lage dasfelbe, 
als ob es der Berührungspunkt der 
zweiten Tangente wäre. Jedoch sind Tangenten dann vorzuziehen, 
wenn der Berührungspunkt zwischen den beiden Bestimmungs- 
punkten derselben liegt, was fast immer zu ermöglichen ist. 


$. 225. 


Übergangskurven, insbesondere von der Form kubischer 
Parabeln. Bekanntlich wird in Eisenbahnkurven der äufsere 
Schienenstrang erhöht. Auf der Kegelfläche, welche die Köpfe bei- 
der Schienenstränge tangiert, würde ein sonst ruhender Wagen nach 
dem Kurvencentrum hingleiten, bis die Spurkränze der inneren 
Räder ihn weiter zu rutschen hindern. Man beabsichtigt durch 
diesen Impuls nach innen der Oentrifugalkraft entgegenzuwirken, 
welche den rollenden Wagen gegen den äufseren Schienenstrang 
hindrängt. 

Bedeutet v die Tangentialgeschwindigkeit des rollenden Wagens 
in der Sekunde, m seine Masse, p sein Gewicht, g die Beschleunigung 
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der Schwere, r den Kurvenradius, so gilt für die Centrifugalkraft P 
die bekannte Formel: 

a oder TE A le i 

r PR 

Die Richtung der Kraft geht durch den Schwerpunkt des Wagens 
und ist parallel zum Kurvenradius, welcher als horizontal angenom- 
men wird. Ihr wirkt entgegen (Fig. 245) die Horizontalkomponente 
Q des Normaldruckes, welchen das Gewicht p auf ein Element e der 
vorgenannten Kegelfläche (im Vertikalschnitte des Wagenschwer- 
punktes) ausübt. Wenn 2 die Schienenüberhöhung, b die Geleis- 
breite bezeichnet, so folgt aus Fig. 245: 


2 
Aus der Bedingung @ = P entsteht: 
PUNE 
90° .b 
oder: 
bv? c 


Der Koeffizient ce, welcher hier eingeführt wurde, mufs für die Maximal- 
geschwindigkeit der Züge berechnet werden. Hier legen wir die 
Normalspur zu Grunde, welche von Mitte zu Mitte der Schienen- 
köpfe 1,5m beträgt. Nun ist: 


T 
v nach Metern auf die Sekunde gerechnet, und 
1,5 / 1000 7 \? y? 
ar nr 
V nach Kilometern auf die Stunde gerechnet. 

Nördling empfiehlt (Helmert, Übergangskurven, S. 9, welchem 
Werke wir bier folgen) e = 50 bei 50 km mittlerer Geschwindigkeit 
auf die Stunde, auf Strecken von 500 m Minimalradius, und c — 45 
bei 45km mittlerer Geschwindigkeit und 300 m Minimalradius. 

Die Maximalgeschwindigkeiten wären hiernach gemäfs For- 
mel (4) zu 65 und 62km angenommen worden. 

Um auf die Höhe z zu kommen, mufs der äufsere Strang über 
den inneren ansteigen, wobei man ihm das erfahrungsgemäfs be- 
stimmte relative Gefälle % erteilt: 


E A A RENNEN EN 1. 


unter rọ den Minimalradius der Strecke in Metern verstanden. 
Die Ansteigung des äufseren Schienenstranges in die Gerade 
oder in den Kreis zu verlegen, ist beides unvorteilhaft. Vielmehr 
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sollte, auch längs dieser Ansteigung, für jeden Geleisquerschnitt die 
Forderung der Gleichung (3): 


C 
3 = — 
r 


erfüllt sein. Wenn das der Fall ist, so nimmt beim Übergange von 
der Geraden in den Kreis die Bahnachse, wie sogleich bewiesen 
werden soll, längs der Ansteigung des äufseren Schienenstranges die 
Gestalt einer kubischen Parabel an, welche sowohl die Gerade als 
auch den Kreis tangiert und deren Krümmungsradien stetig ab- 
nehmen von r = œ bis r = R, unter R den vorgeschriebenen 
Kreisradius verstanden. Die Kurve, welche dergestalt zwischen 
Gerade und Kreis eingeschaltet ist, wird Übergangskurve genannt 
(Fig. 246). K 

Da das Gefälle des äufseren Schienenstranges längs der Uber- 
gangskurve konstant sein soll, so gilt für einen Punkt P, der vom 


Fig. 246. 


Anfangspunkte O derselben um den Bogen s entfernt liegt, aufser (3) 
die Gleichung: 


PE o a e ie (6) 
und durch Verbindung von (3) und (6): 
[6 
» = — AR AL er TA A 
s=7 (7) 


Bildet die Tangente in P mit der Geraden OX den Winkel r, so 
gilt daselbst bekanntlich die Beziehung zwischen Krümmungsradius, 
Bogendifferential und Differential von t: 
de = ER, 
r 


worin r aus (7) eingesetzt werden kann. Man kommt so auf die 
Differentialgleichung: 


PER ST 
(6 
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und durch Integration auf: 
k 
y Ze? (8) 


wobei wegen der Bedingung des tangentialen Anschlusses in O, 
d. h. t = 0 für s = 0, die Integrationskonstante wegfällt. 

Sind (x,y) die rechtwinkligen Koordinaten von P bezogen auf 
die Achsen OX und OY, so ist bekanntlich: 


2 = tigt. 
Bei der Kleinheit aller in betracht kommenden Winkel r kann 
praktisch genau genug die Tangente mit dem Arcus und der Bo- 
gen mit der Abscisse vertauscht und nach (8) gesetzt werden: 


dy _ k 


ug 
da e eS 
woraus durch abermalige Integration folgt: 
k 
5 A RENTEN RR 


d. i. die Gleichung einer kubischen Parabel. Auch hier verschwindet 
die Integrationskonstante, da wegen tangentialen Anschlusses in O 
gilt: y = 0 für = 0. Setzen wirc:k= g; so ist: 


x? 


N A ‘fi 
dat v (10) 

die übersichtlichste Form der Gleichung. Für Strecken von 500 m 
Minimalradius und ce = 50 


Fig. 247. 


ist z. B.: 
q = 50 : 1/500 = 25 000. 
Aus (7) folgt jetzt: 


u AR * 
a (7*) 


und wenn wir für den End- 
punkt P, der Übergangs- 
kurve die Veränderlichen mit 
dem Index n versehen: 
q 

Sp = Ey = e (11) 
als ganze Länge der Kurve und zugleich der Abscisse des Punktes P}. 

Der Krümmungsradius r„ ist zugleich der erste Kreisradius, 
durch seine Lage also auch diejenige des Kreises bestimmt. Wir 
suchen die Koordinaten (£m, Ym) des Kreismittelpunktes M. Da auch 
Tn bekannt ist, so läfst sich £m gewinnen aus (Fig. 247): 


im — En — Yn IM Ta 
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Wie früher die Tangente, so vertauschen wir jetzt auch den Sinus 
von T mit dem Arcus, und erhalten mit Rücksicht auf (7*) und (8): 


Im — Ln (1 Fai s tn) 


l dSn? 
= En (1 ai 5 ;) ’ 
En 
das ist wegen 5, = Zn: 
Im = U En EET N Re A ee a" (12) 
Die Ordinate ist: 
Ym = Yn + Tn COS Tn 
und wenn wir uns mit den zwei ersten Gliedern der Cosinusreihe 
begnügen: 


Tun? 
Ym = fn + tere ber 


sodann wegen (8) und (11) und weil sn = «,: 


3 
Ym = Tn + Ya 7 a? 
das ist nach (10): 
En? 
| — Z 1 
Ym Tn + 24g Yn.+ Ja Yn Re T (13) 


Ein Kreis mit dem Radius Ym von M aus beschrieben, wird daher 
von dem Kreise mit dem Radius r, aus demselben Mittelpunkte 


abstehen um: Ku3 
v = l/s Yn = 24 (14) 
Daher folgende Ab- 
steckungsmethode: 
Gegeben die Tangente O X 


und der Radius R zum Mittel- 
punkte M. Es soll zulässig 
sein, den Radius bis zu o0 
=o seiner Gröfse zu verändern. 
O Man bestimmt wie gewöhn- 
lich die Projektion A des Kreismittelpunktes auf die Tangente OX 
und steckt die (punktierte) Kreiskurve mit dem Radius R — Ym ab, 
1 


berechnet nach (11) genau genug, da R von ra noch nicht um 500 


verschieden sein wird: 


En = = 


R 
und trägt \/;x„ von A aus nach beiden Seiten auf. Sodann wird 
Yn berechnet aus; 
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Tn 
wre oq 


und von dem Endpunkte der Übergangskurve an die Kreiskurve 
um 1/4 Yn einwärts gerückt, der Radius derselben demnach um soviel 
verkleinert. 

Zur Absteckung der mittleren Ordinate in A dient: 


Fig. 248. 1/3 Xa)? 
= = Ihm 


Die übrigen Punkte können 
von der Tangente oder vom 
(punktierten) Kreise I aus 
(Fig. 248) abgesteckt werden. 
Um dies letztere auszuführen, 
berechnen wir, da der Ab- 
stand v der koncentrischen 
Kreise I und Il schon bekannt 
i und gleich 2„,3:24g ist, den 

SETT Abstand n eines Punktes P 
der Übergangskurve vom Kreise II. Aus dem rechtwinkligen 
Dreieck MP B folgt: 


MP? = (MA — y)? + (th ta — $) 
= (mn + 3-5) + Oni) 


Ln? — 4r? 
— 2 a EN APR or aN + 1 ee 2 
= Tfn } 2 Yn 244 (1/2 £n é) 


(2n? Be 4 23)? 
+76 "Bil 


Durch Ausziehen der Wurzel wird hieraus genau genug gefunden: 


Ln? — 4x? 5 (Yan — E) | (in? — 483)? 


md a NE Ya ca a RE 
Wenn man bedenkt, dafs nach (11): 

Na 

n 7 


ferner nach der Figur g = £ — £ ist, so wird das letzte beibehaltene 
Glied rechter Hand höchstens den Betrag erreichen (wenn & — 0): 
(— a &n?)? . En 1 ( In 3 
1152q° biek. TAR >)» 
ein sehr kleiner Betrag, den wir neben den beiden ersten Gliedern 
vernachlässigen dürfen. Substituiert man in diesen die eben an- 
geführten Identitäten, so kommt: 
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ey N a ee) 


d. h. die kubische Parabel O P, ist, bezogen auf ihren Krümmungs- 
kreis durch P„ und ebenso auf jeden anderen Krümmungskreis, 
wieder kubische Parabel. & bedeutet hier sowohl Abseissen- als 
Bogenlänge. Von dem Kreisbogen I aus wird die kubische Parabel 
abgesteckt durch radiales Absetzen von: 


&3 
1 UNA 
Zur Probe kommt hieraus für & — !/yx„ wie früher (vorige Seite): 
1 
YA pe 8 Yn. 


Die Entwickelung der vorstehenden Formeln gründet sich fast 
von Beginn an auf Näherungen. Um deren Zulässigkeit nach- 
zuweisen, würde die Aufstellung strenger Formeln und die Ableitung 
der Näherungsformeln aus diesen am Platze gewesen sein. Es sei 
in dieser Hinsicht jedoch auf Helmerts bereits angezogene Mono- 
graphie verwiesen, und nur das Hauptresultat soll kurz angegeben 
werden. Vergl. auch Winkler, Vortr. über Eisenbahnbau, Heft V. 

Erfolgt die Absteckung der Übergangskurve von der Tangente 
aus, so gilt die Bedingung: 

Be Deren TI) 
d. h. der Kreisradius mufs die fünffache Länge der Übergangskurve 
erreichen. Nach (11) ist: 


Ei Akte TER, 
N | 
Dies in (14) eingesetzt, giebt: 
Dior, 


Quadriert man (16) und führt das Vorstehende ein, so hat man als 
Gültigkeitsbedingung für unsere Formeln: 
R 
V < 500 ER N T a a > (17) 


Wenn aber die Absteckung der Übergangskurve (d. h. einer 
Hälfte derselben) vom Kreise aus erfolgt, so sind die Gültigkeits- 
bedingungen zu erweitern auf: 


en a ER 

oder: 
R * 
55 a) 


Hiernach ist die Absteckung vom Kreise aus für die Genauigkeit 
wesentlich günstiger. 
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Die Tabelle II. auf S. 688 ist ein Auszug aus einer „Karte der 
magnetischen Variation für 1883,5“, welche die deutsche Seewarte 
ihrem „Segelhandbuch für den Atlantischen Ocean“, Hamburg 1885, 
beigegeben hat. Diese Karte ist auf grund der früher (Seite 525, 
zweite Anm.) erwähnten Publikation der Seewarte entworfen, unter 
Berücksichtigung neuerer Arbeiten, „darunter auch der neuesten 
Beobachtungen von europäischen Observatorien, welche zur Prüfung, 
nötigenfalls zur Verbesserung der Isogonen verwendet wurden.“ 

Dem letztgenannten Material ist es wohl zuzuschreiben, wenn 
die deutsche Karte für 1883,5 von einer ähnlichen der englischen 
Admiralität: „Curves of equal magnetic variation (Mitte) 1880“, 
teilweise weiter, zum teil auch weniger abweicht, als die Sekular- 
änderung während der Zwischenzeit von drei Jahren betragen kann. 
Die jährliche Abnahme der Westdeklination beträgt nämlich an den 
Nordseeküsten zwischen 7’ und 8’ und nimmt nach Osten und Süden 
noch ab, so an der Ostsee bis auf 6’ oder 5’ (Segelhandbuch S. 322), 
in Süddeutschland nach der englischen Quelle auf 6,5. 

Ein sehr kurzer Auszug (].) aus der englischen Karte soll hier 
folgen. Er mag im Vergleich mit der Tabelle II. andeuten, dafs 
wenigstens bis vor kurzem merkliche Unsicherheiten über den Ver- 
lauf der Isogonen in Mitteleuropa bestanden. Man übersehe dabei 
aber nicht, dafs beide Tabellen aus Karten von sehr kleinem Mals- 
stabe gezogen sind. 

Mit dem Gebiete der Tabelle nach Jordan, S. 526, deckt sich 
dasjenige der beiden nachfolgenden nicht ganz. Zum Zwecke der 
gegenseitigen Reduktion und des Vergleichs mit Landkarten dienen 
die Beziehungen: 


Paris östlich von Greenwich . . . 2° 20’ 10" 
Paris 5 EE 110; E a EA OAS A 
Berlin a n„ Greenwich oaa . 1830 28’ 50” 
Berlin x a+ Bra a Zu BR IN ARE 
Greenwich „ u BER LOB GO 
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I. Westliche Deklination in Graden für Mitte 1880, 


Geogr. 
Breite | 


nach der englischen Karte. 


Östliche Länge von Greenwich 


60 


140 | 150 


11,3 | 10,7 
11,1 | 10,6 
10,9 | 10,4 


| 160 


10,1 
10,0 
9,9 


| 100 


II. Westliche Deklination in Graden für Mitte 1883, 


Geogr. 
Breite 


nach der Karte der Seewarte. 


Östliche Länge von Greenwich 
90 | 100 | 119 | 120 | 130 


60 


15,9 
15,7 
15,5 
15,3 
15,2 


14,9 


14,7 
14,6 
14,5 
14,3 
14,2 


70 


15,3 
15,1 
15,0 
14,7 
14,6 


14,4 


14,2 
14,1 
14,0 
13,9 
13,8 


go 


14,6 
14,5 
14,4 
14,2 
14,1 


13,9 


13,7 
13,6 
13,6 
13,5 
13,4 


14,0 
13,9 
13,8 
13,7 
13,5 


13,4 


13,3 
13,2 
13,1 
13,0 
13,0 


13,4 
13,3 
13,2 
13,1 
13,0 


12,9 


12,8 
12,7 
12,7 
12,6 
12,5 


12,8 
12,8 
12,7 
12,6 
12,5 


12,4 


12,3 
12,3 
12,2 
12,1 
12,1 


Östliche Länge von Greenwich 
210 | 220 


WWW. 


17° 


180 


190 


| 200 


= o w s 


“u. 


ANNNN N oopo—m 
OD © oons 


- 


12,2 
12,2 
12,1 
12,0 
12,0 


11,9 


11,9 
11,8 
11,8 
11,7 
11,7 


11,6 
11,6 
11,6 
11,5 
11,5 


11,4 


11,4 
11,3 
11,3 
11,3 
11,3 


S. 


Pa Laar T a r a aa le mn | aat Aa A isn ne aa Aa Te z as). 3 


Berichtigungen. 


„.n 


. 61, Zeile 11 v. u. lese man mn ~ P' m’ n” anstatt Omn ~ Om’'n”, 


und denke sich die Buchstaben m und n (Fig. 29) in der brechenden Ebene 
der Okkullarlinse wiederholt. 

Inn Fig. 39, 8. 76, sollte das punktierte Diaphragma D’ zwischen D und 
B, nickht zwischen D und A stehen. 


23 52% 


. 83, Zeile 7 v. u. lies „bei centrischem“ anstatt „beim centrischen“. 

. 160, Zeile 1 v. u. sowie 161, Zeile 2 und 12 v. o. lies VII anstatt VI. 
i. 164, Zeile 11 v. o. lies V anstatt IV. 

. 165, Zeile 5 v. o. lies VI anstatt V. 

. 166, Zeile 4, 14 und 18 v. o. lies VIII anstatt VII. 

. 195 in der ersten der Formeln (3) lies sin2y und sin2$ anstatt sin?y 


und siin? p. 


8.3. 
8.5. 


207, Zeile 16 v. o. lies §. 77 anstatt §. 75. 
226, Zeile 13 v. u. lies 5,7 anstatt 5,6. 


Inn Fig. 130, S. 347, sollte, wegen ihrer Beziehung zu Fig. 129, am an- 
statt aa’m nebst den dazu gehörigen Anschnitten gezogen sein. 


8... 


460, Zeile 12 v. u, lies m(>3) anstatt (m >3). 
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